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PREFACE TO AMERICAN EDITION 

Gustav Doetsch’s world renowned monograph on the theory and prac¬ 
tica! applications of the Laplace Transformation is generally recognized 
as the most useful and rigorous exposition of an operational method which 
has become increasingly important for wartime research problems of the 
mathematician and physicist. 

The publishers are therefore gratified to make this work available to 
the American scientist at less than 1^4 former $14.50 price. 

For greater convenience of American users corrections have been made 
of all errors in the first edition noted by the editor. The German-English 
glossary of technical terms peculiar to this volume has been compiled by 
Dr. Sergei Feitelberg, physicist for Mt. Sinai Hospital. 

Dover Pübucations 




Vorwort. 


Die Laplacesche Integraltransformation f e~“F{t) dt kann als das • 
kontinuierliche Analogon zur Dirichletsehen Reihe und zur 

Potenzreihe = JS betrachtet werden. Während jedoch 

diese Reihen längst zum Allgemeingut der Mathematiker gehören und in 
den verschiedensten Gebieten angewandt werden, ist die Laplace-Trans- 
formation nur einem kleinen Kreis wirklich geläufig, was um so be¬ 
dauerlicher ist, als sie an Verwendungsfähigkeit jene Reihen, die sie als 
Spezialfälle enthält, noch weit übertrifft. Daß die Laplace-Transfor- 
mation, obwohl sie auf ein viel höheres Alter als die Dirichletsche Reihe 
zurückblicken kann, sich bisher so wenig eingebürgert hat, liegt in erster 
Linie daran, daß bisher eine zusammenfassende Darstellung ihrer Theorie 
fehlte. Das Material ist über die ganze Zeitschriftenliteratur verstreut 
und oft in andere Untersuchungen eingebettet, wo man cfs kaum ver¬ 
mutet; vieles steht in älteren Jahrgängen schwer zugänglicher Zeit¬ 
schriften. Dazu kommt, daß manche grundlegende Sätze der Theorie 
zwar den Kennern geläufig sind, sich aber nirgends explizit formuliert, 
noch weniger bewiesen finden. Auch das explizit Ausgesprochene und 
Bewiesene leidet häufig darunter, daß die Beweise unzulänglich oder 
nicht in wünschenswertem Umfang geführt sind. Alle diese Umstände 
ließen bei der wachsenden Bedeutung der Laplace-Transforrhation den 
Wunsch nach einer Darstellung immer fühlbarer werden, die einerseits 
die theoretischen Grundlagen der Transformation ausführlich und ein¬ 
heitlich zusammenstellt, und andererseits zeigt, in welchen Gebieten sie 
bisher mit Erfolg angewandt worden ist. 

Man kann heute innerhalb dessen, was zur Laplace-Transformation 
zu rechnen ist, drei Richtungen unterscheiden. Die erste befaßt sich 
mit dem Laplace-Integral im eigentlichen Sinn J e~’^^ F(i) dt mit den 
Grenzen 0 und oo bzw. — oo und oo, wovon das letztere mit der Mellin- 
'Iransfonnation äquivalent ist — hier ist es vorteilhaft, das Integral 
im Riemannschen und nicht im Lebesgueschen Sinn zu nehmen —; 
die zweite mit dem Fourier-Integral j F [x) dx, das zum Laplace- 
Integral so steht, wie die Fourier-Reihe zur Potenzreihe, dessen Theorie 
also auf das Studium des Randverhaltens hinausläuft — hier steht das 
Integral im Lebesgueschen Sinn im Vordergrund und zwar besonders 
die quadratisch oder allgemeiner in einer Potenz p>i integrabeln 
Funktionen —; die dritte mit dem Laplace-Iniegral in Stieltjesscher 
Gestalt f C^^d^ {t), das in enger Beziehung zum Momentenproblem 
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steht tmd sich auch vorzugsweise in dessen Bahnen entwickelt hat. 
Das vorliegende Buch handelt von der ersten Richtung (wobei auch 
die Melhn-Traiisformation ausführlich zu Wort kommt) und spricht nur 
gelegentlich von der zweiten, wo sich dies sachlich als notwendig erweist. 

Wie das bei einer ersten zusarmnenfassenden Darstellung selbst¬ 
verständlich ist, konnte vieles in der Literatur Vorhandene stark ver¬ 
einfacht und in neuen Zusammenhang gebracht werden, vieles mußte 
aber auch neu auf gestellt oder zum erstenmal wirklich bewiesen werden, 
ohne daß dies im einzelnen im Text zum Ausdruck gebracht ist. Wo 
ich irgendwie eine Quelle zitieren konnte, habe ich es in den ausführlicnen 
„Historischen Anmerkungen'* am Schluß des Buches getan. Dagegen 
ist der Text völlig frei von Autorennamen gehalten worden, mit selbst¬ 
verständlicher Ausnahme der rein geschichtlichen Paragraphen und 
solcher Dinge, wo es sich um klassische und althergebrachte Bezeich¬ 
nungen wie Cauchyscher Satz, Abelsche Summabilität u. dgl. handdt. 
Die historischen Anmerkungen und das Literaturverzeichnis nehmen 
nur Bezug auf die in die Theorie der Laplace-Transformation gehörige 
und im Buche verwertete Literatur, die übrigens bis Anfang 1937, dem 
2feitpunkt der Fertigstdlung des Buches, berücksichtigt ist. Hinweise 
auf Arbeiten und Bücher aus anderen Gebieten, die nur beweistechnisch 
gebraucht werden, finden sich in den Fußnoten. 

Die Tendenz des Buches geht dahin, in der Sprache der Funktional¬ 
analysis zu schreiben und demgemäß die Funktionaltransformation 
konsequent als Abbildung zweier Räume aufeinander aufzufassen. Das 
ist nicht bloß eine Äußerlichkeit, die sich in der Anwendung eines 
Funktionalzeichens an Stelle des Integrals ausdrückt, sondern trägt, 
wie die Anwendungen bei Funktionalgleichungen und in der Asym- 
ptotik hoffentlich zeigen, zur klaren Einsicht wesentlich bei. 

Was die Einteilung des Buches angeht, so enthält der I. Teil im 
wesentlichen die Theorie, die Teile II bis V die Anwendungen, ohne daß 
diese T^ung pedantisch durchgeführt worden wäre, was zu einer Zer¬ 
reißung organisch zusammengdiöriger Dinge geführt hätte. So sind im 
I. Teil schon viele Anwendungen besonders funktionentheoretischer Art 
eiugestreut, während z. B. ün III. Teil bei der Asymptotik die als 
Grundlage dienenden Abelschen und Tauberschen Sätze untergebracht 
sind, die man auch zur Theorie rechnen könnte. 

Beim Studium des I. Teils wird man merken, daß die eigentlich 
funktionentheoretische Seite der Laplace-Transformation im Verhältnis 
zu den Kenntnissen über Potenzreihen noch ziemlich wenig durch¬ 
forscht ist. Die Resultate über die im Unendlichen regulären Laplace- 
Transformierten (5. Kapit^), die das einzige voll abgerundete funktionen¬ 
theoretische Gebiet innerhalb der Theorie der Laplace-Transformation 
darstellen, sind bereits über 30 Jahre alt. Hier bleibt also noch 
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sehr viel zu tun übrig. Ähnlich steht es mit den Beziehungen zur Di» 
richletschen Reihe, die auch als Laplace-Integral geschrieben weiden 
kaim. An verschiedenen Stellen ist im Text darauf hingewiesen, daß 
gewisse Sätze über Dirichletsche Reihen im Rahmen der Laplace» 
Transformation ihre naturgemäße Erklärung finden. Diese Beziehungen 
ließen sich noch wesentlich weiter ausbauen. 

Von den Anwendungen auf Funktionalgleichungen habe ich die auf 
Integral- und Differentialgleichungen gebracht, dagegen die auf Diffe¬ 
renzengleichungen unterdrückt, da diese in dem in der gleichen Sammlung 
erschienenen Werk von Nörlund dargestellt sind. Daran liegt es auch, 
daß ich auf die Zusammenhänge mit den Fakultätenreihen nicht ein- 
gegangen bin. Da ich den Umfang des Buches nicht beliebig vergrößern 
konnte, so schien es mir wichtiger, den zur Verfügung stehenden Raum 
für solche Gebiete zu verwenden, die noch keine buchmäßige Darstellung 
erfahren haben, obwohl ich die Fakultätenreihen, die Differenzen» 
rechnung tmd noch manches andere hierher Gehörige wie die Pincherle- 
sehen und Mellinschen Untersuchungen Über den Zusammenhang 
zwischen Differential- und Differenzengleichungen und zwischen Gamma- 
und hypergeometrischen Funktionen gern unter den Aspekt der im 
Buche behandelten Theorie gestellt hätte. 

Im übrigen hoffe ich aber von den Anwendungen soviel gebracht zu 
haben, daß man einen Eindruck davon bekommt, wie weitschichtig 
diese sind. Sie ziehen sich durch die Funktionentheorie (insbesondere 
auch die Theorie der asymptotischen Entwicklungen), die analytische 
Zahlentheorie (so wird z. B. der Primzahlsatz auf dem kürzesten heute 
erreichten Wege bewiesen und ein ziemlicher Teil der Theorie der Zeta¬ 
funktion abgeleitet), über die.Theorie der Funktionalgleichungen bis zu 
Gebieten der Praxis des Physikers und Ingenieurs hin, so daß derjenige, 
der das Buch durcharbeitet, ein gutes Stück reelle und komplexe 
Analysis kennenlemt. 

Bei den gewöhnlichen und partiellen Differentialgleichungen bin ich 
besonders den Beziehungen zum symbolischen Heaviside-KalkM und 
der sog. funktionentheoretischen Methode nachgegangen, die sich bei 
den Ingenieuren, vornehmlich den Elektrotechnikern, großer Beliebt¬ 
heit erfreuen. Es besteht heute kein Grund mehr, ^esen unsicheren 
Kalkül zu benutzen, da die Laplace-Transformation alles, was er (auf 
illegitimen Wegen) leisten kann, völlig exakt imd ebenso schnell, außer¬ 
dem aber noch sehr viel mehr leistet. Es war ursprünglich meine Ab¬ 
sicht, dieses Gebiet noch ausführlicher und zwar in einer Form darzu- 
stellen, die an die gewohnten Vorstellungsweisen des Ingenieurs an¬ 
knüpft. Doch hätte dies, abgesehen von einer untragbaren Vergrößerung 
des Umfangs, zur Heranziehung von vielen Dingen führen müssen, die 
dem Charakter des Buches als mathematischen Werkes fremd gewesen 
wären, und dem Ingenieur wäre damit doch nicht voll und ganz gedient 
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gewesen. Ich gedenke daher, der Anwendung von Funktionaltrans- 
formationen auf Rand- und Anfangswertprobleme, wie sie die Technik 
stellt, ein zweites Buch zu widmen, das ganz auf die Denk- und Vor¬ 
stellungsweise des Ingenieurs zugeschnitten ist. Dieses kann dann von 
allem Theoretischen dadurch entlastet werden, daß hierfür auf das 
vorliegende Buch verwiesen wird. Immerhin kann der Ingenieur schon 
an den im V.Teil vorgeführten Beispielen so viel lernen, daß er weitere 
Probleme seines Faches mit derselben Methode angreifen kann. Ich 
würde es begrüßen, wenn ich schon jetzt aus den Kreisen der Techniker 
und besonders Elektroingenieure, die mir bereits bisher durch viele 
Zuschriften ihr Interesse an der Methode bekundet haben, auf vor¬ 
handene Arbeiten, ungelöste Probleme usw. aufmerksam gemacht 
würde, wie ich auch jede Anregung und jeden Verbesserungsvorschlag 
bezüglich des vorliegenden Buches, vor allem auch Sonderabdrucke 
einschlägiger Arbeiten dankbar aufnehmen und bei einer etwaigen 
Neuauflage berücksichtigen werde. Je schneller das Buch überholt ist, 
um so besser hat es seinen Zweck, ein wirksames und heute noch wenig 
genutztes Instrument der Mathematik populär zu machen, erfüllt. 

Danken möchte ich an dieser Stelle meiiiem früheren Schüler 
Dr. Hans Knieß, der von meinem Manuskript eine Reinschrift, die als 
Dnickvorlage diente, angefertigt hat, sowie der Verlagsbuchhandlung 
Julius Springer, die auf meine vielfachen Wünsche stets bereitwillig 
eingegangen ist. 

Freiburg i. B., Oktober 1937 

Riedbergstr, 8. 


G. Doetsch. 
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Abl^zungen. 


Die Kapitel eerfallen in Paragraphoi, diese gelegentlich in Nummem. 
Die Formdn und Sätze sind innerhalb jedes Paragraphen durch- 
numeriert. Bei Hinweisen werden folgende Abkürzungen benutzt: 

4.5 für 4.Kapitel, § 5; 

5,3.1 .. 5. Kapitel, § 3, Nr. i; 

6.9 (2) „ Formel (2) in 6.9: 

Satz 2 [ 3 . 7 ] „ Satz 2 in 3-7. 

Kleine hochgestellte Zahlen verweisen auf die historischen Anmer¬ 
kungen am Schluß, Die Literatur wird dort mit dem Namen des Autors 
und dw Nummer der betreffenden Arbeit im Literaturverzeichnis (am 
Ende des Buches) zitiert, z. B. Meixin 3. 


Ist eine beliebige, auch komplexe, Funktion f{x) und eine positive 
Funktion g{x) für definiert, so bedeuten die drei S}rmbole 


/(z) «0(g(z)), /(*) =Ot(g{*)), /(z) = o{g(z)) 

der Reihe nach folgendes: 


f{x)^0{g{x)): |/(z)|sKg(z) fürzfezo: 

/(z) w=Df.(g(z)): /(z) iLf(z) für zfezg; 

/(*) = <i(g(z)): für z-»- 00 , 

wo K eine positive Konstante ist. Dieselben S 3 mibole werden auch 
benutzt, wenn /(z) rmd g(x) in der Umgebung einer endlichen (reellen 
oder komplexen) Stelle definiert sind und die Relationen in dieser Um¬ 
gebung. bzw. bei Annäherung an diese Stelle gelten. 



I. Teil. 


Allgemeine Theorie 
der Laplace-Transformation. 

1 . Kapitel. 

Grundbegriffe der Funktionalanalysis. 

Der einfachste Funktionsbegriff ist der der reellen Funktion einer 
reellen Variablen. Geometrisch bedeutet er die Zuordnung von Punkten 
auf einer Geraden zu Punkten auf einer Geraden. In dieser geometrischen 
Fassung drängt der Begriff von selbst zur Versdlgemeinerung; Man 
kann das „Argument“ (die unabhängige Variable) oder den „Funktions¬ 
wert“ (die abhängige Variable) oder auch beide in einer zweidimen¬ 
sionalen Mannigfedtigkeit (im komplexen Zahlgebiet) variieren lassen 
und so weiter zu höheren Dimensionen aufsteigen. Von diesem Stand¬ 
punkt aus ist es nicht mehr femliegmid, auch Räume von unendlich 
vielen Dimensionen zugrunde zu legen, das sind solche, deren Elemente 
durch unendlich viele (reelle oder komplexe) Zahlen, die „Koordinaten“, 

festzulegen sind. Beispide solcher Räume sind jedem bekannt. So ist 
00 

z. B. eine Potenzreihe bestimmt durch ihre unendlich vielen 

0 

Koeffizienten Oie ..kann also als Punkt in einem Raum von ab¬ 
zählbar unendlich vielen Dimensionen angesehen werden, während eine 
Funktion f(x) iiu Dirichletschen Sinn ein Beispiel eines Punktes in einem 
Raum liefert, dessen Dimensionszahl die Mächtigkeit des Kontinuums 
hat, da sie ja der Inbegriff der kontinuierlich vielen Werte t{x) ist. 
Aber auch der Begriff des funktiondUn Zusammenhangs zwischen Räumen 
beliebiger Dimensionszahl ist der Mathematik sehr geläufig. Betrachtet 
man z. B. die obere Grenze G von gewöhnlichen redlen Funktionen j{x) 
im Definitionsintervall oder das bestimmte Integral zwischen festen 
Grenzen, so liegt eine Zuordnung vor, bei der das Argument / in einem 
Raum von unendlich vielen Dimensionen, der Wert G in einem eindimen¬ 
sionalen Raum variiert. Ordnet man dagegen den differenzierbaren 
Funktionen ihre Ableitungen zu, so liegt ein Zusammenhang zwischen 
zwei unendlich vieldimensionalen Räumen vor. — Wir nehmen in der 
Folge das „Argument" immer als unendlich vieldimensional an, und zwar 
wird es meist konkret eine Funktion oder eine Folge sein; letztere ist 
ein Sonderfall einer Funktion, denn sie st^t eine nur füy die positiven 

Doetsob, LaplaoerTnuufoniuitloi». 
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ganzen Werte der Variablen definierte Funktion dar. Ist der „Wert*' 
eindimensional, also eine Zahl, so heißt die Zuordnung ein FunMional, 
Ist der Wert tmendlich viddimensional und sind sowohl Argument als 
Wert speziell Funktionen, so nennt man die Zuordnung eine FmkHonal- 
transformation oder FmMiotuioferation, wobei man sich die Zuordnung 
weniger als bestehenden Zustand denn als Akt der Überführung der 
einen Funktion in die andere, als eine „Abbildung", vorstellt, ‘ Diesen 
Gesichtspunkt werden wir später immer stark in den Vordergrund stellen. 
In Analogie zu der Bezeichnung „Punktfunktion“ für die klassische 
Funktion, die von den Punkten einer Geraden, Ebene usw. abbängt, 
spricht man bei der von Funktionen abhängigen Fimktionaloperation 
manchmal von „FutütUonfunktion'*, und wenn man sich das Argument 
durch eine Kurve (Linie) respräsentiert denkt, von LinienfmkHon, 
entsprechend der französischen Bezeichnung fonction de lignes und der 
italienischen funzione de Unee. Der Teil der Mathematik, der sich mit 
diesen Gegenständen beschäftigt, heißt Funktionalanalysis, 

Bed^ikt man die Ausdehnung desjenigen mathenptischen Zweiges, 
der nur den niedersten Funktionsbeg:^ (reelle Funfction einer re^en 
Variablen) behanddt, so bekommt man eine Vorstdlung von der Weit¬ 
schichtigkeit der Funktionalanalysis. Der Wert dieser verhältnismäßig 
jungen Wissenschaft ist nun aber weniger darin zu erblicken, daß sich 
in ihr ein Gebiet besonders allgemeiner und abstrakter Spekulation auftut, 
als vidmehr in ihrer Fähigkeit, einerseits eine FüUe von bekannten 
Problemen an der richtigen Stelle einordnen und dadurch einer sach¬ 
gemäßen Behandlung zuiflhren zu können, andererseits ganz von selbst 
zu neuen „vernünftigen", d. h. mit den früheren in organischem Zu¬ 
sammenhang stdhenden Problemen hinzuleiten. 

Um eine zu der üblichen Funktionentheorie analoge Theorie im unend¬ 
lich vieldimensionalen Raum au&ubauen, muß man zunächst über solche 
Grundbsgriffe wie Grenzwert, Stetigkeit usw., verfügen. Der Grenzbegriff 
ist äquivalent dem des Häufungspunktes, letzterer läßt sich auf dem 
der Umgebung aufbauen und dieser wiederum auf dem Begriff der.Ent- 
femung (Länge, Abstand)*. Ein Raum, in dem der Abstand je zweier 
Elemente /j, /, definiert ist, heißt ein m^rischer Raum. Von diesem Ab¬ 
stand d(/i,/j) verlangen wir zwei Eigenschaften; Notwendig und hin¬ 
reichend für i(/j,/,)=0 ist /i=5/,, 2, Es gilt die sog. Dreiecksrelation; 
^(/n/,)^d(/u/»)'+d(/„/,).. 

Den Grembegriff führt man nun zweckmäßig so dn; Eine Folge 
von Elementen /*, fi, ft,... heißt honvcrgeni, wenn lim d = 0 ist. 
__ 

♦ Wir überg^en Wer die MögUcWceit, ei»e Mengenlehre und AnalyßiE zu entJ’ 
wckdn, in der nur die Existenz einee Umee-Begrj^s (». hierzu M. Fnicnnx; Sur quel¬ 
ques points du calcul fonctlonnei. Reud, ärc, Mat. Palermo Zt (1906) i —74) 
cxior nur eines Umgebungsbegriffs (s, F» Hausoqiot; Mengenlehre, 941 Berlin- 
Leipzig 1927 ) postuliert wird- 
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Diese Eigenschaft entspricht dem in der gewöhnlichen Analysis bekannten 
Cauchyschen inneren Konvergenzkriterium. In euklidischen Räumen 
von endlich viden Dimensionen ist es aber so, daß, wenn eine Folge 
in diesem Sinne konvergait ist, sie gegen einen bestimmten Punkt f des 
Raumes konvergiert, d. h. es gibt einen Punkt /, so daß lim 

ist. Das braucht in einem allgemeinen metrischen Raum nicht der Fall 
zu sein. (Die Stelle, geg^ die die /, konvergieren sollen, ist gewisser¬ 
maßen leer, gehört nicht zum Raupi.) Trifft es doch zu, so heißt / die 
Grenze (der limes) der f„. Hat ein Raum die Eigenschaft, daß jede 
konvergente Folge auch gegen einen Punkt konvergiert, so iieißt er 
vollständig. Liegt eine beliebige Menge von Elementen vor, so heißt / 
ein Häufungsfunkt der Menge, wenn diese eine gegen / konvergierende 
Teilfolge enthält. Während nach dem Bolzano-Weierstraßschen Satz 
jede imendliche Menge in einem euklidischen Rau m von endlich vielen 
Dimensionen mindestens einen Häufungspunkt besitzt, ist dies in allge¬ 
meinen metrischen Räumen nicht notwendig der Fall*. Hat eine 
Menge aber die Eigenschaft, daß jede unendliche Teilmenge einen zu 
der Ausgangsmenge gehörigen Häufungspunkt besitzt, so heißt sie 
kompakt. 

Wir betrachten einige Beispide^von Räumen, die für Späteres instruk¬ 
tiv sind: 

1 . Der Raum bestehe aus der Gesamtheit der im abgeschlossenen 
Intervall [0,1] stetigen Funktionen. Wir metiisieren ihn durch die 
Definition 

Ä(/„/^= Max |/i(z)-/.(z)|. 

Die von d verlangten Eigenschaften sind erfüllt, uenn es ist 
Max 1 /, (*)-/, (z) j = I /i (zo)- /, (z,) I s I /i (zo) - /, (z#) | +1/« (*o) - fz (*«) | 
sMax|/i(z)—/,(z)| -1- Maxl/a(z)—/,(z)|, 

wobei einen Punkt bedeutet, in dem sein Maximum 

annimnlt. Jede auf Grund des Cauchyschen inneren Konvergenzj- 
kriteriums konvergente Folge f^{x) konvergiert auch gegen eine Funk¬ 
tion / (x). Da nun /) -^ 0 offenbar bedeutet, daß die Folge gleich¬ 
mäßig gegen / konvergiert, so ist / auch stetig, gehört daher zum Raum. 
Dieser ist also vollständig. Dagegen ist er nicht kompakt, denn z. B. die 
Menge der Funktionen smnjc x hat offenbar keinen Häufungspunkt 
(Häufungsfunktion). 


* Hieraus erklärt es sich, daß in der Variationsrechnung, die ja nichts anderes 
als die Behandlung des Extremumproblems in der Funktionalanalysis darstellt, 
die Existenzfrage so schwierig ist. Vgl. hierzu L. Tonblli : Fondamenti di calcolo 
delle vaxiazioni I. II. Bologna, ohne Jahr. 
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2 . Der Raam bestehe ans der Gesamtheit der redlen Funktionen, 
deren Quadrat in [0,1] im Lebesgueschen Sinn integrabd ist* (Hil- 
' bertsdier Raum). Dot Raum wird metrisiert durch die Definition: 

Die erste Eigenschaft von d ist erfüllt, wenn man Funktionen, die sich 
nur auf einer Nullmenge untersdieiden, nicht als verschieden rechnet; 
die zweite ist eine Folge dm* Caucdiy-Sdiwmzschen Ungleichung 

t iffx(x)f,{x)X^ffl(x)dxfn{x)dx, 

\o 7 0 0 

denn aus dieser ergibt sich: 

i i 

t (*)<**) *(//;(*)<**)* 

oder durch Multiplikation mit 2 und beiderseitige Addition von 

fmdx+fmdx: 

0 0 

IQeht man beiderseits die Quadratwuizd, so steht die Dreiedcsreiation 
da für den Fall, daß der dritte „Eckpunkt“ der Punkt / = 0 ist. Hieraus 
ergibt sie sich leicht allgemmn. 

Konvogenz einer Folge im oben festgdegten Sinn bedeutet sog. 
Mittdkonvergenz (genauer: Konvergenz im quadratischen Mittel): 

X 

f\U{x) — ft{x)\*^x-*0 füi p. q r*-00. 

0 

Bekamtlidi konvergiert eine mittdkonvergente Folge wieder g^en eine 
quadratisch integrierbare Funktion /: 

■ 1 ' 

f\fn{x) — f{x)\*dx-^0 für n-^oo, 

0 

so daß der Raum vollständig ist. — Oöenbar ist er nicht kompakt. 

An diesen. Beispiden erkennt man, daß ein bestimmter Konvergenz¬ 
begriff (oben: ^eichmäßige Konvergefu und Mittdkonvergenz) sich 
dadurch als ganz naturgemäß einstdlt, daß man der Gesamtheit der 
betrachteten Funktionen eine Metrik aufprägt. Man rieht, daß der 

* Wir benutzen später die Lebesgaesche Maßthaprie nicht, ebensowenig den 
gleich za erwähnenden Begriff der Mittelkonvergenz. Wir wollen hier nnr an 
Bei^ielen zeigen, daß manche Dinge damit viel einfacher werden und daß 
wir bei Festhalten an dem Riemannschen Integral und dem klassischen Konvergenz¬ 
begriff auf mancherlei Schwierigkeiten in der Fonktionalanaly^ gefaßt sein müssen. 

"f ergänze dse in den Integralen links. 
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gaeöhnliche Konoergetalegriff, der eine Folge von Funktionen kon¬ 
vergent nennt, wenn die f^{x) an jeder einzelnen Stelle im klassischen 
Sinn konvergieren, keiner Metrik entspricht. Das liegt daran, daß diese 
Konvergenz im allgemeinen ungleichmäßig ist, so daß für ein « die Diffe¬ 
renz I /m (z) — / (z) I an einer St^e beliebig klein, an einer anderen bdiebig 
groß sein kann. Da nun aber der gewölmliche Konveigenzbegriff für 
viele Probleme unentbdirlich ist, ergeben sich bei Verwendung funktional¬ 
analytischer Methoden bei diesen Problemen allerlei komplizierte Vor¬ 
kommnisse, die in metrisierbaren Räummi nicht auftreten. 

Wir gehen nun dazu über, den Funktionsbegriff der Funktional¬ 
analysis, und zwar speziell die Funktionaltraitöfonnation, näher zu be¬ 
trachten und zu spezialisieren. Die Funktitm F, atri-die die Transforma¬ 
tion ausgeübt wird (das Argument) heißt auch Objek^unkUon, die zu¬ 
geordnete / (der Wert) die ResuUatfunktion, Anschaulich könnte man 
auch von Original- und BildfunkUon qtrechen. Wir schreiben in einer 
an die klassische Bezeichnungsfoim eines gewöhnlichen funktionalen 
Zusammenhangs eiinhemdor Schreibweise 

und werden verschiedene Funktionaltransformationen durch verschiedene 
Fraktur- gotische) Buchstaben auseinanderhalten wie S, ^ usw. Später 
werden wir oft z. B. bei einer mit Q bezeichneten Funktionaltransforma- 
tion die Objektfunktion auch kürzer JL-Funktion, die Resultatfunktion 
/-Funktion nennen, entsprechend bei Verwendung anderer Buchstaben. 
Die Menge der Funktionen, für die X definiert ist, nennen wir den Objekt¬ 
raum oder Objektberei<h*, die Menge der durch X entstehenden Funk¬ 
tionen den ResuUatraum oder Resultatbereich (später kürzer z. B. L- 
Bereich und /-Bereich). 

Eine Funktionaltransfonnation X heißt an einer Stelle F, wo sie 
definiert ist, stdig, wenn für jede Folge F„ die gegen F konvergiert, gilt: 
lim X{FJ = X {F} [ = X {lim F.}]. 

Sie heißt schlechthin stdig, wenn sie an jeder Stelle stetig ist. Ist der 
Objektraum und der Resultatraum metiisiert, sO' ist der limes-Begriff 
im oben definierten Sinn zu verstehen. Ist er das nicht, so können wir 
unter limes irgendeinen Konvetgenzbegriff, z. B. den gewöhnlichen, 
verstehen. Wir werden später au Beispielen (vgl. 3 . 8 ) sehen, daß eine 
Funktionaltransformation je nach Art des zugrunde gelegten limes-Be- 
griffs stetig oder unstetig sein kann. 

Die einfachsten Transformationen (Abbildungen) des ft-dimensionalen 
Raumes sind die linearen (j) *•. Man kaim eine solche in der Gestalt 

n 

(1) y^ = i:k^px, (jt* = i,2,...,«) 

* In der Viutiationsiechnung ist der Name ..Feld"* üblich. 

Ein Pbnkt des M-dimensionalen Raumes ist durch n^-Koordinaten /Tu 

oder durch den Vektor ; mit Xn als Komponenten festgelegt. 
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darst^en, so daß sie durch die Matrix || || gegeben ist, oder auch 

dadurch charalcterisieren, daß sie die distributive Eigenschaft 

(2) i(Si+Ei) = i(Si) + i(li) 

hat und stetig ist (dann hat sie nämlich nach Cajidhy die obige G^talt). 
Beides kann man auf Funktionaltransformationen übertragen, wobei 
aber nicht gesagt ist, daß auch dort die beiden Begriffe dasselbe bedeuten. 
(Die Eigenschaft (2) kann man auch auf Operationen, die in einem 
abstrakten Raum definiert sind, übertragen, wenn in dem Raum eine 
Addition definiert ist.) Der Sprachgebrauch schwankt: Manchmal 
werden Transformationen, die die Eigenschaft 

( 3 ) ^{fi+ft}=%{fi} + ^{ft) 

hab^i manchmal niir solche, die außerdem stetig sind, sis linear be¬ 
zeichnet, während d a nn die eventuell nichtstetigen distributiv (oder 
additiv) genaxmt werden. Das Analogon zu (1) lautet 

( 4 ) f{s)=fK{s.f)F(t)dt, 

a 

wobei a oder b oder beide auch ± oo sein können. Mit derartigen linearen 
iJnUgraltransformationen'% die durch ihren f,Kern^* * charakterisiert sind, 
werden wir es später ausschließlich zu tun haben. 

Eine in den Anwendungen häufig vorkommende Frage ist die nach 
dOT Umkehrung einer Funktionaltransformation. Für Transforma¬ 
tionen der Gestalt (4) bedeutet dies die Auflösung einer linearen Integral¬ 
gleichung erster Art und ist daher im allgemeinen mit großen Schwierig¬ 
keiten verbunden. Bei manchen derartigen Transformationen läßt sich, 
wenigstens innerhalb gewisser Funktionsbereiche, die Umkehrung eben¬ 
falls in der Form (4) darstellen. Beispiele dafür werden wir in der Folge 
kennenlemen. 


•2. Kapitel 

Geschichtliches über die Laplace-Transformation. 

Die Funktionaltransformation, mit der wir uns vorwiegend beschäf¬ 
tigen werden, ist die sog. Lapiace-TransforfnaUon, die durch folgendes 
Integral därgestellt wird: 

(I) /(«)=/ e-^*F(t)di. 

Der Integrationsweg kann hierbei irgendeine offene oder geschlossene 
Kurve in der komplexen f-Ebehe sein. Im modernen Sprachgebrauch 
hat es sich eingebürgert, unter Laplace-Transformation den Fall zu 
verstdien, daß der Integrationsweg die positive redle Achse ist, — Diese 
Transformation tritt in der Literatur noch in viden anderen Gestalten 

♦ Biese Bezeichnung stammt au^ der Theorie der Integralgleichungen. 
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auf, die durch Variablensabstitutioneu aus ihr hervoigdien. Macht man 
z. B. die Substitution 

2 = 

so erhält die Transformation, wenn man i^(—Igz) =<P («) setzt, die 
Gestalt; 

(II) f(s) - fz>~^0(z)dz, 

in der sie MeUin-Transfornudion genannt wird. 

Spaltet man die Variable $ in ihren reellen und imaginären BestmdteU 
auf: s = (r + fy, so ergibt sich das Integral , 

(in) / (<r + *• y) - / 2-*"' [«-"F(<)] dt. 

das man bei festem a als Fourier-Transformation (von (fl) be¬ 

zeichnet. — Von diesen anderen Formen, von ihrem Zusammenhang mit 
der Laplace-Transformation imd von ihrer besonderen Bedeutung wird 
später noch ausführlich die Rede sein. 

Die Benennung der Transformation (I) nach Laplace (1749—1827) 
ist historisch nur teilweise gerechtfertigt. Integrale dieser (Gestalt hat 
schon Euler 1737 zur Integration von Differentialgleichungen benutzt ^ 
doch scheint ds^ in der Folge ganz vergessen worden zu sein. Denn 
Laplace, dem es auch um die Integration von Differential- und Diffe¬ 
renzengleichungen zu tun war, kam zu den Integralen (I) und (II) auf 
einem originellen, von Euler offenbar unabhängigen Weg. In seiner 
berühmten „Theorie analytique des probabilitfe", deren 1. Auflage im 
Jahre 1812 erschien* und die viele seiner früheren Untersuchungen zu¬ 
sammenfaßt, entwickelt er in dem umfangreichen 1. Buch eine Methode 
zur Integration von Differenzengleichungen, die folgenden Ursprung hat: 
Für die Differenzen- und Differentialrechnung war ein formaler (sym- 
hoUscher) Kalkül entwickelt worden, der bis auf Leibniz zurück¬ 
geht. Wir nennen als Beispiel die von Lagrange stammende Formel 

bedeutet Differentiation : 

J y « 3 / (z + 1 ) — y (z) = ((5^—1) y, 
die einen symbolischen Ausdruck für die Taylorsche Reihe darstellt. 
Die rechte Seite ist nach Potenzen von D zu entwickeln und 

zu setzen. Mit solchen Ausdrücken versuchte man gerade so weiter¬ 
zurechnen, als ob D nicht ein Operator, sondern eine Zahl wäre. — 
Laplace schenkt nun der mathematischen Wissenschaft eine neue, 
überaus fruchtbare Idee, die ganz typisch der Funktionalanalysis angehört: 
Die Differenzenrechnung bezieht sich auf Funktionen, die nur für diskrete, 
äquidistante Argumente, z. B. für z=0, 1, 2, ... defimert sind, also 

♦ Wir zitieren in der Folge nach der Ausgabe in den CEuvres complÄtes, siehe 
das Literaturverzeichms unter Laflacb. 
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auf Folgen ym=y{x)- Einer solchen Folge y{x) als Objdctfunktion 
ordnet er nun als Resultatfonktion »(Q die Potenzreihe zu, die die y{x) 
zu Koeffizienten hat: 

(f) »(f) = .S y (*) <*. 

u{t) heißt bei Laplace (und noch heute) die fonction gitUratrice für die 
y {x): Sie „erzeugt“ bei der Potenzentwicklung die y(x) in Form von 
Koeffizienten*. Die Funktion y(x) heißt fonction dkerminatüe*. 

Läßt man in d» die fonction gdndratrice definierenden Reihe den 
Summationsbuchstaben x auch die n^ativen ganzen Zahlen durch¬ 
laufen und setzt in den in Wahrheit nicht vorkommenden Gliedern den 
Koeffizienten y{x) =0, so gehört zu y (z4-1) die fonction göndratrice 

~ji , also zu J y = y (* -1- 4 ) — y (z) die fonction gdndratrice I— 11«. 

Der Prozeß der Differenzenbüdung an der fonction d6terminante äußert 
sich also an der fonction g^ndratrice in einem algebraischen Prozeß, 

nämlich der Multiplikation mit —1. Wie es Laplace (a. a. O. S. 42 ) 

deutlich ausspiicht, sali er hierin den realen Untergrund der Lagrange- 
schen Fotmd, deren rechte Seite ja durch die Substitution c~^=t in 

y libergdit. Was die symliolische Methode rein formal und ohne 

wirkliche Begründung an der fonction d^terminante ausführt, das ge¬ 
schieht effektiv und legitim an der fonction göneratrice. Die formalen 
Manipulationen im Bereich der fonction determinante sind also solange 


* Bei lAplace ist das PrimSie, «(() das Sektmdare. Heutzutage denkt 
man sich, Wenn man von „etzeugender Funktion" pder „erzeugender Gleichung" 
spricht, dgentUch «(1) als {wimare Funktion, die die y (z) erst definiert. So pflegt 
man z. B. die BemouUischen Zahlen B„ durch die erzeugende Gleichung zn 
definieren: 




»skI 

Bl ” + i = 0 {♦! » 1,2,...)^,- 


t>er Ausdruck ».erzeugende Gleichung'' kommt bei Laplace auch vor (S. 62)» 
bedeutet dort aber etwas andezes» nftmUch das Bild einer Funktionalgleichung 
lÜT y (;r) im Bereich des t« (Q. —Dieses Prinzip kann man auch zur Definition von 
Funktionsfolgen an Stelle von Zahlfolgen ausnutzen, indem man die erzeugende 
Funktion von zwei Variablen abh&ngen l&Bt. So lassen sich z.B. die Hermiteschen 
Polynome H« {%) definieren durch; 


0 


00 



«-0 


** Würde man immer nur Potenzen mit positiven Exponenten dnschreiben. 
BO würde zu y H- i) die fonction generatrice -geh^n. 
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in Ordnung, als sich zu ihnen ein Gegenstück im Bereich der fonction 
gdndratrice . findet. So oitspricht z. B. der fonction ddterminante 

y (z + r), wo r eine ganze Zahl ist, die fonction g^ndratrice y; ferner 
wiederholter Differenzenbildung A* y (z) offenbar einfach die Multi¬ 
plikation von «(<) mit ^j— 1^*, so daß man symbolisch schreiben darf: 

J»y = (tf®— i)»y. 

Genau dieser Gedankengang wird tms späto bei Behandlung der sym¬ 
bolischen Methoden begegnen: Symbolische Operationen an einer FimkUoh 
bedeuten in Wahrheit nichts anderes als effektive' Operationen an einer 
anderen, zugeordruten Funktion. 

Ist nun z. B. eine DifferenzCngleichung für y(z) voigelegt, so stellt 
Laplace zunächst die entsprechende Gleichung für die zugehörige fonction 
gdndratrice «(<) auf und löst diese. Dann ist noch zu der gefundenen 
fonction gdndmtrice «(f) die zugehörige fonction ddterminante y (z) 

zu suchen. Manchmal erreicht man dies durch 'Entwickeln von u(t) 

00 

in eine Reihe der Form Deim dieser fonction 

#1 ■■ 0 

g^ii4ratrice läßt Laplace als fonction d^erminante einfach die Reihe 

OQ 

2 c,tA*yx (f) entsprechen, und auf diese Weise gelingt es ihm, vielen früher 

f »>*0 

aufgestdltm symbolischen Entwicklungen einen realen Untergrund zu 
geben und erklärlich zu machen, warum die sukzessiven Differenzen 
dabei immer in Analogie zu den sukzessiven Potenzen auftreten (vgL 
a. a. 0. S. 11). Natürlich sind bei ihm in Wahrheit letzten Endes 
die Resultate ebensowenig gesichert wie bei seinen 'Vorgängern, da er 
sich weder um die Konvergenz seiner Reihen* kümmert, noch um die 
Vertauschbarkeit der Summe mit dem Prozeß der Generatrizenbildimg. 

Laplace bemühte sich aber auch, y(z) durch u(f) allgemein explizit 
larzustellen, was emfach auf die Frage hinausläuft, wie sich die Koeffi- 
ienten einer Potenzreihe durch die Funktion ausdrüdcen. Nun war 
damals die Cauchysche Koeffizientenfoimel (I831) noch nicht be- 
k^t, aber man kannte bereits durch Evler den Ausdruck für die 
Kj[^effizienten einer (später so genannten) Fourier-Reihe**, und so 
v6B,wandelt Laplace (a. a. O. S. 83) durch die Substitution t = z*" 

zunächst seine Potenzreihe in die Fourier-Reihe u («^*) = U (tr) = 
00 

JSy(n)^*“, woraus er dann wie Etiler die Koeffizienten dadurch 


• Eine exakte Definition der Konvergenz und Kriterien für sie wurden erst 
von Bolzano 1817 und Cauchy i821 aufgestellt, 

•• Übrigens hatten auch die ersten Arbeiten von Fourier selbst schon 1807 
der französischen Akademie voxgelegen. 



Io 2. Kap.: Gaschlchtliches flbw die LäpIace*‘fi^atiäfdi^tioii. 

gewiimt, daß er mit multipliziert und voti —it bis -f ^ gliedweise 
int^jriert: 

+» +.{ 

(2) y(*) = 5^ / U{w)e-'’^^dili>^^ j Ü(w) {coäXw^isi&)6W)dui 

Dadurch hat er die Funktioii y{x), die iü Seinen tidtersuchtiilgen iimner 
die Unbekannte ist, durch m bestiinrntes Integral änsgedtückt. 

Natürlich ist dieses Ergeb^ föttnal, dehn id Unserer heutigen 
Sprache integriert LaplacS bi^ das ü über döfi Eirdieit^eiS, der gar 
nicht mehr zum Konvergenzbereich der Meihe zü gehören braucht. 
Auch war der wahre Sinn einer komplexen integradött, der erst durch 
Caüchy von 1814 an geklärt wurde, damals nöch unbekannt, gar nicht 
zu reden von der Rechtfertigung der gÜedwdsen Reihenintegration. 

Trotzdem war dieses Ergebnis für die Weiterbildung der Läplace^ 
sehen Theorie von größter Bedeutung. Denn tmbefrie^gt davon, daß 
in seinä: Formel imaginäre Größen verkommen, setat Lapläce nun 
gleich anschließend (a. a. O. S. 84) zur Auflösimg einer Diffetenzen- 
gleichung ohne nähere Begründung die Unbekannte in der Forih eines 
anderen Integrals an: 

(3) y{x)=ft-*-^T{t)dt, 

wo die Integrationsgrenzen noch festzulegen sind. Zweifellos hat er 
in der gewonnenen Formel (2) w wieder durch t ersetzt uhd so das Inte¬ 
gral (3) bdconnnen ^bis auf den Faktordas ja gerade dieCauchy- 

sche Koeffizientenfonnel darstellt. Unerkülrlich wird ihm aber dabei 
gewesen sein, daß die tmtere xmd obere Grenze für w, nämlich —n und 
4- n, sich in dieselbe Zahl — 1 verwandelte, da er ja den Begriff einer 
im Zweidimensionalen verlaufenden schleifenfönnigen Integrationskurve 
nicht kannte, und so gab er den Weg, auf dem er zu .(2) kam, gar nicht 
an und ließ auch die Integrationsgienzen offen. 

Dies ist die Genesis des Laplace-Integrals, das also zuerst in der 
Gestalt (II) auftritt. Es sei nur noch bemerkt, daß Laplace in der 
Folge (a. a. O. S. 85) die Gestalt 

(4) y(*) = /r*r(f)d< 

bevorzugt, und daß er auch an dieser Formel, die den Ztisammenha^ 
zwischen fonction gdn4ratiice und fonction d4tenninante in der tbn- 
gekehrten Weise wie Formel (1) herstellt, seine frühere R^el, daß «Skr 
I^erenzenbildung an y{x) eine Multiplikation bei T{t) entspricht, 
bestätigt findet: 

y(*+a)-y(z) = yr*(-^-i)r(i)Äf. 

Durch den Grenzübei^ang a-^0 findet er übrigens 



2.Kap.: Gesdiichtlichfls Ober die Laplace-Xiansfonnatioii. 




SO daß also auch der Prozeß der Differentiation sich bei T(f) in einon 
ganz elementaren Vorgang widerspiegelt, nänüich in der Multiplikation 

mit logy. — Laplace scheint an der Darstellung seiner Unbekannten 

y(x) durch ein Integral der Form (4) vor allem der Umstand angezogen 
zu habati, daß sie sich praktisch so leicht näherungsweise berechnen läßt, 
wenn man die von ihm erfundene berühmte Methode zur Berechnung 
von Integralen der Form f .. .dx, wo s, s',.., große Zahlen 

sind, anwendet (vgl. 12.3). Nachdem er die Darstdlimg durch einen 
Exkurs über diese Methode unterbrochen hat (a. a. O. S. 89—110), 
kehrt er wieder zu den Differenzengleichungen zurück und setzt jetzt 
(a.a.O. S.112) die Unbekannte in der Gestalt (I): y(s) = f er~** (p{x) dx 
an, wozu ihn wohl die Form (2) angeregt hat, führt aber den alten An¬ 
satz (4), jetzt in der Gestalt / **9>(z) dx, immer noch mit. 

Wir haben diese historische Schildenmg etwas arüsführlicher gehalten, 
weil es interessant ist zu wissen, wieviel von dem, was wir- später in 
methodischer Darstellung rmd moderner Gestalt kennenlemen werden, 
schon bei der ersten Entwicklung der Theorie durch Laplace zutage 
getreten ist. 

Wir nennen hier noch N. H. Abel, der sich um 1824, anscheinend in 
Anlehnung an Laplace, mit unserer Transformation beschäftigt hat*. 
Stehen zwei Funktionen von eventuell mehreren Variablen in dem Zu¬ 
sammenhang 

<p{x, y, z,...) = / v,p ..,.) dudvdp ..., 


abgekürzt 

V-fiif). 

so neimt Abd (p die fonction gönäratrice von / und / die fonction d6- 
terminante von tp. (Hier dürfte der letztere Ausdruck zum erstenmal 
Vorkommen.) Die Bezeichnungsweise ist also gerade umgeke hrt wie 
bei Laplace. Trotzdem läßt sie sich mit der Laplaceschen vereinbaren, 
da auch die Umkehrung der Transformation, wie wir sehen werden, 
manchmal durch ein Integral der obigen Gestalt darstellbar ist. Dadurch 
erhellt aber auch zugleich, wie ungeeignet die Bezeichnimgen fonction 
g&i6ratrice und fonction d6terminante sind, sobald man sich von dem La- 
p^ceschen Ausgangspunkt (Potenzreihe—Koeffizienten) losgelöst hat und 
die Integraltransformation für sich studiert, was schon Abel tat. Wir wer¬ 
den daher diese Bezeichnungen auch gar nicht benutzen, sondern andere 
einführen. Abel hat bereits die grundlegenden Eigenschaften festgestellt: 


/g{t^-»/(«)} = /-/!'{/(«)} (i*)", 
/g{(«“^‘-l)-/(«)}==4l'‘/g{/(«)}. 
/g{(«’‘^‘-1)—/{«)} = {/(«)}. 



12 


3- Kap.: Anialytisdie Eigenschaften der Laplace-Transformation. 

Geschichtliches über die mit der Laplace-Transformation eng zu- 
sammenhängmde Fourier-TransfortnaUon, die aus einer ganz anderen 
Quelle fließt, siehe in 6.3* 

3 . Kapitel. 

Definition und analytische Eigenschaften 
der Laplace-Transformation* 

§ la Der zugrunde gelegte Integralbegriff. 

Die Integrale verstehen wir, weim nicht ausdrücklich etwas anderes 
gesagt ist» im Kiemannschen Sinne. Es wird sich meist um uneigentliche 
Integrale handeln. Rein methodisch gesehen, gewinnt die Theorie der 
Laplace- und Fourier-Integrale eine abgerundetere Gestalt, wenn man 
den Umkreis der in Frage kommenden Funktionen einerseits dadurch 
erweitert, daß man den Integralbegriff im Lebesgueschen Sinne nimmt, 
und ihn andererseits durch die Forderung einschränkt, .daß das Quadrat 
der Funktionen integrabel sein soll. Man kann dann den Konvergenz¬ 
begriff imd damit die Stetigkeit im Funktionenraum durch die Kon¬ 
vergenz im Mittel erklären (s. S. 4), und es stellt sich heraus, daß 
die Laplace- bzw. Fourier-Transformation in diesem Sinne stetig ist. 
Ferner bekommt man bei dieser Abgrenzung eine sehr glatte Antwort 
auf die Frage nach der Umkehrung der Transformation. (Wir kommen 
auf diese Dinge später zurück.) 

Abgesehen davon, daß wir vom Leser die Kenntnis der Lebesgue¬ 
schen Theorie nicht voraussetzen wollen, würde für die Anwendungen, 
die wir von der Laplace-Transformation machen werden, dieser Stand¬ 
punkt nicht ausreichen, da wir es häufig gerade mit Funktionen zu tun 
haben werden, deren Quadrat nicht integrabd ist. Wir müssen daher 
auch einen anderen Konvergenz- und Stetigkeitsbegriff zugrunddegen, 
wobei sich die Laplace-Transformation als nichtstetig erweisen wird. 
Das bringt zwar gewisse Komplikationen mit sich, wird aber gerade zu 
interessanten Anwendungen Gelegenheit geben. 

So wie. wir hier den Definitionsbereich der Laplace-Transformation 
abgrenzen werden, fällt sie also nicht unter die bisher in der allgemeinen 
Funktionalanalysis ausschließlich betrachteten stetigen Funktional- 
transfoimationen*, so daß also auch vom allgemein-theoretischen Stand¬ 
punkt aus ihre gesonderte Betrachtung erforderlich tmd von Interesse 
ist. Der Raum sowohl der Objekt- als der Resultatfunktiouen ist auch, 
kein Hilbertscher Raum, wie das in all den allgemeinen Darstellungen 
der Funktionaltransformationen, die von der (^antenmechanik beein¬ 
flußt sind**, immer vorausgesetzt ist. 

* Vgl. St. Banach; Theorie des operations Unfaires. Warszawa 1932. 

** Siehe z. B. M. H. Stokb: Linear transformations in Hilbert ^ace their 
applications to analysis, (Amer. Math. Soc. Cdl. PubL XV.) New York 1932; 
J. VON Nbumank: Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik. Berlin 1932. 



§ 2. Z.-Fiin]ctionen und Laplace-Integial. Konvergenzeigenscbaften. 


Die /-Funktionen. 

Eine bestinunte Klasse von Funktionen wird so häufig Vorkommen, 
daß wir ihr einen besonderen Nainen geben wollen. Eine redle oder 
komplexe Funktion der reellen Variablen t soll eine /-Funktion heißen, 
wenn sie 

1 . mindestens ffir f >0 definiert ist, 

2 . in jedem endlichen Intervall im Riemannschen 

Sinn eigentUch integrabel, also auch beschränkt ist, 

3 . bis zum Nullpunkt absolut uneigentlich integrierbar ist, d. h. 

T T 

lim = J\F{{)\dt 

«•>0 • 0 

existiert. Dazu ist notwendig und hinreichend, daß man zu jedem d > 0 
ein «>0 so wähloi kaim, daß 

für alle €i, rsdt 0<ei<€^^e ist. 

T T 

Es existiert dann auch lim f F(t)dt^f F{t)dL Natürlich ist 

#-►0 • 0 

T 

hierin der Fall eingeschlossen, daß F(i) für ^ ^0 definiert ist und J F{t)dt 

0 

als eigentliches Integral existiert. 

Wir könnten geradesogut in den meisten Fällen (eigentlich nur mit 
Ausnahme der sog. Faltungssätze) statt der einen Ausnahmestelle 0 
auch endlich viele solche Stellen zulassen. Wir werden das später ge- 
l^ientlich tun. In den eigentlichen Anwendungen kommen wir immer 
mit dem obigen Fall aus. 


§ 2. L^Funktionen und Laplace-Integral. Konvergenzeigenschaften. 

Aus der Klasse der /-Funktionen greifen wir einen Teilbereich heraus. 
Gibt es zu einer /-Funktion F (t) ein reelles oder komplexes Sq derart, 
daß für ein festes T > 0 

lim J e'“***F{t)dt 

<»->•00 T 


existiert, so heiße F eine L-Funktion, Dazu ist notwendig und hin¬ 
reichend, daß man zu jedem d > 0 ein o so wählen kann, daß 


fe—*F{t)dt 


<d 


für alle ist. — Die Gesamtheit aller /.-Funktionen (für die 

So nicht immer dassdbe zu sein braucht) heißt der L-Raitm oder /.-Bereich 
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3 . Kap.: Analytische Eigenschaften der Laplace-Tiansfonnation. 


Ffbr eine L-Funktion existiert fügender Zahlwert, das sog. 
Laplace-Integral; 

Hm f e~***F(t)dt, 

0 •-► + 0 , a>->-00 • 

wobei die Grenzübergänge «-»--t-O und ©-►oo unabhängig von¬ 
einander sind. 

Beweis: Die Konvergenz für ©-»-oo ist vorausgesetzt. — An der 
unteren Grenze gilt: 

f\F(t)\dt für tRso^O. 

•i 

für 8 fl 5 o< 0 . 

Wegen der Voraussetzung 3. über die J-Funktion^ ist diese Abschätzung 
für alle hinreichend nahe an 0 gelegenen ey, e« bdiebig klein. 

Ein besonderer Fall ist der, daß das Laplace-Integral absohd kon*- 
vergiert. Wir nennen dann F(^) eine La-FunkUon. Da die absolute 
Konvergenz an der unteren Grenze aus der Voraussetzung 3 * über die 
J-Funktionen fcAgt, so ist dazu notwendig und hinreichend, daß das 
Integral an der oberen Grenze absolut konvergiert, d. h. daß man zu 
jedem d > 0 ein o> 30 wählen kann, daß 

fe-*^‘-\F(t)\dt<d 

für alle a>3>a^^a) ist. 

Wir können sofort eine ausgedehnte Klasse’von Funktionen angeb^n, 
für die das Laplace*Integral absolut konvergiert, nämlich die beschränkten 
/-Funktionen: 

|F(Ql^Af für f>0, 

und zwar k a nn hier Sq jede komplexe 2 Iahl s mit 31 s > 0 bedeuten. Es 
ist dann in der Tat: 

j\e-**F({)\dtMj e-*^‘dt^Mj, 

»X «I «X 

und diese Schranke ist für alle hinreichend großen, (und (o^ > oix) 
beliebig klein. 

Für eine beschränkte /-Funktion konvergiert also das Integral 

00 

fe^**F{t)dt absolut, wenn man den Parameter s in der (offenen) 
0 . 

Hälbebene 3 fl 5 >0 variieren läßt. (Es kann sogar für ein noch größeres 
5-Gebiet absolut konvergieren, z. B. konvergiert es bei F(Q für 

St s >— i.) Es ist leicht einzusehen, daß jedes in einem Pu^ So absolui 


fer-*F(^)dt 
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§2. I^place-Integral. Konvergenzei^eiiächafteii. ^5 

konvergente I,?i| 4 f^Jnt ^4 ein ähnliches Verhalten zeigt, nämlich 
in der nbgeschipss«ien Efslbehene Sfsfe^lso absolut konvergiert. Dort 
ist nämli^: 

/1 r (<)| 4 t = 7] 6 -1 * -»•)' e- •»*F (#)| dt , 

fl*» fl*» 

fl^l «1 

Hieraus ergibt sieh, daß hinsichtlich des Parameters s das Gebitd absoluter 
Konvergenz des I^place-Integrals eine Halbebene ist, die in die ganze 
Ebene ausarten oder auch zu nichts zusammenschrumpfen kaim. Denn 
entwedw ist das Integral mit absolut genonunenem Integranden für jedes 
reelle ? (rmd damit auch für jedes komplexe s) oder für kein reelles s 
(und damit für kem komplexes $) konvergent, oder es gibt mindestens 
ein reelles s, für das es konvergiert, und ein reelles s, für das es divergiert. 
In diesem F 41 kann man alle reellen s restlos in zwei niditleere Klassen 
einteilen' K^ enthält die re^en Divergenz-, K, die redlen Konvergenz¬ 
punkte, Jedes Sj aus Kj. hegt links von jedem s, aus Kj, denn wäre ein¬ 
mal «j > 5,,, so v^de nach dem oben Bewiesenen das Integral in Sj kon- 
vergierfto, weil es schon in Sj konvergiert. Die Einteilung ist also ein 
Dedekindscber Schnitt und detiniert eine reelle Zahl a (die Konvergenz¬ 
oder Divergenzpunkt sein kann). An jeder Stelle s mit IR s < a divergiert 
d^ Integral, denn es gibt ein Sj aus mit 8ls<Si<a, imd aus der 
Divergenz in «i folgt erst recht die in s; an jeder Stelle s mit SR s > a 
konvergiert das Integral, denn es gibt ein aus K» mit «<s,<8ls, 
und aus der Konvergenz in fol|^ die in s. 

« heißt die 4 bszisse absolut^ Kvuvergenz, (In den ausgearfeten Fällen 
ist (z==—oo bzw, = -)- pp zu setzen,) Von der dwrch sje bestipimten 
(rechten) Halbebene ßbsglffter iCpppergenz kann der Ean 4 = « nnr 
entweder ganz oder gar nicht dazugehören. Eine teilweise Zugehörig¬ 
keit gibt es nicht, da mit «o auch jeder Punkt mit iRs = {Rsq zum Gebiet 
absoluter Konvergenz gehört, 

Wir fragen nun, wie der Bereich von SrWerten aussieht, wo das’ 
Eaplace-Integral nicht notwendig absolut, sondern einfach Jumvergiert*. 
Dazu zeigen wir zunächst, daß für die einfache Konvergenz das Analoge 
wie für die absolute gilt, 

Satz i. Konvergiert das Laflace-fntegrcd für s^; 

fe->‘F{t)dt = U, 

_ 0 

♦ Wir sprechen von „einfacher“ Konvergenz, wenn das Integral konvergiert, 
eventuell auch absolut; von „bedingter“ Konvergenz, wenn das Int^;ral zwar 
konvergiert,^ aber sicher nicht absolut. 



16 
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so honversiert es auch für jedes s der (offenen) Halbebene 
Wird für t>0 

i 

0 

gesetzt, so läßt sich für 3 ls > SIsq LafHace-Inieeral durch folgendes 
andere: 


(s-St)Je-^‘-**)‘0{{^dt 

0 

darstellen, das sogar absolut konvergiert*. 

Beweis: Definieren wir 0(o) = 0 , so ist für <^0 stetig; außer¬ 
dem gilt: 0 (t)-*f^ für f-»- oo. Wenden wir auf das mit beliebigem kom¬ 
plexen s gebildete Integral 

J e~**F(fjdt = /«“<*-*•>' 

^e Regd der verallgemeinerten partidlen Integration** an, so ergibt sich: 

fe—*F{f) d t = -i- (s—So)/c-(»-*.)'<P(<) dt. 

Wird jetzt s auf das Gebiet JRs> 8ls, beschränkt, so hat jeder der rechts 
stehenden Suihmanden dnen Grenzwert, wenn nnahhanpiV «-»-o und 
(«-►oo, Detm 


e-(*-*J*0(e) ^l.0==ö; 

^(t) ist für t^O stetig und hat für f-^oo einen Grenzwert, ist «ifi» 
beschränkt, so daß nach S. 14 das Laplace-Integral fe~^*-‘l>* 0 {t)dt 

für 81 (s >0 konvergiert, und zwar sogar absolut!* 

Infolgedes^ ^t auch die linke Seite einen Grenzwert für 0, 
(0-+OO, der sich in der behaupteten Weise ausdrückt. 

Aus ^esem Satz ergibt sich wörtlich wie S. 15, daß der Konver- 
genzb^^ eines Uplace-Integrals eine Halbebene, die sog. Konver^ 
genzhalbebene ist, die in die ganze Ebene ausarten kann (Den hier nicht 


*tatt bei der absoluten Konvergenz. 
Diese Regel lautet: Wird bei integraWem g{<) und Ä {t) 
t t 

G(i)^A+fg{r)dr, H(<) = B +/»(t) dr 
gesetzt, so gilt: * 


/<?(<)*(<) d# = G(()H(<) 


CO 0> 


e € 


Grundzüge der Differential- und Integralrechnung, 

I““* f«• ist d “ G', * = H', und man fällt auf ^e 

QbUchQ Fprin der partieUen Integration zurOck.. 



§ 2. X-Funktionen und Laplace-lntegrul. Konvergenzeigenschaften, 1 7 


in Betracht gezogenen und natürlich auch bedeutungslosen Fall, daß das 
Laplace-Integral für kein s konvergiert, können wir auch als eine Aus¬ 
artung ansehen, wobei die Konvergenzhalbebene zu nichts zusammen¬ 
geschrumpft ist.) Der Schnittpunkt ihrer Begrenzung, der sog, Konvergenz¬ 
geraden, mit der reellen Achse heißt die Konvergenzabszisse ß des Laplace- 
Integrals, (In den ausgearteten Fällen ist ß=s—oo bzw. = + 

Die Gerade kann ganz oder teilweise oder gar nicht zum Kon¬ 

vergenzgebiet gehören. 


Beispiele. 


a)F(<) = 


0 für 0 ^t< 1, 
für fSi. 


ßs= 0 ', in allen Punkten der Geraden 915=0 konvergiert das Laplace- 
Integral (sogar absolut). 


b)F(f). 


0 für 

y für f ^1. 


/}=0; im Punkte 5=0 divigiert das Laplace-Integral, in allen anderen 
Punkten mit 915=0 konvergiert es (aber nicht absolut). 

Denn für s = t y (y =)= 0 reell) ist 


0 111 

j8 = 0; in allen Punkten mit JRs — O divergiert das Laplace-Integral. 

Um die Abszissen einfacher und absoluter Konvergenz festzusteUen, 
kann man sich offenbar auf reelle s beschränken. Natürlich ist ß^oL, 
In den drei Beispielen war ^ = a. Ist aber /? < a, so existiert ein Streifen 
bedingter Konvergenz, wo das Integral zwar konvergiert, aber nicht absolut. 
Wir wollen nun durch Beispiele zeigen, daß in der Relation 


—-f* oo 

tatsächlich alle denkbaren Fälle* Vorkommen können. 

1. —oo z= jS *= a< H-oo. 

= <5”**. Das Laplace-Integnd konvergiert offenbar für jedes s, 
und zwar absolut. 


2. —oo = < a < + oo. 

Wir bilden eine Funktion F(/), indem wir d jeweils an den Stellen 
lg lg«, « = 3 , 4 , kommutieren (n>e, also lg« >1 und lg lg« > 0 ), 

♦ Es sind deren 2*—1 » 7, da das Gleichheitszeichen nicht an allen Stellen 
zugleich vorliegen kann. 


Doetsch, Laplaoe'Transfonnatloii. 


2 



lg 3, Kap/. Axialytiaciie EigensclMifteii der Laplace-Transfonnatioii. 

d,h. für 0^<<lglg3 seiF(<) = tf*, für Iglg 3 s<<lglg 4 seiF(<) 
usw. \F{() ] ist dann einfacli gleich tf, 

00 

a) f konvergiert für s>i und diveigiert für s^l, also 

; 0 

ist a s= 1. 

b) Wir berechnen den absoluten Betrag des Integrals längs einer 
Strebe, wo F{t) konstantes Vorzeichen hat (unter Verwendung der 
Substitution < = lglg*, x = e^): 

4(l*(»+i) »+1 »+i 

f e-*ddt=f 

IgJffi n n 


Die Funktion nhnmt für jedes redle s von einer Stdle an monoton 

gegen 0 ab, also ist J,-+ 0 für « -»■ oo und von einem gewissen « an 
Infolgedessen ist die alternierende Reihe 

ijig* 

/ 1, +I,H- 

0 


konvergent, d. h. ihre Partialsumme s., bis zum Glied ± hat einen 
Grenzwert. Ist nun lglg^^o><lglg(JV + 1 )» so gilt: 


<0 

/ 




<Ji 


N- 


Infolgedessen hat auch f €~**Fif) dt bei jedem s für ä) -+ oo einen 
Grenzwert. ® 


3 .— oo=ß<ci=+qo. 

Wir erzeugen F{t) durch Kommutierung von bei lg lg«. 

a) Offenbar ist a = + oo. 

n + l •+! 

b) dt = J Og*)-*** 

lg lg f» n n 

Weitere Argumentation wie unter 2b). 


4 .—oo<|} = a< H-oo. 

Hierfür sind schon die drei Beispide a) bis c) S. 17 brauchbar. 
Wir wollen hier noch ein Beispid hinzufügen, wo das Integral auf der 
ganzen Konveigenzgeraden konvergiert, aber in keinem ihrer Punkte 
absolut, und zwar F (t) = «***. Das Integral 

7 

0 



§ 2. jL-Fimktioneii und Laplace-Integral. Konvergenzeigenschaften. 


ist für s > 0 sicher konvergent, sogar absolut, für s < 0 aber divergent, 
denn z. B. der Imaginärteil lautet (Substitution f = | y«|): 


J e~‘*smt^dt= j e"*l'*sin« 


du 

2 -fi 


0 0 
Auf der Konvergenzgeraden 8ls = 0 kSimen wir s=yi mit reellem y 
setzen und erhalten: 

oo oo 

/ -u \« -Ut /• 

du 






4 


2}ß' 


Dieses Integral konvergiert für jedes y. Dagegen ist unser Integral 
wegen = t nicht absolut konvergent. 

5. —oo</J<a<+ 00, 

Wir gewinnen F(f) durch Kommutierung von ^ an den Stellen 
•lgM(«^2). Offenbar ist a = i. — Ferner ist für (e‘ = x): 

lg(#* + l) n + 1 « + 1 

/,= J J x'^—^= J x-‘dx. 

\gn n n 

Für s > 0 nimmt a;“ * monoton gegen 0 ab, also ist 0 und /„ > +1. 

00 

Die mit f e~‘*F {t) dt übereinstinunende alternierende Reihe* 

Ii—Ii + Ia —|- • • • 

konvergiert also. — Für s = 0 dagegen ist J„ = i und daher Reihe und 
Integral divergent. — Folglich ist ß = 0 . 

6. —oo<^<a= + oo. 

Wir erzeugen F(t) durch Konomutierung von «** an den Stellen 
lglg«(nfc3). Natürlich ist a =+oo. — Ferner: 

lglg(« + l) » + 1 » + 1 

= Je-*‘ef^dt = j J (lg*)-<' + ^)d*. 

Iglgf» n n 

Für s> — 1 fällt der Integrand mit wachsendem x monoton gegen 0, 
also ist wie unter 5 . das Lapjiace-Integral konvergent. Für s = —1 
dagegen ist In = i> das Integral also divergent. Folglich ist )8== — 1, 

7. —oo < jS = a = + oo. 

F{t) = e^\ Das Laplace-Integral konvergiert offenbar für kein s, 

c» « »» 

■* Das Integral f ist lim f für stetig wachsendes o), die Reihe ist lim f für 

0 0 . ® 
ganzzahlig wachsendes n. Beide Grenzwerte stimmen aber überein, vgl, 2 b}, 

2 * 
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Allgemeine Formel für die Konvergenzabszisse. 
Satz 2. Ist die Konvergenzabszisse ß^O, so ist^ 


log 


^ = limsup- 


fF{i)dt 


<0 


Beweis: 1. Wir setzen 

f F(t)dt=^{oo\, limsup ^**^' = A 
0 

00 

und zeigen, daß F(<)di für jedes d > 0 konvergiert. Wie beim 

0 

Beweis von Satz 1 ist 

Je- <*+(#) = c- (^ + *) »y («)) -I- (A + d) / ?P(<) 


Von einer Stelle an güt: 

also 

so daß 


iog|y(Q))l . d 
0 ) 2 ’ 


l!P{n>)l 




ist. Hieraus folgt, daß «“(* + *>"??(«))-»-0 ist und f e~ ^{t) äi 

0 

O) 

für <o-*-oo einen Grenzwert hat, so daß das gleiche für J(#)dt 
. 0 
gilt. — Also ist 

(f) 

00 

2. Es sei $0>O und f e'” F (t) dt konvergent. Mit 
0 

<p(ö,)= fe-^**F{t)dt 
0 

ist 

^ j e"“*** F {t)dt=: e^*^ 0 (co) — SQf 

0 0 
Da 0 {q}) für €0-^00 einen Grenzwert hat, so ist 
1 <P(ci))|<jK für 0)^0, 
also (hier wird s® > 0 gebraucht): 

\W{m)\^K^*^ + Ksg^f dt ^ K + K <2 K 

0 
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§ 3- Laplace-Transfonnation nnd /-Funktionen. 

und folglich von einer Stdle an* für d>0 
Hieraus ergibt sich: 

und damit K^Sq + S für jedes d, also Ist die Konvergenz¬ 

abszisse ß^O, so kann $q jede Zahl > ß bedeuten, und man erhält: X^ß. 
Ist ß< 0 , so kann Sq jede Zahl > 0 bedeuten, so daß hier A^0 gilt. Es 
ist also allgemein: 

(2) A^Max(/?, 0). 

(1) und (2) zusammengenonunen liefern Satz 2. 

§ 3 . Laplace-Transformation und /-Funktionen. 

Ist F eine X-Funktion, so hat das Laplace-Integral in allen Punkten 
einer komplexen Halbebene einen Sinn, definiert also dort eine Funktion 

für 

0 

Es liegt hier eine Funktionaltransformation vor mit F als Objekt- und 
/ als Resultatfunktion, die genannt wird und 

für die wir das Funktionalzeichen Ä einführen wollen: 

/(s) = S{F}. 

Gelegentlich kann es nützlich sein, den Namen, den die Variable der 
Resultatfunktion tragen soll, an dem Transformationszeichen zum Aus¬ 
druck zu bringen, also hier: S, {F} oder auch fl{F; s}. 

Wir wollen, wenn nicht die Rücksicht auf historisch Überkommene 
Funktionszeichen es verbietet, nach Möglichkeit daran festhalten, eine 
Objektfunktion mit einem großen, die zugehörige Resultatfunktion mit 
dem entsprechenden kleinen Buchstaben zu bezeichnen. 

Jede Funktion, die bei der Laplace-Transformation als Resultat¬ 
funktion auftreten kann, die also das „Bild'* einer X-Funktion ist, soU 
eine ^Funktion** heißen. Die Gesamtheit aller /-Funktionen bildet den 
URaum. Ist F eine X„-Funktion, so soU / als If^-Funktion bezeichnet 
werden* 

♦ In Satz 1 [8.2] werden wir eine viel schärfere Abschätzung kennenlemen. 
**10 der Literatur ist außer der im 2. Kapitel erwähnten Bezeichnung „fonction 
g^n^ratrice" auch der Name „Laplace-Transformierte“ üblich. Doch wird dieses 
Wort auch noch in einem anderen Sinne gebraucht. Man versteht darunter häufig 
das durch die I^place-Xransformation oder eine ihr ähnliche Transformation 
vermittelte Abbild einer Funktionalgleichung (meist einer Differentialgleichung), 
also das, was Laplace die „erzeugende Gleichung“ nennt (s. die Fußnotei S. 8), 
Vgl. L. Schlesinger: Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen 
I, S. 407f. Leipzig 1895. • 
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Die taplace-Transformation, zur Abkürzung auch S-Transfonnation 
genannt, liefert die Abbildung eines Raumes von Funktionen, die nur 
für reelle f > 0 definiert zu sein brauchen und gewisse Integrabilitäts- 
bedingungen erfüllen, auf einen Rauna von Funktionen, die gleich in 
einer Halbebene der komplexen Ebene definiert und, wie wir sehen 
werden, sogar regidär sind. 


§ 4. Ausrechnung einiger Laplace-Transformationen. 

Die folgenden Beispiele sollen einige Methoden illustrieren, nach 
denen sich Laplace-Integrale oft ausrechnen lassen. 

i. F(t) s 1. 

00 

Das Integral ist für Sfls>0 konvergent, und zwar absolut, 

0 

für divergent. Es gilt: 

^ 5 fts> 0 . 



für 0 ^t<a 
für t ^a . 


Es ist 

= für ?Rs>0. 

3, F{{\ 

Jeder Zweig von <* ist nur für lfta> —1 eine /-Funktion. Für diese 
tt-Werte ist <* aber auch eine /.-Funktion, deren Laplace-Integral für 
8lls>0 konvergiert, und zwar absolut, während es für lfts<0 diver¬ 
giert. sei nun der Hauptzweig. Mit Hilfe der Substitution st = r 
erhalten wir: 

00 500 

0 0 


wobei 5* der Hauptzweig ist und die obere Grenze s 00 andeuten soll, 
daß das Integral über den Strahl vom Nullpunkt der komplexen r-Ebene 
durch den Punkt s zu erstrecken ist’. Für jeden Integrationsstrahl in 
der rechten Halbebene ist das Integral aber bekanntlich gleich J* (« + 1 ), 
also ergibt sich: 

^ t bei 8 ll 5 > 0 . 


(Wenn man bereits weiß, daß ß {F} in der Konvergenzhalbebene regulär; 
ist, kann man sich darauf beschränken, die Berechnung für reelle s 
durchzuführen, denn weim eine reguläre Funktion sich im Reellen 



$ 4. Ansiechnnag einiger I^place-Transformationen. 
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dttrch darstellen läßt, so gilt diese Darstellung im ganzen 

Regularitätsbereich.) * 

4 . 

ef‘* ist für jedes komplexe a eine /-Funktion und auch eine /.-Funk¬ 
tion, deren Laplace-Integral für 8ls>8t« konvergiert, sogar absolut, 
während es für 91 s^ 9 ta divergiert. Es ist 

= für 9is>81a. 

Eine Anwendung dieser Formel s. S. 27 - 

5 . F(f) =(ä:ofc< bzw. ®inc< mit beliebigem komplexen c. 

Es ist 


SW«*) = 
für 8 is>[ 9 ic|, und 

S{@ittcO = = ^ 3ls>|{Rö|. 

6 . Fif)^co&ht bzw. sin6f mit beliebigem komplexen h. 
Es ist 

ß{cosJf} = ßj- 



1 r 

1 2 1“ 2 {s^ib ^ 

r T+TT ) s* -i- 6» 


für 8ls>Max(SÄ(t6), Sft(—*6)) == Max(— 9 t, 9 t) = | 9 &|. 

Analog ergibt sich 

ö{sin6<} =für Slls>| 9 t|. 

7 . F(<) = mit redttem x (unter ist für f > 0 der positive 

Wert zu verstehen). 

Das Laplace-Integral konvergiert bei jedem reellen x für SR s > 0 
und divergiert für Sfts<0. Wir betrachten nin reelle s; dann ist: 

00 00 +0O 

0 0 —00 

da 


+09 00 +00 

f e“**'cos XU du = 2 f 6 ~**^ cosxudu und J e~***smxudu = 0 
— 00 0 —00 

* Aus der Formel für S{<“} folgt, daß jede Funktion der Gestalt 

1?(() + mit 0<SRi8<l und X*r{ß) r{i—ß) i 

der Gleichung F( 5 )« A fl {F} genügt, also eine „Invariante" der ß-Transformation 
(eine Eigenfunktion*des Kernes ^ im Intervall o * * * oo) ist. Man kann zeigen, 
daß es keine weiteren gibt*. 
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ist. Wir formen nnn weiter folgendermaßen um (unter "j/s (s > 0) ist der 
poative Wert zu verstehen): 


1 -77 






wobei das Integral über die durch den Punkt—♦ laufende horizontale 

Gerade der komplexen ««Ebene zu erstrecken ist. Nun zeigt aber der 
Cauchysche Satz, daß man es statt dessen auch über die reelle Achse 
erstrecken kann. Es ist nämlich (a bdiebig positiv): 


*V 7 


a - 

2v7 


/ e-^dv^ f+ f + f . 


»yr 


-<• Sf . 

-a--4 


Bei wachsendem a streben die zwei letzten Integrale gegen 0, da bei ihnen 




ist, während die Länge des Integrationsw^es konstant gleich ist* 
Nun ist aber bekanntlich 


TW 

/ e^^dv =a: |/5l, 


also*: 


für s>0 


[ nyt I Vää 

und damit (vgl. die Bemerkung unter 3.) für SU s > 0. — Die erhaltene 
ResultatfunÜdon spidt eine wichtige RoUe in der Wärmdeitungstheorie 
und wird dort- mit x {*> ^) bezdchnet. 

8. F {t) s —* — mit redlem x. 


Es ist 


= —für Sfts>0. 

Diese Formd kann auf analogem Wege wie die in 7. oder auch aus dieser 
durch Differentiation nach x gewormen werden. (Daß man unter dem 
Laplace-Integral nach x differenzieren darf, muß natürlich eigens be- 
wiesmi werden.) — Die erhaltene /-Funktion kommt ebenfalls in der 
Theorie der Wäimdeitung vor und wird dort mit y (*, s) bezeichnet. 
Übrigens ist 


§ 4. Ansrecimnng einiger Laplace-Trsrnsfonnationen. 
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9 . J? (() SS (x, t) und F{t)=y> {x. t) mit * > 0. 

Wir betrachten die in 7 . und 8. erhaltenen /-Funktionen jetzt als 
i-FunktionenDie Substitution-;^ = x; (a>0) liefert: 




also ist 
00 


du = jdu n gesetzt) 


+ 00 


J e~'^dv= y». 


Damit haben wir die Gnmdformd: 

00 00 




erhalten. — Der eine Teil dieser Formel liefert (^ > 0): 


S{V.} 


oa 

“ A-'-n 


J 2Vwr 


I X i x\ 2 j -*y* 

0 

Aus dem anderen Teil der Grundformei ergibt sich: 


= e 




V Uu - ^ 


Diese Formel gilt auch noch für a; = 0 . — Für beliebiges reelles x können 
wir schreiben: 

ii{ip{x,t)} = ~e 

«-1*11^ 

(*.<)} =-yj-• 


(^r + O), 
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10 . 

lö äöü Ausdruck für die I*-Füiiktion 

{ß> 0 ) 

kaim unter dein Integral differooziert werden; 

ö ' 

dä das entstdlfebde Integral in jedem Intervall 0 <ßt^ß^ßi gleich¬ 
mäßig konvägiert. Dies liefert speziell/’'(!) = ^e“‘lg<d<. Setzt man 
kieritt f = st, Wo 5>0, so ergibt sich 

M 00 te 

/*'(!) Sie /^e‘-**(lgs4'lgT)sdt=‘slgs f e-’^dr + s je-*^\%xdt 
0 n 0 

«lgs + sß{lg0. 

FölgUch ist 

für 8ls>0. 

““r'( 4 ) ist die Euler-Idascheronische Konstante 0 , 5772156649 . • 

In allen diesen Beispielen ergaben sich f-Funktionen, die durch das 
Laplace-Integral in einer Halbebene dargestellt urutden, die aber als 
anil3discb6 Funktionen betrachtet in größeren Gebieten existierten. 
Im folgenden Beispiel wird die /^Funktion nicht über die Konvergenz- 
halbeb^e hinaus fortsetzbar sein. 

11 . d.h. F(<)=^Ä für 4 jr»Ä‘sf< 4 Ä«(Ä-|- 4 )* 

(Ä = 0,l,2. ...1. 

FÜr 9 ts> 0 i 8 t 

M ««‘(Ik+l)* 00 

ß{P} = V f 

Jk-O 

*=i *-r ) *-i 

Nun ist die elliptische Thetafunktion (v, t) so definiert: 

00 

1?8(WiT) = l 4*2-Z^“**"*^C0S2Ä5TV. 

jk:»l 

Also ist 

* Unter vrird die giOBie ganze ZaM ^ # verstanden. 
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Diese Funktion ist bekanntlich über die Gerade 9 ts =0 hinaus nicht 
analytisch fortsetzbar. 

Anwendung: 

Zerlegung einer Funktion in nichtharmonische Schwingungen. 

Wir wollen eine Anwendung von der Formel machen. 

Besteht eine Funktion aus der Überlagerung von endlidi vielen har¬ 
monischen Schwingungen, d. h. cos- und sin-Funktionen oder, was das¬ 
selbe bedeutet, Exponentialfunktionen e“ mit imaginärem a: 

wo die o, ganzzahlige Multipla ein und derselben Zahl ßi sind: 

0 <pi<pt<Pt<‘"<Pn, 
so haben sie eine gemdnsame Periode 

T, 2« 

wo d der größte gemeinsame Teiler von p^, Ptr'’Pn ist: — 

F {t) hat dann ebenfalls diese Periode. Ist nun F [t) bekannt, z. B. als 
Resultat einer Messungsreihe, so kaim man diese Periode T feststellen, 
und F muß dann wegen 

JA» 

a,^q,dßt^q,-Y* 

die Gestalt 

Fff) = c„-h-H• • ■ - 1 - 

haben. Die Komponenten, d. h. die c, und und damit die aty lassen 
sich dann leicht auf Grund der Orthogonalitätsbeziehung 

1 } ^ \ ^ = 

j. j 6 ~ I 0 für f + ?, 

0 

(g = ganze Zahl) feststdlen: Man bildet 



0 


der Reihe nach für y = 0,1,2, ...; für q—q^ erhält man c„ sonst 0. 

Dieses Verfahren versagt, wenn die Schwingungen nicht harmonisch, 
die aty also nicht Multipla derselben imaginären Zahl sind. In diesem 
Fall'könnte man versuchen, mit 2 «-fl herausgegriffenen Werten F{f^ 
aus den 2 n-\-\ Gleichungen 

F(<,) =Co-f -hc»«*"'' (r = f, 2,..., 2«-h 1) 

die 2 « -t- f Unbekannten c^, Ci,c„, aj, a,, ...,«» zu berechnen. Diese 
Gleichungen sind aber transzendent, also praktisch nicht lösbar. Ver¬ 
mittels der i)-Transformatlon kann man nun aber, wenn man die Anzahl 
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der Glieder kennt, das Noblem „algebraisieren" “ Es sei sogar zugelas^n, 
daß F {t) aperiodische Glieder enthält, d. h. daß gewisse der a reell sind. 
Es ist 


/(s) = S{E} = -^ 


gl > . , . I _ Oq + <»1 ^ ‘ ^ 

S Oti S (Xfi g (g Otl) • • • (g ““ 0^») 


für 91 s> Max ( 91 «,). Berechnet man /(s) für 2n + l Wertes,, so erhält 
man, wenn man 


s(s—flcj)• • * (s—flt») = bis + - ’■ + ft»s" + s" + ^ 
setzt, die linearen algebraischen Gleichungen 

(6iS,H-|-s*''‘*)/(s,) = «o + «iSr+ (>' = 1. •••• 2»+ !)• 

Hieraus wird man die «+1 Unbekannten a zunächst eliminieren und 
» lineare Gleichtmgen für die Unbekannten bi, b^, ... b„ behalten. Sind 
diese bestimmt, so ergeben sich die oc, als die Wurzeln der Gleichung 

6ji + 6,s4-+ &«s"-^ + s’’ = 0. 


Die c, kann man dann am einfachsten aus «+1 Gleichungen der Gestalt 


berechnen“. 




Sf—«It 


§ 5 . Die-Dirichletsche Reihe als Laplace-Integral. 

Das Laplace-Integral ist das kontinuierliche Analogon zur Dirichlet- 
scheti Reihe: 

00 

(1) <p{s) ^ mit O^Ao< Ai< • 

nemO 

Diese zeigt bekanntlich genau dasselbe Konvergenzverhalten: einfache 
und absolute Konvergenz je in einer Halbebene, beliebige Breite des 
Streifens bedingter Konvergenz. Der Spezialfall A„ = n ist mit der 
Potenzreihe äquivalent, denn durch die Transformation ö“’*===:z ergibt 

sich Bei dieser Abbildung der s- auf die r-Ebene entsprichl 

fl —0 

einer Geraden SIssäct der Kreis \z\ = e’'°, also der Konvergenzhalb 
ebene der Dirichletschen Reihe der Konvergenzkreis der Potenzreihe 
Bei letzterer fallen die Kreise einfacher imd absoluter Konvergenz stets 
zusammen. 

Jede Dirichletsche Reihe, die überhaupt ein Gebiet einfache] 
Konvergenz besitzt, läßt sich, abgesehen von dem Faktor s, als ein sogai 
absolut konvergentes Laplace-Integral darstellen, wodurch viele Sätz< 
über Dirichletsche Reihen ihre naturgemäße Erklärung finden (vgl. 6.6) 
Satz 1. Die Dirichletsche Reihe (1) habe die Konvergenzabsziss 
ri<oo. Man definiere die Funktion A{t) folgendermaßen''^: 

* .fl (iQ ist eine Treppenfunktion, die an den Sprungstellen gleich dem Mitte] 
wert der StnienhOhen ist. Letztere Nonnierung spUüt für den Satz keine Roll 
und wird nur für spätere Zwecke so gewählt. 


$ 5- Die Birichletsche. Reihe als Laplace-lntegral. 
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a) A{t) = 0 für falls Ao>0; für ^ = 0 soll a) wegfallen', 

b) A(f) = Za^ für 

»-1 

c) A{Xo) = ^. A{K) = ^a, + ^. 

»To 

1 . Ist r]^0, so ist 

00 

ip(s) = sf e~**A{p)dt für ^s>r}^0. 

0 

2 . Ist r]<0, so gilt für ^$>0 diesdhe Formel. Dagegen ist 

00 

<p{s)—(p{0)+ s f lA{ti—<p(0)]dt für 

0 

Die Laplace-Integrale konvergieren absohtt^. 

Beweis: Wir schicken die Abelsche Formel der partiellen Summation 
voraus, die das Analogon zur partiellen Integration darstellt: 

n n—l n 

+—^» + i) niit = (n^l). 

•»■■O PmmQ PmmO 

Sie beruht auf folgender Umformung: 

» n n 

Cp dp = Cq (Iq -|“ (Cy— Cp _ i) dp = Uq d^ -f- ^ Cp dp — Cy idp 

P-O pm.1 

— JSCpdp eSCpdp^i = Cf^df^~\~^Cp(dp + 1 ). 

fmO •'«•0 

1, rj^O. Die Abelsche Formel wenden wir zunächst bei: beliebigem 
d>0 an auf 

Cp = + <5), dp^ 

und erhalten für n^\\ 

n n « — 1 

r-iO »-0 »«0 

. « 

Da nach Voraussetzung C„ ~ für n-^oo einen Grenz- 

r-aO 

wert hat, so ist |C„|^C — const und infolgedessen 

— 0 v<» 0 

Wegen 97 + d > 0 können wir dafür schreiben: 

n n — 1 

^Up ^ C + C ^ + ^ 

r —0 V « 0 

(1) —C ^2C für n^i. 

Dies gilt auch für w = 0, denn es war |Co| = 
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Nach dieser Abschätzung setzen 'wir ^= A« und wenden die 

M 0 

partielle Summation auf folgende Sunune an: 

(2) i; e~ *** = A, «- + ÜSA, («-•»»*- 

«—1 

+ e—*dt 

= + s / 


r-O 


Bei 9 t s> 4} hat die linke Seite für «-*-oo einen Grenzwert, also auch 
die rechte. Da aus der Abschätzung (1) folgt: 

für «->-00 

(man wähle 0< d< 9 ls—?j), so strebt s/ e~**A(i)di für «-»-oo gegen 


den Grenzwert ^ Nun überlegt man sich leicht, daJJ 


9-0 


liin^ / e~'**A(i)dt= lim J e‘“^*A(t)dt = J e'^’*A{t)dt 

ü-^-oo 0 <0<>00 0 0 

ist*. Das letzte Integral konvergiert absolut, da auf Grund unserer 
Abschätzung (1) 

A {{)=0 («*<•»+'>) 
ist. 

2. ri< 0 . Wir setzen in der Abelschen Formel 
wo d > 0 so klein gewählt sein soll, daß noch »j + d < 0 ist, und erhalten: 

-2 <^+i+, = C»e*»+i+»<’'+*)+ jg C^(jV+x+,('?+«_eV+i+i.(i+«)), 

9 — 0 ir-0 

also, da die Dirichletsche Reihe für + d konvergiert und folglich 
lC«]sC, ferner 17 +d<0 ist: 

»-1 .. 

CI + -[- c ^ + —|5^m+I+9 (♦*+ 


2t Ä|*i + 1+» 

9-0 


9-0 


= C^+i<^+^>, 


* Ganz selbstverständlich ist das nicht, denn aus der Existenz von lim f bei 

oo->oo 0 

Stetig wachsendem m folgt zwar sofort die Existenz von lim bei unstetig wach 

«->•00 0 

Sender oberer Grenze, aber nidxt umgekehrt. 
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unabhängig von «, also auch 


00 


00 

( 3 ) 

JS^^m + l + P 

t'-O 

= 

£ % 
/i-W + 1 


^ C ^ +1 ^ C ^, 

ly-O I |/i-w + l ’ I 

00 00 
X ist der Rest der wegen ?; < 0 konvergenten Reihe 99 (o)= ^ a^, 

+ 1 mmO 

also gleich 95(0)—^ 4 ^. Non verwenden wir die Formel (2) und gestalten 
sie so nun: 

H 

21 a,e~^*= (i 4 *—9(0)) e~^'® H-?»!©)—9(0) (1—s“^*) 

»“ö »-1 

+ 2 ! (^,—9(0)) («-V—c-^r+i») 

f» —0 

== { 4 „—9(0)) r‘^**4-9’(0) —sy9(0) e~'‘dt 

«-1 v+i 

+ s - 2 ^ 7 {A(fi — 9 ( 0 )) 6~**dt 

»-o 4 

= {An-<p ( 0 )) e-^* + <p(0)+sf (A [t) -9 ( 0 )) e-*‘ . 

0 

Hieraus eigibt sich unter Benutzung der Abschätzung (3) von (0) 

bei yt$>fj + d für n-^00: 

==:(p{ 0 ) + sf (A(t)--^( 0 ))e''**dt, 
v»o 0 

wobei das Integral wegen 

9?(0)=O(ö*(*» + ^)) 

absolut konvergiert. 

00 

Wählen wir 3 ls> 0 , so ist s Jq){ 0 ) == <p( 0 ) konvergent, so 

0 

daß wir durch Addition auf die unter 1. gefundene Formel zurückfallen. 

Es kann übrigens sogar Vorkommen, daß das Laplace-Integral in 
einer größeren Halbebene konvergiert als die Dirichletsche Reihe, So ist 
z. B. 

1 =(i—1). 

(“+^) 

wo ^ (5) die Riemaimsche Zetafunktion 




«>1 


ist, nur für 9 is > 1 konvergent. Hier ist 

^W = l-2 + 3 -+ (_i)»(„ + i) = 


für lg(« + 1) <f<lg(« + 2). 


(« gerade) 

^ (n ungerade) 
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00 

Offenbar konvergiert J genau so weit wie die Reihe 

» !*("+*) " 

JS / Es ist: 

«»0 lc(«+l) 

•»(» + 1) _Ji±i( _4 _—für ungerades «, 

also 

«'W-i(Tf-är)-i(i-i) + 2(ir-i)-2(i-i) + - 

(Die 'Darstellung durdi das Laplace-Integral läuft also auf eine Um- 
ordnung der ursprünglichen Reihe hinaus.) Da die Glieder gegra 0 
streben, so wird durch 7 : ii.«iflmmt»nfflsgnTig von je zwei konsekutiv^ 
(eineni geraden n und ungeraden « + 1 entspredienden) Gliedern in 
einer Elanuner der Konvergenzbereich nicht geändert. Der allgemeine 
Ausdruck einer solchen Klammer lautet: 


« 4*2 

1 i 

n +2 

[ 1 * 1 

2 

L(« + 1)* (» + 2)»J 

2 

.(» + 2)» (» + 3 )*J 


= (« + 2) [-j ((«^iy+ (^+3)*) (n + 2)*]' 

ist also positiv für s > 0, da konvex ist. Jede der beiden Klammem 

[...] auf der linken Seite ist nach dem Mittelwertsatz gleich der ersten 

Ableitung von an je einer Zwischenstelle fj, f,, ihre Differenz also 

gleich dem 'Wert der zweiten Ableitung an einer Stdlef zwischen 

» 4- i lind « + 3> multipliziert mit fi—|j, was absolut genommen < 2 

ist. Der ganze Ausdruck ist also sicher < (" + Reihe und 

(♦1+1) 

daxiiit imser Laplace-Integral konvergiert daher für s > 0 und damit 
auch für 8ls>0, allerdings für 0<8ls^l nicht mehr absolut. 

Man kann sogar Beispiele angeben, wo das Laplace-Integral eine 
Halbebene absoluter Konvergenz besitzt, während die zugehörige Dirichlet- 
sche Reihe überall divergiert^*. 


§ 6. Die zweiseitig tinendliche Laplace-Transformation 
(Mellin-Transf ormation). 

Wir haben dem Laplace-Integral die Grenzen 0 und oo gegeben 
und werden daran auch in der Folge, wenn wir von Laplace-Trans- 
foimation schlechtweg sprechen, festhalten. Wie wir in § 5 sahen, steht 

dieses Integral in Analogie zur Dirichletschen Reihe und zur Pötenz- 
00 

reihe JE Neben letzterer kommt nun aber in der Funktionen- 

11 —0 

theorie auch die Laurent-Reihe vor, bei der»von — oo bis + oo läuft. 
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Ihr entspricht ein Laplace-Integral, dessen Grenzen — oo und + oo 
sind. Wir bezeichnen die dadurch dargestellte Abbildung als zweiseitig 
unendliche Laplace-Transformaiion mit dem Fuidctionalzeichen Sn: 

f{s) = Ye—F(t)dt = Q„{F}. 

— OO 

Wollen wir gelegentlich deutlich zum Ausdruck bringen, daß wir nicht 
Sn, sondern die Transformation im früheren Sinn meinen, so bezeichnen 
wir letztere als einseitig unendliche Laplace-Transformation mit dem 
Funktionalzeichen Si- 

Sii ist definiert als lim J , wobei die Grenzübergänge (Oi ->• oo, 

ai|,a>g-^oo — a»j 

oo 

unabhängig voneinander sind. Sowie f in einer rechten Halbebene. 
, . ? « 

konvergiert natürlich J in einer linken Halbebene. Beide haben ent- 

— OO 

weder einen Streifen /J, < 81 s < gemeinsam, oder sie schließen einander 
vollständig aus (dann existiert Sn überhaupt nicht), oder ihre Konvergenz¬ 
geraden fallen zusammen; dann konvergieren beide auf der ganzen 
Geraden oder in einigen Punkten oder nirgends. Das Konvergenzgebiet 
von Sn ist also entweder ein „Konvergenzstreifen“ oder eine Gerade 
oder ein Teil einer Geraden. Analoges gilt für das Gebiet absoluter 
Konvergenz. — Die Sn-Transformation kommt in der Literatur meist 
in der Gestalt vor, die sie durch die Substitution 

e~* — z, F(—logz)= 0 {z) 

anninunt: 

/(s) = / f-^ 0 (z)dz. 

0 

In dieser Form heißt sie MMin-Transfonnation (Näheres in 6.8). 

§ 7. Die Frage der Eineindeutigkeit der Abbildung des L-Raumes 
auf den Z-Raum. 

. . 00 

Bei emer Potenzreihe q){z) = bestimmen die Koeffizienten 

eindeutig die dargestellte Funktion, letztere aber dank der Taylorschen 
Formel a, = oder der Cauchyschen Formel a« = J dz 

auch eindeutig die Koeffizienten. Bei der S-TransformatiOT bestimmt 
die L-Funktion F(i) wohl eindeutig die /-Funktion /(s), das Umgekehrte 
gilt aber ganz offenkundig nicht. Ändert man z. B. F{t) an einzelnen 
Stellen ab, so ist das Laplace-Integral dagegen ganz unempfindlich, 
und/(s) bleibt erhalten. Zu einem/(s) führen mithin sicher unendlich 
viele F{t) hin, also ist die Abbildung des /-Raumes auf den L-Raum 

Dootsch, Laplace^Traosformation. ^ 
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nicht eindeutig. Wir werden nixn aber sehen, daß diese Vieldeutigkeit 
sehr harmloser Natur und ganz leicht zu überschauen ist. Es wird sich 
näinlich herausstellen, daß zwei zu derselben /-Funktion gehörige L- 
Funktionen sich nur um eine Differenz N{t) unterscheiden können, 
deren bestimmtes Integral mit variabler oberer Grenze identisch ver¬ 
schwindet; 

t 

fN(T)dx = Q. 

0 

Eine solche Funktion wollen wir kurz eine NuUfunktion nennen. Da 
jedes (eigentliche) Riemannsche Integral als Lebesguesches geschrieben 
werden kann, so ergibt sich sofort, daß N{t) höchstens auf einer Null¬ 
menge (Menge vom Lebesgueschen Maße 0) von 0 verschieden sein 
kann. Natürlich kann bei uns (im Gegensatz zum Lebesgueschen 
Integral) nicht jede NuUraenge ak Ausnahmemenge auf treten, da ja 
N(t) im Riemannschen Sinne integrierbar sein muß. — Kennt man 
zu einer /-Funktion eine zugehörige I-Funktion, so kennt man auch 
alle anderen; man erhält sie durch Addition einer beliebigen Null¬ 
funktion. Rechnen wir, wie das in der Lebesgueschen Theorie üblich 
ist, zwei Funktionen, deren Integrale identisch gleich sind, als nicht 
verschieden, so ist die Abbüdung durch die S-Transformation in beiden 
Richtungen eindeutig. 

Befindet sich unter den zu einer /-Funktion gehörigen L-Funktionen 
eine durchweg stetige, oder auch nur eine solche, die an jeder Stelle 
einseitig stetig ist (nach derselben Seite), so ist sie die einzige dieser Art. 
Denn die Differenz zweier zu derselben /-Funktion gehörigen stetigen 
oder auch nur rechtsseitig stetigen L-Funktionen hätte dieselbe Eigen¬ 
schaft und wäre eine NuUfunktion. Dann muß sie aber identisch ver¬ 
schwinden; denn wäre sie an einer SteUe /q von Null verschieden, z. B. 
positiv, so wäre sie gleich in einer ganzen, rechtsseitigen Umgebung 
/q ^ / gg /q + ö positiv, also 

f N{t) dr^ f N (t) rfr —f N(T)di:>0, 

u Q 0 

was sich mit ihrer Eigenschaft als NuUfunktion nicht verträgt. 

Beispiel; Zu den beiden L-Funktionen 




0 für 0 ^(<i 
1 für 


= 


0 für 0 ^ ^ 1 
1 für f > 1 


gehört dieselbe /-Funktion 



Fj ist überall nach rechts, F, überall 


nach links stetig. So etwas ist also mögUch. Dagegen kann man zu —~ 

keine andere L-Funktion finden, die überall nach rechts stetig wäre, 
als Fi(i). 
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Durch die Forderung^ daß F stetig oder durchweg nach rechts oder 
durchweg nach links stetig sein soll*, läßt sich, falls es überhaupt ein 
solches F gibt, Eindeutigkeit im strengen Sinn erzielen. 

Beisjnel: Die Funktion 

0 für / = 0 
sin-j für ^>0 

ist eine /-Funktion, denn sie besitzt nur die eine Unstetigkeitsstelle 
< = 0. Außerdem ist sie eine L-Funktion, denn sie ist beschränkt. Zu 
ihrer /-Funktion kaim es aber keine durchweg stetige und auch keine 
nach rechts stetige L-Funktion Fo(/) geben. Denn F(/) —Fo (0 wäre 
eine Nullfunktion und für />0 nach rechts stetig. Oben wurde aber 
gezeigt, daß eine Nullfunktion an jeder Stelle, wo sie nach rechts stetig 
ist, verschwinden muß. Also können sich F und F^ nur an der Stelle 
i = 0 unterscheiden. Nun ist es aber offenbar unmöglich, F {/) durch 
Abänderung des' Wertes an der Stelle / = 0 nach rechts stetig zu machen. 

Die eingangs ausgesprochene Behauptung ergibt sich aus folgendem 

Satz 1. Verschwindet eine ^Funktion f{s) in einer unendlichen Folge 
von äquidistanten Punkten, die auf einer Parallelen zur redlen Achse 
liegen: 

s = So + »<T 

(Sq ein Konvergenzpunkt des Laplace-Integrals, a>0, w = 4, 2,...), 
so ist jede zugehörige L-Funktion F[t) eine Nullfunktion^’^. 

Bemerkungen: 

1. Die Voraussetzung ist reichlich erfüllt, wenn f{$) in der ganzen 
Konvergenzhalbebene oder auf dem darin liegenden Teil der reellen 
Achse <^er einer Parallelen dazu verschwindet. 

2. Ist jp(/) eine Nullfunktion N(t), so ergibt sich: 

2{F} = fe-‘*N(t)dt = 6-’* f N{r)dt ~+s fe-"dt fN{r)dt=0. 

0 0 0 0 0 
Verschwindet also eine /-Funktion in der arithmetischen Folge Sq + 
so ist sie nach unserem Satze überhaupt s 0. In Wahrheit ist also 
die Voraussetzung des Satzes nicht allgemeiner als die Voraussetzung 
/s 0. Wir werden aber beim Beweis nicht mehr brauchen. Vgl. S, 423 . 

3. Ist S{Fi.}sß{F2} im gemeinsamen Konvergenzgebiet oder 

auch nur in einer horizontalen arithmetischen Folge, so ist —F2} s 0, 

also Fi(/)t-F 2(/) = N(/). In dieser Form haben wir den Satz oben 
benutzt. 

4 . Eine /-Funktion kann sehr wohl unendlich viele äquidistante, 
auf einer Geraden liegende Nullstellen haben, ohne identisch zu 

* Im letzteren Fall muß natürlich für den Punkt / = 0, wo die Linksstetigkeit 
nicht zu erfüllen ist, Stetigkeit nach rechts verlangt werden. 



3' 



3. Kap.: Analytische Eigenschaften der Laplace-Traasfonnation. 

verschwinden, wenn nur die Gerade nicht der redlen Achse paralld ist 
So ist z. B. für 

jfür 0 ^^^ 27 e 
“ jo für t> 2 n 






= 0 für s =s—*, db 2», ± 3. 

Beweis von Satz 1: Nach Satz! [3.2] ist für ails>8iS(,: 

f{s) = (s_s,)7c-<»-*•)' 0(<) dt 


mit 


e~ *•* F (r) dt. 


Für s = So + na, « = 1,2, .... ist /(s) == 0, also 


oder 


Wir setzen 


nnd erhalten: 


f(Sn + na) —naf e~'*^‘ 0 (t}dt — 0 
0 

/ dt = 0 . 




= x, t -. 


ig^ 




oder 


J }^~^W(x)dx = 0 für »=1,2,... 


fx>*W(x)dx = 0 für /t = 0.1. 2,..., 


d. h. sämtliche „Momente“* der Funktion !P(z) im Intervall O^z^l 
verschwinden. 

Qfvfxpn wir 

¥r(1) = 0(0) = 0, ^( 0 ) = lim0(l) = /(s„), 

<->•00 

so ist!iF(^^) im Intervall O^x^i stetig. Wir wollen nun zeigen: 

Satz 2. Verschwinden sämtliche Momente einer stetigen Funktion W(x) 
in einem endlichen ItdervaU, so verschwindet die Funktion identisch. 

* Denkt man sich die Strecke o^x^X mit einer Masse von der Dichte ^ {x) 
helegt, so stellen die Integrale die ans der Physik bekannten Momente der Masse 
in b^g auf den Nullpunkt dar. 
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Bemerkungen: 

1. Wir werden das hier für das Intervall O^x^i beweisen, woraus 

es für jedes Intervall a^y^b folgt. Setzt man nämlich y = 
a + (ft—a) Ji;, so ist das /i*® Moment im Intervall a^y^b gleich einer 
Summe aus den fi ersten Momenten im Intervall Aus dem 

Verschwinden der y-Momente schließt man rekursiv auf das der a;-Mo- 
mente und damit auf das Verschwinden der Funktion. 

2. In unserem Fall ist W(x) im allgemeinen komplex, da F(t) und 
komplex sein können. Da aber die Momentenbildimg eine lineare Opera¬ 
tion ist und daher der Zerlegung von W in einen reellen tmd imaginären 
Bestandteil die Zerlegung der Momente entspricht, so genügt es, wenn 
wir ^{x) als reell voraussetzen. 

3. Der Satz besagt für das sog. „Momentenproblem*', das die 
Frage nach der Bestimmbarkeit einer Funktion aus ihren Momenten 
stellt, offenbar folgenden Eindeutigkeitssatz: „Däs Momentenproblem 
i$tf wenn überhäuft, so nur durch eine stetige Funktion lösbar/' Ohne das 
Wort stetig ist der Satz natürlich falsch. Aber auch bei unendlichem 
Intervall verliert er im allgemeinen seine Richtigkeit. 

4 . Man sieht jetzt, warum wir oben nicht gleich 

f(s^ + na) = f dt = 0 

0 

geschrieben, sondern erst 0 (t) eingeführt haben. e^**^F{t) braucht 
nämlich nicht stetig zu sein, während 0 (t) diese Eigenschaft hat. 

Beweis von Satz 2: Nach dem Weierstraßschen Approximationssatz 
kann man bei beliebig vorgegebenem d>0 zu der stetigen Funktion 
!P(z) ein Polynom H^(x) finden, das sich von ihr durchweg um weniger 
als ö unterscheidet: 

W{x) = H, [x) + ÖHx ), wo 1 t 3 (x) 1 < 1. 

Wir multiplizieren diese Gleichung mit W{x) und integrieren von 0 bis 1: 

11 X 

J W^(x) dx = f H^(x) W(x)dx + d j^{x) W{x) dx. 
00 0 

Das erste Glied auf der rechten Seite ist eine Summe von Momenten, 
verschwindet also. Aus der übrig bleibenden Gleichung folgt: 

1 1 

/ W^x)dx^df\W(x)\dx. 

' 0 0 

Wäre nun so gäbe es eine Stelle und wegen der Stetigkeit 

1 

eine ganze Umgebung, wo |!P(z)|>0 ist. Es wäre also f\y^{x)\=^ 0 , 

0 

so daß man durch diese Zahl dividieren könnte. Das ergäbe die Relation 

d^fW‘{x)dx-. J\W(x)\dx. 

0 0 
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die der Tatsache widerspricht, daß ö ganz beliebig > 0 gewählt werden 
kann. — Es bleibt also nur die Möglichkeit W(x) =0. 

Im Fall des Satzes i bedeutet das, daß 

t 

— f (r) dt = 0 

0 

ist. Wir behaupten, daß daraus folgt: 

G(<)=/V(T)dT = 0. 

0 

Durch verallgemeinerte partielle Integration erhalten wir nämUch: 


also 


= + SqJ e~'^^^G{r)dr, 

t ° ^ 

G{t) + s^eh^ Je- G (t) T = 0. 


Der zweite Summand ist differenzierbar, weil G stetig ist, also auch der 
erste. Die Differentiation ergibt: 

W + ^0 {«0 C W dr + G{i)}^ 0 . 

0 

Nach der vorhergehenden Gleichung verschwindet die Funktion in {- • •}, 
so daß folgt: G *(/) s 0, also G(^) = const. Da aber G(0) = 0 ist, so ergibt 
sich: G(<) = 0. 

Wir haben gesehen, daß F{t) eine Nullfunktion und infolgedessen 
/(s) äO ist, wenn f[s) in einer horizontalen arithmetischen Folge, z. B. 
in den ganzzahligen Punkten der reellen Achse, verschwindet. Es fragt 
sich, ob man denselben Schluß auch für andere Punktfolgen machen 
kann und wie dicht diese liegen müssen. Es gilt nun folgender 

Satz 3. /(s) verschwindet identisch, wenn es in unendlich vielen 
reellen Punkten Vq<Vi<v^< • • • verschwindet, die so langsam gegen 00 

00 

wachsen, daß '^—divergiert. (Ist einr„= 0,so ist es aus der Summe 

4 ^ Vn 
HmmQ 

wegzulassen.)“ 

Diesen Satz kann man auf den vorigen zmrückführen. Es soll 

00 oo 

f(v„) =f e-'’>*F{t)df:= fe-'‘*-—’>*[e~'’>*F(t)]di = 0 
0 0 

sein (« = 0,1, 2 ,...). Wir setzen Dann ist 

-»^oo, 

00 

und^^— divergiert. Ferner ergibt die Substitution e~‘=x: 

nml 

l 


fx^[x^‘-'^F(—lgx)}dx = 0 für 


n = 0,1, 2 ,... 
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Nun gilt aber folgende Erweiterung des Weierstraßschen Approxi¬ 


mationssatzes* : Wenn ^— 


divergiert, so kann man jede in 


stetige Funktion f (*) beliebig genau durch lineare Aggregate der Potenzen 
= 1, üc#“, *><•, ... approximieren. — Hieraus ergibt sich sofort, daß 
auch für jede stetige Funktion <p{x) 

1 

ff (x) lgx)] X = 0 

0 

ist. Wenden wir dies speziell auf 9)(*) = *" (n = 0, t, 2,...) an, so 
ergibt sich: 

1 00 

j^n (_,ig dx^f (<) rf/ 0 (n äO, 1, * * 0* 

0 0 

f{s) verschwindet demnach in der arithmetischen Punktreihe s 4* H, 
ist also sO. 

Es gilt auch das Analogon von Satzl für die Sin-Transformation. 
Den Beweis können wir aber erst S. 52 erbringen. 


§ 9 « Die Laplace-Transformation als unstetige 
Funktionaltransfonnation« 

Beschränkt man sich bei den Z-Funktionen auf den Raum der Funk¬ 
tionen, deren Absolutbetrag im Intervall (0, oc) quadratisch integrierbar 
ist (im Lebesgueschen Sinn), oder allgemeiner auf den Raum der Funk¬ 
tionen, für die 

0 

bei einem festen reellen a konvergiert, so kann man den Raum durch 
die Definition 

JL 

F,) = m)-F^(t)\'dtj * 

metrisieren und den Konvergenzbegriff durch die Mittelkonvergenz 
erklären (vgl. t. Kapitel, S. 4 ). Die zugehörigen f-Ftmktionen existieren 
sämtlich in der Halbebene Sßs ><r, weil nach der Cauchy-Schwarzschen 
Ungleichung 

0 OO \2 / 00 

^/e-*(««-*)» it 
_ 0 0 

Ch. H. Mümtz: Über den Approximationssatz von Weieratraß. Schwarz^ 
Festschrift S. 303—3^2. Berlin 1914. 
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ist. Verstellt man nun im Z-Raum den Konvet^genzbegriff im gewöhn¬ 
lichen Sinn, d. h. /«(s)-^/(s) an jeder einzelnen Stelle s, so ist die S- 
Transformation stetig, denn es ist 






0 0 

wenn F^^ im Siime der Mittelkonvergenz gegen F strebt, d. h. d (F^, F) 0 . — 
Wir werden nun aber häufig auf L-Fmaktionen stoßen, die nicht qua¬ 
dratisch integrierbar sind, so daß die obige Metrisierung nicht anwendbar 
ist, andererseits werden wir in wichtigen Anwendungen, z. B. bei Rand¬ 
wertproblemen (vgl. ig. Kapitd) den Konvergenzbegriff gamicht anders 
als im gewöhnlichen Sinn, also jedenfalls nicht im Sinne der Mittel- 
konvergent verstehen können. Dann ist die ß-Transformation aber 
gewiß keine stetige Funktionaltransfonnation, wie folgendes Beispiel 
zeigt: Die L-Funktionenschar 

Fj^[t)=f{a.,{\= —(a>0) 

2-\/nn 

Strebt für a ->0 gegen die Grenzfunktion F{t)= 0 . Die zugehörigen 
Z-Funktionen (vgl. 3.4, Beispiel 9) 


streben aber nicht gegen Ä{ 0 }^ 0 , sondern»gegen /(s) s i. 

Diese Unstetigkeit der S-Transformation wird bei den Anwendungen 
in der Theorie der Randwertprobleme eine wichtige Rolle spielen. 


4. Kapitel. 

Allgemeine funktionentheoretische Eigenschaften 
der 1-Funktionen. 

§ I. Regularität der J-Fimktion. 

In 3-4 haben wir eine Anzahl von 1 -Funktionen berechnet, die sämt¬ 
lich in ihrer Konvergenzhalbebene regulär ausfielen. Wir werden jetzt 
zeigen, daß dies eine ganz allgemeine Eigenschaft ist. Dazu schicken wir 
einige Betrachtungen voraus. 

i. Gleichmäßige Konvergenz des Laplace-Integrals. 

Satz 1 . Wenn das Integral an seiner uiüeren Grenze ein uneigentliches 
ist^ so konvergiert es in jeder Halbebene 91 <7 hinsichtlich dieser Grenze 

gleichmäßig. 
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Denn dort ist (/^O): 


also 


f {t)dt f \F {t)\dt, 

«I «I 


und dies kann, unabhängig von s, durch hinreichende Einschränkung 
von Si und e* beliebig klein gemacht werden, weil F eine /-Funktion ist. 
Bezüglich der oberen Integralgrenze behaupten wir: 

Satz 2. Ist $Q ein Konvergenzpunkt von Ö{F}, so konvergiert das 
Laplace-Integral in jedem unendlichen Winkelraum 


9 B: |arc(s—So)|^^<|- 

bezüglich seiner oberen Grenze gleichmäßig. 

Ein solcher Winkelraum SB entsteht, wenn man durch zwei Strahlen 
zieht, die gegen den Horizontalstrahl nach rechts um weniger als einen 
rechten Winkel geneigt sind, s® kann jeden inneren Punkt der Kon¬ 
vergenzhalbebene bedeuten, aber auch jeden Punkt ihrer Randgeraden, 
wo das Laplace-Integral konvergiert. 

Beweis: Wir setzen 




Dann kann man zu jedem €>0 ein T = T(e) so wählen, daß 
|SP'(/)|<e für t^T 

ist. Durch verallgemeinerte partielle Integration ergibt sich: 
f'e~“F(t) dt = /c-(»—.)'. ß-Vi? (d) dt 




- (s- So) Je- - *•>' W{t) dt. 


also für 


Je-‘F(l)dt 

Ol, 


S e-<“•*(’ -*•» I y (o)*) I + e- “.«(»-*) I W(oh) | 

Ol, 

oo 

^ g W| 91 (s - s,) g J 

{ ^91(5 — 50 ) J* 
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In dem Winkelraum SB ist SR(S'—So)^0, also 

ferner 

Sft (s — So) cos ^ ' 

mithin 

Aus dieser von s unabhängigen Abschätzung folgt die Gleichmäßigkeit 
der Konvergenz, 

Satz 3. ß {JF} konvergiert in jedem beschränkten, ganz im Innern der 
Konvergenzhalbebene gelegenen Bereich gleichmäßig (hinsichtlich der oberen 
Grenze)^’^, 

Denn jeder solche Bereich kann in ein Rechteck im Innern der Kon- 
vergenzhalbeb^e und dieses wiederum in einen Winkelraum SB ein¬ 
geschlossen Werden- 

Falls fi {F} eine Halbebene absoluter Konvergenz besitzt, läßt sich 
der Satz in trivialer Weise verallgemeinern: 

Satz 4. Ist Ä{F} in S(, absolut konvergent, so konvergiert es in der 
Halbebehe gleichmäßig (bezüglich der oberen Grenze). 

Beweis: Folgt aus dem Beweis S. 15 . 

Im Falle a < 00 ist also ß {F} in jeder Halbebene fft s ^ <7 > a gleich¬ 
gleichmäßig konvergent- 

Wir behaupten nun allgemein: 

Satz 5. Ist ß{F} auf einer Geraden Sfts = Gr^ gleichmäßig konvergent, 
so ist es auch in der Halbebene gleichmäßig konvergent. 

Beweis: Für alle reellen y ist 

fe-io^+*y)iF{t)dt <s für (e). 

®l 

Nach dem zweiten Mittdwertsatz * ist für ff 
?• 'S* 

J{{)dt~ f c-(»-<'.)‘e“ F (/) dt 

“x «1 

CO 

— e-(<»+*y^*F {t) dt, 

__ “i 

• Ist l{x) integrabel and h[x) monoton, so gibt es ein {, so daß 

f l[x)k{x)dx = h{a) f Hx)äx + k{b) jl(x)dx 

• ist. Ist h {x) positiv und monoton abnehmend, so lca.Ttn k (6) « 0 setzen, weil 
dadurch die Monotonie von h{x) nicht gestört wird. 
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wo m einen gewissen Wert zwischen und «Oj bedeutet. Also ist für 
y beliebig reell und (a^>o>x>Si: 


J'e-{o+iy)tp ft) fit 




1®» I 

Auf Grund dieses Satzes kann man die Abszisse y gleichmäßiger 
Konvergenz** des Laplace-Integrals dejBnieren von der Art, daß ß {jF} 
für >)/ gleichmäßig, für (ö‘<y) aber nicht mehr gleich¬ 

mäßig (eventuell überhaupt nicht) konvergiert. (Gibt es keine Halb¬ 
ebene, wo ß{jF} gleichmäßig konvergiert, so ist y = + <x> zu setzen.) 
Nach Satz 4 ist 


ß^y^cf,. 

Die ttHalbebene gleichmäßiger Konvergenz** 3 is>y hat einen anderen 
Charakter als die früher definierten Halbebenen einfacher und absoluter 
Konvergenz. Letztere stellten genau das Gebiet dar, in dem S{F} 
einfach bzw. absolut konvergiert. Das ist bei der Halbebene ais>y 
im allgemeinen nicht der Fall. Ist nämlich ß<y, so kann man an die 
Halbebene >y z. B. ein Rechteck aus dem Streifen ß<^s^a 

anhängen, worauf ß {F} nach Satz 3 auch in dem vergrößerten Bereich 
gleichmäßig konvergent ist. 

Spezialfälle, in denen eine Halbebene gleichmäßiger Konvergenz 
existiert, s. S. 53 - 


2, Regularität der /-Funktion. 

Satz 6. f(s) = ß{F} ist im Innern der Konvergenzhalbebene SRs >/3 
regulär, d. h, an jeder Stelle im komplexen Sinne beliebig oft differenzierbar, 
und zwar ist jede Ableitung wieder ein Laplace-Integral: 

/(") (s) = (—1)« / «-•* (<) , 

0 

das durch Differenzieren von ß {F} unter dem Integralzeichen entsteht 

Wir geben für diesen wichtigen Satz mehrere Beweise. 

Erster Beweis: Ist a eine beliebige reelle Zahl > 0, so ist die Funktion 

. 0 

in der ganzen Ebene regulär (dazu braucht F nicht einmal emeZ.-Funktion 
zu sein, sondern es genügt, daß F eine /-Funktion ist), und ihre Ableitung 
lautet: „ 

Us)=-Je-‘HF{t)dt. 

0 

Für beliebiges komplexes s und h gilt nämlich: 

+ fe—HF{t)dt = J +f)F(<)if. 

0 0 
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Nun aber ist 





Also gibt es zu jedem c>0 ein ö, so daß 

-- \-t <e für |A|<d und 

ist. Für diese A gilt 

0 - 

Hieraus folgt 2 > (Ä) -► 0 für A 0. 

Wendet man das Ergebnis auf /i (s) an, so ergibt sich, daß auch /«(s) 
in der ganzen Ebene regulär ist [dies folgt schon aus der Regularität 
von /«(s)] und daß 

0 

ebenso allgemein 

/W (s) = {-1)» je-’*rF (/) dt 
0 

ist. Nach Satz 3 strebt (s) in jedem innerhalb der Konvergenzhalbebene 
liegenden Rechteck R gleichmäßig gegen f[s). Wir wenden nun folgende 
Erweiterung des Weierstraßschen Doppelreihensatzes* an; Der reelle 
Parameter a wachse stetig oder unstetig gegen oo, jede der Funktionen 
/a(s) sei regulär in einem Gebiet** ®, die /„(s) sollen für a -►oo in ® 
gleichmäßig gegen eine Grenzfunktion /(s) streben. Dann gilt: 

1. /(s) ist in © regulär; 

2. die Ableitung 2, ...) strebt für a-^c>o gegen eine 

Grenzfunktion, und zwar gegen 

3. diese Konvergenz ist gleichmäßig in jedem in © liegenden Bereich. 
Nach diesem Satz ist f(s) im Rechteck R regulär, und (s) hat den 

in der Behauptung angegebenen Wert. Da sich jeder Punkt der Kon- 
vergenzhalbebene in ein solches Rechteck einschließen läßt, ist der 
Satz allgemein bewiesen. 

* Ch. J.db LA Valläs Poussin: Sur les applications de la notion de con- 
vergence uniforme dans la th^orie des fonctions d'une variable complexe. Ann, 
Soc. Scientif. Brux. 17, Teil 2 (1893) S. 324. 

Eine zusammenhängende, offene Punktmenge nennen wir ein Gebiet, die 
aus einem Gebiet einschheßUch Randpunkte bestehende abgeschlossene Punkt* 
menge einen Bereich. 
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Bemerkung: Für den Beweis der Regularität von f{s) hätte auch der 
gewöhnlicheWeierstraßsche Satz (a=l,2, ...) ausgereicht, nicht aber 
für den Beweis der Formel für 

Zweiter Beweis (ohne Benutzung funktionentheoretischer Hilfsmittel): 
Es sei s ein beliebiger Punkt im Innern der Konvergenzhalbebene, also 
Wir setzen 8ls—j8 = 3f und bezeichnen den reellen Punkt 
ß + S mit Sq. Dann ist nach Satz 1 [3.2] in der dortigen Bezeichnungsweise: 

/ (S) = (s-s,) (<) dt. 

0 

Wir werden zeigen, daß sich dieser Ausdruck unter dem Integralzeichen 
differenzieren läßt: 


f (s) = (/) dt — (s— $0) (t) dt = (p {5). 

0 0 

Dazu wählen wir einen Punkt s + h mit \h\<(; dann ist 


und 


/(5 +A) = (s + A-So) + 

0 


00 00 

0 0 

0 (t) ist beschränkt: |<Pj < M (s. S. 16), die vorkommenden Integrale 
sind daher absolut konvergent, und es ist 


|D{A)|< J'e-^^‘\e~’“-i\Mdt + \s-Sa\ Je-^(‘ 

0 0 
Im ersten Integral verwenden wir die Abschätzung; 


j-Ai— 1 


+ t 


Mdi. 








= |A| 

im zweiten das Ergebnis von S. 44 : 


«-*<—1 






Das liefert: 


\D(h)\^\h\M fe-(‘tdt + \h\\s-s^\M Je-^‘fidt. 

0 0 
woraus D (A) Ö für | A | -»► 0 folgt. 

Nun haben wir den Ausdruck für /'(s) noch auf den in unserem 
Satz genannten zurückzuführen. Da nach der Regel der verallgemeinerten 
partiellen Integration 

t i , t 

J [0 (t) + T e—F (t)] ir = /(P (t) dt + [t0 (t)]'*- f0{r)dT = t0 (/) 

0 0 0 
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ist, SO ergibt sich, wiedenim nach dieser Regel: 

00 00 00 

/'(s) ‘<P (t) -/c-(*-*•) *[ 0 {t)+e—‘^F(t)-\it. 

0 0 0 

Weil wegen \ 0 \<M und 8l(s—So)>0 

->0 für /-^oo, 

folgt das gewünschte Resultax. 

Da man hierbei gefunden hat, daß das Laplace-Integral 

0 

für SRs >j8 existiert, so kann man hierauf die gefundene obige Differen¬ 
tiationsregel anwenden rmd gelangt damit zu den höheren Ableitungen, 
Analog wie bei den Potenzreihen ist zu unterscheiden zwischen 
dem Laplace-Integral und der dadurch dar gestalten Funktion f{s). Es 
kann, wie Beispiel 11 von 3.4 zeigte, Vorkommen, daß die Konvergenz¬ 
halbebene von ä{jF} der natürliche Existenzbereich von f (s) ist. 

/ (s) kann aber wie in den Beispielen 1—10 auch noch über die Konvergenz¬ 
halbebene hinaus regulär sein. Während jedoch bei Potenzreihen stets 
mindestens ein singulärer Punkt auf dem Rand des Konvergenzkreises 
liegt, braucht bei Dirichletschen Reihen und Laplace-Integralen 
weder auf der Konvergenzgeraden noch in beliebiger Nähe von ihr eine 
singuläre Stelle vorzukommen, so daß f{s) in einer noch größeren Halb¬ 
ebene oder sogar der ganzen Ebene regulär ist^^. 

Der Satz 6 zeigt, daß die 2 -Transformation jede L-Funktion jF(Q, 
die nur für reelle ^>0 definiert zu sein braucht und gewisse Inte- 
grabUitätseigenschaften hat, in eine reguläre Funktion f{s) überführt, 
d. h. in eine Funktion, die ganz scharfen Bedingungen genügt und über 
die^sich weitgehende Aussagen machen lassen. Diese Tatsache läßt 
sich zu vielen wichtigen Anwendungen ausnutzen, z. B. so: Wenn eine 
reguläre Funktion in einem Winkelraum gewissen Wachstumsbeschrän¬ 
kungen unt&liegt, so kann man schon auf ihr Verschwinden schließen 
(Sätze vom Phragm6n-Lindelöfschen Typ). Hat nun F eine Eigenschaft, 
aus der jene Wachstumsbeschränkung für /(s) folgt, so muß f(s) =0, 
damit aber nach dem Eindeutigkeitssatz auch F(^) ^0 sein, wenn es 
stetig ist. Beispiele dieser Schlußart werden wir später kennenlemen, 
wenn uns noch weitere Hilfsmittel zur Verfügung stehen (siehe 6 . 9 )*®- 

§ 2 . Verhalten bei Annäherung an einen Konvergenzpunkt. 

Ist Sq ein Punkt im Innern der Konvergenzhalbebene, so ist die 
Funktion /(s) dort regulär, also stetig, so daß f{s) -► / (Sq) für zweidimen¬ 
sionale Annäherung von s an So. liegt aber auf der Konvergenzgeraden, 
so versagt diese Schlußweise, weil /(s) in Sq nicht regulär zu sein braucht 
und unter Umständen nur in einer „einseitigen*' Umgebung von 
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einen Sinn hat. Wir können nun keineswegs zeigen, daß /( 5 )"^/(so)* 
wenn s aus dieser einseitigen Umgebung gegen Sq wandertj sondern 
erhalten in Analogie zu dem Abelschen Stetigkeitssatz für Potenzreihen 
in seiner Stolzschen Verallgemeinerung* nur folgendes eingeschränkte 
Resultat: 

Satzl. Ist /{s) = S{F} im Punkte Sq konvergent, so strebt / (s) 
gegen /(Sq), wenn s innerhalb des Winkelraums SB: |arc(s— 
zweidimensional gegen s^ strebt. 

Beweis: Nach Satz 2 [4.1] ist in dem Winkelraum gleichmäßig 
konvergent, man kann also zu e > 0 ein T > 0 so bestimmen, daß für 
alle s aus SS 

00 

Je—‘F(t)dt 

T 

und außerdem 

00 

T 
T 

ist. Ferner ist f e^ F (t) dt eine ganze Funktion (s. S. 43), also in Sq 
0 

stetig, so daß man ein 5 > 0 so finden kann, daß 
r T 

Je-‘*F(t)dt—Je-‘’*F{t)dt <| für alle |s—So|<^ 

0 0 
ausfällt. Dann ist aber 

T T 00 00 

!/(«)-/ (So) I = fe-‘*F(t)dt-fe-^^F{t]dt+f e- ‘F (t) d t-Je-'^F (i) dt 
0 0 r r . 

TT 00 00 

^ Je-^*F{t)dt—fe—‘*F{t)dt + Je-’*Fi}) dt + fe—*F{t)dt <e 

0 0 T T 

für alle s, die zugleich in SB und im Kreis |s —Sq|<3 liegen. 

Anwendungen. 

OO 00 

1 . Wenn fF{t)dt divergiert, §o kann trotzdem F {t) dt für 
0 0 
s>0 konvergieren und für s->-0 einen Grenzwert l haben. Hierauf 
gründet sich eine Summabilitätstheorie für divergente Integrale, die der 
AbehPoissonschen Summation von divergenten Reihen entspricht: 

00 

* Diese lautet: Wenn eine Potenzreihe (p(z) einem Punkte Zq des 

n«-0 

Konvergenzkreises konvergiert, so strebt 93 (<ff) gegen 97 (^ 0 ), wenn z innerhalb des 
zwischen zwei inzo endigenden Sehnen des Konvergenzkreises liegenden Winketraums 
gegen Zq strebt. 
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00 00 

Wenn ^ a„ divergiert, aber für |z|<l konvergiert und für 

H«»0 n»0 


z-^ l den Grenzwert l hat, so sagt man, sei nach Abel-Poisson 

na»0 » 

zum Werte l summierbar. Analog wird man im obigen Fall f F (/) di 

0 

summierbar nach Abel-Poisson neimen. Der Satz 1 liefert dann den 

sog. Konsistenz- oder Permanenzsatz dieses Verfahrens: Er sagt aus, 
00 

daß, wenn jF{i)dt konvergiert, das Abel-Poissonsche Verfahren an- 
0 

wendbar ist und den alten Integralwert ergibt. 

00 

2 . Wenn jF{t)dt konvergiert, so kommt es manchmal vor, daß 
0 » 
dieser Wert schwierig zu berechnen ist, daß dagegen lim f^*^F(l)di 

ziemlich leicht erhalten werden kann. Als Beispiel erwähnen wir den 
Fan der Bessdschen Funktion 

fi-O 


Wie wir später (<2.4.2) zeigen werden, verhält sich für große positive 

00 

^ //oW^^l^ohvergent. Durch gliedweises 

0 

Integrieren der Reihe läßt sich dieser Wert aber nicht erhalten. Dagegen 
kann man, wie aus Hilfssatz 1 (Anhang) hervorgeht, 2 {F}, wenigstens 
für s>ij durch gliedweise Anwendung bekommen: 



\m-s 

n i-O 


(-<)" 


(a”)l 

j2l.+l • 


Nim ist aber 


(-1)" (2«)l (-li» 

«12- 2-«l nl2- 

('_J.U_3\.. / 2«-l\ 


_l a/l ai l 2 ) 

1 


also 

S(/.W> -4 ('j) (»-)--4 « + 

wobei unter der Wurzel der Hauptzweig zu verstehen ist. Dies ist zunächst 
für s > 1 bewiesen, gilt aber wegen der Regularität von ß {/q} im ganzen 
Konvergenzgebiet 9ls > 0. Da ß{/o} für 5 = 0 konvergiert, kann man 
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nach Satz 1 den Wert durch den Grenzübergang s 0 erhalten und 
bekommt so: oo 

0 

Dieselbe Methode ist bei den Besselschen Funktionen (t) anwendbar. 

Daß Satz 1 nicht umkehrbar ist, d. h. daß aus der Existenz von 
lim ß{F} nicht die Existenz von ß{-F} für Sq folgt, zeigt das Beispiel 

F[t) = wit. /{s) = ß{i?} = 3^ für8is>0. 

00 

lim f{s) existiert, aber ß{sin^} für s = 0, d. h. / sin t dt existiert nicht. 
«-► 0 0 


§ 3. Verhalten bei Annäherung an s = cx>. 

Satz 1 . Ist Sq ein Konvergenzpunkt, so strebt f{s) gleichmäßig gegen 0, 
wenn s innerhalb' des Winkelraums SB: | arc (s —Sq) | ^ oo 

strebt Insbesondere konvergiert also f(s) gegen 0 auf jedem Strahl, der 
mit der reellen Achse einen Winkel a mit | a | < “— bildet. 

Beweis: Wir schreiben 


Ti T% 00 

/(s) =fe-“F(t) dt+fe-*‘F{t)dt+ Je-‘‘F{t) dt 

0 Ti r, 

und wählen Ti so klein, daß (Satz 1 [4.1]) 


Tt 

Je-“Fit) dt 


0 


6 



für Sls^Slso; 


r, so groß, daß (Satz 2 [4.1]) 


fe—*F(t)dt 


< y für alle s in 


und schließlich o* > 0 so groß, daß 


T» 


ist. Dann ist 


Tt T, 

Je-‘*F(t)dt Se-<’^'f\F{t)\dt<j für Ms So 


|/(s)|<e für alle s in SB mit 91 s^or. 

Satz 2. Ist ß{jP} für s = Sq konvergent, so ist f{s) in jedem Winkel^ 
raum SB: | arc (s — s®) | ^ < -y beschränkt. 

Dies ergibt sich sofort aus dem vorigen Satz, kann aber auch so 
bewiesen -werden: 


Doetaoh, Laplaoe-Transfonnatioii. 


4 
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Nach Satz 1 [3,2] ist für 3 ls> 3 lSo 
/(s) = (s— 

0 

wo 

0{t)^fe—>^F{t)dr und \0{f)\<M 
0 

ist. Also ergibt sich: 

0 

Für ein S{F}, das eine Halbebene gleichmäßiger Konvergenz 
besitzt, läßt sich bedeutend mehr aussagen, nämlich daß /(s), grob 
gesprochen, nicht bloß nach rechts, sondern auch nach oben und unten 
gegen 0 strebt. Dazu schicken wir einen Satz voraus, der eine Erweiterung 
des bekannten Riemannschen Lemmas darstellt. Wir beweisen ihn gleich 
in einem Umfang, wie wir ihn später auch noch brauchen werden. 

Satz 3 . Die Funktion Fif) sei im Intervall 0 ^ eigentlich 

integrabel, mit eventueller Ausnahme von endlich vielen Stellen, wo sie 
uneigenthch absolut integrabel sei*. Dann strebt (x und y reell) 

T. 

für |y|->oo gegen 0, gleichmäßig in wo a beliebig ist. 

Das Riemannsche Lemma entspricht dem Fall, daß z = 0, F eigent¬ 
lich integrabel ist und y nur durch ganzzahlige Werte gegen 00 strebt. 
[I{y) stellt dann die Fourier-Konstanten von F dar.) 

Beweis: Es ist zu zeigen, daß I (y) für hinreichend große | y | beliebig 
klein ist. Dabei lassen sich die Stellen imeigentlicher Integrabilität 
von vornherein dadurch unschädlich machen, daß man sie in so kleine 
Intervalle h,..einschließt, daß der auf diese bezügliche Integral- 
anteü beliebig klein wird; das geht, denn es ist 

^ 1 4* * * • + ij, 4* • •' 4" 

und die Schranke ist klein, wenn ♦! + ••* + ip klein ist. 

Wir können also ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit F als 
ttgentlich integrabel imd überdies als reell annehmen. Wir zerlegen das 
Intervall in die Teilintervalle ..., <5^ und bezeichnen die 

mtere und obere Grenze von F{i) in d, mit bzw. im ganzen 
Intervall sei |F(f)|^M. Da es nur auf die großen y ankommt, setzen 

Das soll bedeuten, daß F in jedem abgeschlossenen Teilintervall, das keinen 
der Ansnahmepnnkte enthält, eigentlich integrabel ist und daß f\F{t) | dt einen 
öS , wenn eine Integralgrenze gegen einen der Ausnahmepunkte strebt. 
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wir y=t=0 voraus und erhalten: 

Hy) —2^ f \m, + (FW—w,)] it 

F-1 ^ 


v-1 

also für x^a: 




*'«1 dp 




Pvml 


wobei wir den Buchstaben <5, gleich zur Bezeichnung der Länge von 
benutzt haben. Die vorkommende Summe ist ^bis auf den Faktor 

die „durchschnittliche Schwankung“ von F im Intervall (T^, 7^), die 
man, da F im Riemannschen Sinn integrabel ist, durch hinlängliche 
Verfeinerung der Intervallzerlegung beliebig klein machen kann. Wir 
wählen bei vorgegebenem c>0 die Zerlegung so, daß 


Dadurch liegt n fest, und man kann nun ein Y > 0 so bestimmen, daß 

^ ” ]x+iy\ - ^ ”~w~ 2 

für |y|^Y ist. Dann ist unabhängig von x 

lJ(y)|<c für \y\^Y. 

Satz 4. Wenn ß{F} für SR 5 = 0 gleichmäßig konvergiert*, so strebt 
f{s) für ISsj-^-oo gleichmäßig in SRs^cr gegen 0, also insbesondere auf 
jeder Vertikalgeraden SR s = const nach oben und unten gegen 0. 

Beweis: Wegen der Gleichmäßigkeit der Konvergenz hinsichtlich 
der oberen Grenze können wir so bestimmen, daß 


Ti 


dt 


<Y für SR^^a . 


ist. Setzen wir ferner s ^ x + iy, so können wir nach Satz 3 ein Y so 


festlegen, daß 




Je-*^F{i)dt 

— 

0 


ist. Dann ist 



\dt 


J e—‘F(t)dt 


- für |y|^Y, x^c 
<e für \y\^Y, x^a. 


* Dann konvergiert es nach Satz 5 [4.1] auch für ^Rs^a gleichmäßig. 

4* 
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Bemerkungen: 

1. Säte und Beweis gdten offenbar auch, wenn die GleichmäQig- 
ei der Konvergeaiz von S{F} für in endlich vielen Punkten 

dw Grensg^den «s = or gestört ist, d. h. wenn ß {F} nur in der Halb- 
e e, aus der man beliebig kleine Umgebungen dieser Punkte heraus- 
gesmuutten hat, gleichmäßig konvergiert. Denn beim Beweis kann man 
^ vornherein auf die Punkte mit größerem 9 s = y beschränken. 

. Satz 4 liefert, auf ein festes 9ts = * angewandt, eine Ausdehnung 
^ len^mschen Lemmas auf ein Integral mit unendlichem Intervall 
en Fall, daß dieses für alle y oder auch nur für alle hinreichend 
^ßen y gleichmäßig konvergiert. 

ß Kowo^'genzahszisse von ß{F}, so ist, s==^x-\-iy 
gesem, tn jeier Hälbebene x^ß-lrt{e>0 bdiebig klein) gleichmäßig in x) 

/(s) = o(ly|) für ly|-voo. 

Beweis. Da, wenn wir »y} -f. setzen, in dem Winkelraum SB: 

arc (s Sj)] sowieso f{s) o gilt, so brauchen wir die Behauptung 

nur für den Restteil ® der Halbebehe x^ß -f- e zu beweisen. Nach 
Satz i [3.2] ist 


/(s) = (5_s„)/«-(*-*.)< 0{t) dt, 

für s «/? + e absolut, also für + 
konvergiert (Satz 4 [4.1]). Nach Satz 4 ist dort gleichm 


feiner ist in 


fe-i—>)t0{t)dt = o{i) für iy|->oo; 


g^leichmäßig 
lig in x: 


also 



|s—So ^2lyL 

Folglich gilt in Sß, gleichmäßig in *: 

„ . . /(«) = o(ly|). 

ist x^ß + e 

Bewds: AM k, „ach Sau 6 [4.,] fflr , >ß, rapdär 

und nach Satz 5 ist 

/i(s) = o(|s() für z>^ + e. 
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§ 3* Verhalten bei Annähenmg an 5 ^ oo. 

— 00 

Ebenso ist /^(s) = f e~‘*F(t)dt für x<ß^ regulär und 
0 

/,(s) = o(|s|) für x<ßi—e. 

Da in dem Streifen ß^<x<ß^ 

f{s) = Q, also /i(s)=/j(s) 
ist, so läßt sich fi{s) in die ganze Ebene anal57tisch fortsetzen und ist 
dort o(|s|). Nach der Cauch3rschen Koeffizientenabschätzung ist dann 
aber /i(s)=const und wegen /i(s)“^0 für (Satz 1 [4.2]) 

/i(s)sO. Nach Satz i [3,7] fol^ hieraus: 

i 

jF{r)dr^0 für ^>0. 

0 

Analog ergibt sich f^{s) s 0 und hieraus 

t 

fF(r)dr^0 für ^<0. 

0 

Fälle, in denen eine Halbebene gleichmäßiger Konvergenz 

existiert. 

1. Wenn ß{F} eine Halbebene absoluter Konvergenz besitzt, siehe 
Satz 4 [4.1]. 

2 . Wenn F positiv und für t^T monoton abnehmend ist. Strebt 
dabei F gegen 0 für t-^ 00 , so ist die Konvergenz von S {F} gleichmäßig 
für ?R s ^ 0 mit everdudler Ausnahme eines beliebig kleinen Gebietes um s = 0; 
strebt F gegen einen Wert l>0, so ist sie es bei beliebig kleinem er > 0 
für Sls^or. 

Beweis: Setzen wir s = 1 y, so ist, wenn von vornherein T^(Ox < 

und angenommen wird, nach dem zweiten Mittelwertsatz der 

Integralrechnung (s. Fußnote S. 42): 

Je'~*^F {t)dt=f (cosy/—isiny^)F(i) dt 

®i ®i 

ü)' ca** 

= (cüi) f cosyiii—j c~*®'F(cui) Jsmytdt, 

®i 

WO und a>" gewisse Werte zwischen o>x und co^ sind. Für |y|>0 ist 
folglich: 

OH 

j e-‘^F{t)dt 

Strebt nun F (^) gegen 0 für Z00, so kann man für alle x^O und alle 
I y I ^ y, wo Y eine behebig kleine Zahl > 0 ist, diese Abschätzung gleich¬ 
mäßig beliebig klein machen, d. h. ß {F} konvergiert in den beiden 
Viertelebenen x^O, |y|^y gleichmäßig. In dem Streifen ä:^o‘>0, 
|y|<y konvergiert aber ß {F} sicher gleichmäßig, da er in einen 
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Winkdraum, der von einem Konvergenzpunkt ausstrahlt, emgefaßt 
werden kann (Satz 2 [ 4 . 4 ]). Die Gleichmäßigkeit der Konverge^ is 
also in der Halbebene mit Ausnahme einer beliebig kleinen 

Umgebung von s = o gesichert. S {F} strebt also (s. Bemerkung 4 zu 
Satz 4) für gleichmäßig in Sfi 5 ^ 0 gegen 0 . — In ^ == 0 braue 

S {F} überhaupt nicht zu konvergieren; Beispiel: F {t) == 

5 Ä 0 ein Konvergenzpunkt, so ist S {F} für 8t s ^ 0 absolut, also gew^ 
gleichmäßig konvergent. — Strebt dagegen F (^) gegen einen Grenzwert 
i > 0 , so ist F (oüi) beschränkt, und man kann die Abschätzung des 

Integrals JF{i) dt im alle af^o'>0 und alle |y[^y>0 gleichmäßig 

klein machen. Der Streifen |y| < ^ kann, da Ö{F} offenbar für 

8tÄ>0 konvergiert, wie vorhin angefügt werden. 

3. Wenn F für t >0 differenzierbar ist und 2 {F'} eine Halbebene 
gleichmäßiger Konvergenz besitzt (also z. B. wenn es eine Halbebene 
absoluter Konvergenz besitzt). Genauer: Es sei S{F'} für 
gleichmäßig konvergerU. Bei or > 0 ist dann ß{F} für 815^0* gldchmäßtg 
konvergent. Strebt im Falle u = 0 die Funktion F (^) gegen 0 für t-^ oo, 
so ist ß{F} für 8l^^0 mit eventueller Ausnahme einer beliebig kleinen 
Umgebung von 5 = 0 gleichmäßig konvergent. 

Beweis: Durch partidle Integration ergibt sich: 


J e—^F(i)dl 

kl I 


Ö>1 



+ «-**“* 



Für 81 s^(T >0 ist also 
«1 


J e—*F{i)di 






dtl 


Nun werden wir in Satz 1 [8.3] zeigen, daß, wenn ß{F'} für s = o > 0 
konvCTgiert, F(t) = 0 (^') ist. Unsere Abschätzung läßt sich also für aUe 
hinreichend großen coi, unabhängig von s beliebig klein machen. — 
Ist dagegen o0, so beschränken wir uns auf |s|^Ö> 0 , Sls^O 
und erhalten: 


J e~“F[t)dt 


|F(a»i)| + |F(ö,,)| + 


U»| 

f e-’>F'(t)dt 


Wegen der in diesem Fall zusätsdich gemachten Voraussetzung F 0 
ergibt sich auch hier die Behauptung. 
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Die Größenordnung Dirichletscher Reihen. 

Satz 7 . Die Dirichletsche Reihe (1) von S. 28 habe die Konvergenz¬ 
abszisse rj. Dann ist, s = x + iy gesetzt, gleichmäßig in x^otj für 
wachsendes |y|: 

y{s) = o(|y|)« 

Beweis: Offenbar genügt es anzunehmen, daß <p{s) kein abso¬ 
lutes Glied enthält, also Ao>0 ist. Dann ist in der Bezeichnungs¬ 
weise von S, 29: 

^(^) = 0 für 


und folglich für Sls > Max (?;, 0): 

00 

<p[s) s f e''*^ A {t) dt’, 

dieses Integral ist absolut konvergent. Nxui ist für SR s > Max (?j, 0): 
1 / er’‘A{t)dt = jA{t)dt e~'‘'*\A{t)\dt, 

jA, A, Ag 

19? (s) I ^ const I s I . 


mithin 


‘Also ist z. B. in dem Winkelraum SB von der Öffnung ^ mit 

Oo als Scheitel 9? (s) -► 0 (im allgemeinen Fall (p ($) AbsolutgUed), 
woraus folgt, daß y(s) in SB beschränkt ist. 

(In der Theorie der Dirichletschen Reihen 
schließt man das analog zu Satz 2 aus der 
Gleichmäßigkeit der Reihenkonvergenz in SB.) 

Wir wählen nun 77 < er < cTq und betrachten den 
von der Halbebene Sfts^cr nach Wegnahme 
von SB übrigbleibenden Teil SS. Dort ist 

00 

(p{$):^sje~'^^A{f)dt für 
0 

00 

9? (s) = 99 (0) + s/ [A {t) —9? (0)] dt für 7? < 0 



Fig. 2, 


0 

00 


und in beiden Fällen / 0 für | y | • 

0 


■00, gleichmäßig in x (Satz 4 ). 


Ferner ist in 35 für alle hinreichend großen |y| 

l®l<!*l + |y|<2|y| + iy| = ö(iy|). 
also <p(s) = 0 (\y |) gleichmäßig in x. Für innerhalb SS wachsendes |y[ ist 
nach dem obigen ^{s) =0(1), so daß für alle x^a gleichmäßig die 
Relation <p{s) = o {jy|) gilt. 
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§ 4. Die Beschränktheitshalbebene. 

Wir betrachten die durch ß{F} dargestellte Funktion /(s) in ihrem 
gesamten Regularitätsbereich, also nicht nur in der Halbebene Jft s >/?. 
Es kann sein, daß / (s) in einer Halbebene 3tsfeer beschränkt ist, z, B. 
wenn o ein Punkt absoluter Konvergenz von S{F} ist: 

0 0 0 
Dasselbe gilt, wenn für 8is^<r gleichmäßig konvergiert, wie sich 
sofort atas den Sätzen i [ 4 . 3 ] und 4 [4.3] ergibt. — Wir können nun 
allgemein die „Besckränkiheitsabszisse'* ß von /(s) als untere Grenze 
der er definieren, für die 

l/(s)|<Af = Jif (er) bei 
ist. Nach dem obigen ist 

Ist eine reguläre Funktion auf dem Rand eines im Endlichen liegenden 
Bereichs beschränkt, so liegt sie bekanntlich im Innern unter derselben 
Sc hr a nk e. Erstreckt sich der Bereich aber ins Unendliche, so gilt der 
Satz nicht (Beispiel: ^ in der Halbebene Sls^O). Weiß man jedoch, 
daß die Funktion bei wachsendem [s| nicht allzu stark ansteigt, dann ist 
der Schluß wieder richtig. So lautet einer der in diesem Ideenkreis 
fundamentalen Sätze von E, Phragm6n und E. Lindelöf*: 

Lemma 1. / (s) sei regulär in einem Winkelraum der Öffnung 2 (i^ 2 n 
mit dem Scheitel Sq. Auf den Begrenzungsgeraden sei | / (s) | ^ Af, während 
im Innern bei wachsendem js—= r für .jedes beliebig kleine ß > 0 die 
Abschätzung 

/(s) = o(e"®“) 

bekannt sein soll. Dann ist in Wahrheit sogar im ganzen Winkelraum 

Wir wollen ntm aus diesem Satz einen anderen allgemein-funktionen- 
theoretischen Satz ableiten, der sich denjenigen Funktionen f{s), die 
durch analytische Fortsetzung aus einem S{F} entstanden sind und 
für die ja bekannt ist, daß sie in jedem Winkelraum SB beschränkt 
bleiben (Satz 2 [4-3])» besonders gut anpaßt. 

Lemma 2. Es werde s = z +1 y gesetzt. / (s) sei in der Halbebene 
x^a regulär und erfülle dort folgende Bedingungen: 

1 . l/(s)l^Jlf auf j»?=ror. 

2 . / (s) = O (ßlyI ) gleichmäßig in x>a mit i > 2. 

• E. LiNpSLöF TI. E. Phkaqh^n: Sur une extensioii d'tin principe classiqne 
de 1 analyse et sür quelq^ues propri^t^s des fonctions laonog^es dans le voisinage 
d'un point singuHer. Acta Math. 31 { 1908 ) S. 38l‘-406 [S. 385 - 387 ]. 
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3 . |/(s)|^Mi im Winkeltaum SB: |arc wobei 

—jjj— — <#<-jsem soll. 

Dann ist |/(s)|^Jlf in der ganzen Halbebene 

Beweis: Jeder der beiden Restwinkelräume, die durch Herausnahme 

von SB aus der Halbebene entstehen, hat einai öffnungswinkel -j— 

Auf den Schenkeln ist /(s) nach 1. und 3< beschränkt, und zwar, da wir 
annehmen dürfen, |/($)|^Mi; im Innern ist 

/(s)=0(eU'l‘)==p(/), 

da |y|sr = |s—cfj ist. Nach der Annahme unter 3- ist aber 



also für jedes noch so kleme positive e von einer Stelle an 

n 

r*<cr* , 

mithin 

/(s) = 0 

Nach Lemma 1 ist daher in beiden Restwinkelräiunen j/(s)|^Mi, 
folglich /(s) in der ganzen Halbebene beschränkt. Wenden wir nun 
Lemma 1 nochmals und zwar auf die Halbebene an (es dürfte 
dabei sogar f{s) =0 («•’’) im Innern sein), so ergibt sich |/(s)[^Af. 

Diesen Satz wollen wir nun speziell für ein /(s) ausnützen, das durch 
analytische Fortsetzung aus einem S{F} entstanden ist. 

Satz 1. S{F} habe die Kornergenzabsmse ß. Die durch Ä{F)- 
definierte reguläre Funktion soll sich in die Halbebene x^a{oSß) 
analytisch fortsetzen lassen und folgende Bedingungen erfüllen'. 

1 . f{s)^M auf x = a, 

2 . / (s) = 0 (el’’!*) gleichmäßig für x>a, wobei k 
eine feste, aber beliebig große Zahl ist*. Dann ist 
l/(s)|^M in der ganzen Halbebene x^a. 

Beweis: In jedem Winkelraum 8B: |arc(s—o)| 

^ < y ist /(s) beschränkt. Denn wählen wir 

ein reelles in der Konvergenzhalbebene und 
einen Winkelraum | arc (s — wobei 

i9 < Po < Y beschränkt 

(Satz 2 [4.3]), also erst recht in dem darin liegende Teil von IB. 
In dem en^ichen Restbereich aber ist /(s) selbstverständlich beschränkt. 

* Man kann sagen: /($) ist in x>or bezüglich y von endlicher Exponential- 
ordnung. 
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Für unser / ( 5 ) sind also die Voraussetztmgen von Lemma 2 für jedes 
< ~ erfüllt. darf daher beliebig nahe an i liegen, d. h. k kann 
beliebig groß sein. 

Satz 2. Ist f (s) = S {F} auf einer Vertikalen im Innern der Konver- 
genzhaibehtne beschränkt, so liegt f(s) rechts davon unter derselben Schranke. 

Der Beweis ergibt sich, indem man die durch Satz 5 [4,3] gelieferte 
Abschätzung heranzieht und Satz 4 anwendet. 

Konvexitätseigenschaften. 

In der Beschränktsheitshalbebene können wie auf f{s) den folgenden, 
allgemein-funktionentheoretischen Satz anwenden: 

Dreigeradensatz*. t(s) sei in dem Streifen 0*1^ ^^0*2 regulär und 
beschränkt. Af (z) bezeichne die hiernach endliche obere Grenze von |/(s)l 
auf der Geraden 81 s = ap. Ist dann x^< so gilt 

M (^ M M {x^Y* - 

oder (falls nicht f{s) identisch 0 ist): 

Xj^ logM(;»:i) 1 
X 2 logAfl^i) 1 ^0, 
x^ logM{Xi) 1 

d. h. log M{x) ist eine konvexe Funktion von x. 

Satz 3* Für eine durch ein &{F} definierte Funktion f{s) ist in der 
ganzen Beschränktheitskalbebene logM(x) eine konvexe Funktion von a?**. 

Besitzt S{jF} eine Halbebene absoluter Konvergenz, so ist dort auf 
der Geraden 8ls = z 

fe-^^F{t)dt ^fe-^*F{t)dt. 

0 0 

Da die rechte Seite für jc -^00 gegen 0 strebt, so gilt dasselbe für M{x), 
Für eine /,,-Fuiiktion ist daher logM (:r) cx? für logAf {x) ist 

also nicht nur konvex, sondern, wie man leicht sieht, auch monoton 
abnehmend. Das gleiche gilt für Af(z). 

Satz 4- Ist F positiv, so ist in der Konvergenzhalbebene log f{x) für 
reelle x eine^konvexe Funktion***^. 

♦ G. Doetsch : Über die obere Grenze des absoluten Betrages einer ana¬ 
lytischen Funktion auf Geraden. Math. Z. g (1920) S. 237 —240. 

** tlbrigens ist dann M{x) selbst auch konvex, aber die Konvexität von 
log M {x) besagt viel mehr. So ist z. B. die Funktion x* konvex, log ;r* » 2 log | x | 
aber nicht. 

Baß im Falle F^O die Funktion f(x) selbst konvex ist, ist trivial, denn 
es ist 00 

/"(*) 

0 
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Denn für 8i s = * ist 

\Sl,{F}\^fe-*‘F(t)dt=&,{F}. 


also M(x) =f(x). 

Beispiel: Nach S. 25 ist 




xe 




(x>0). 


Die Funktion ist konvex, aber sogar ihr Logarithmus: — 


§ 5. Existenz einer Singularität auf der Konvergenzgeraden 
bei positiver jL-Funktion. 

Bei Potenzreihen zieht die Positivität der Koeffizienten die Singu¬ 
larität des positiven Punktes des Konvergenzkreises nach sich*^, Ganz 
entsprechend gilt: 

Satz 1. Ist von einer Stelle T^O an 

F(t)^0, 

so ist der reelle Punkt der Konvergenzgeraden, d, h. die Konvergenzabszisse 
/5(+±oo) eine singuläre Stelle der Funktion /(s) = 

Bemerkung: Diese singuläre Stelle kann eine isolierte sein, wie 
bei S{1}==y, oder eine nichtisolierte, wie im Beispiel 11 in 3.4; aber 

auch eine Verzweigungsstelle, wie bei ß {y {^, <)} = ^- *}/*, oder eine Stelle, 
bei der eine Verzweigung und eine Singularität vorliegt, wie bei 

a oder ö = £5+i. 

Beweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, 
daß jF(/) durchweg ^0 ist. Denn es ist 

fe-‘‘F(t)dt = /e-‘*F(t)dt-]- Je-‘*F{t)dt, 

und der erste Summand ist eine ganze Funktion (S. 43)* kann also bei 
Feststellung der Singularitäten im Endlichen außer Betracht bleiben, 

QO 

Während im zweiten Summanden, der auch als fe'~^^F(t)dt mitF(/)=0 

0 

für geschrieben werden kann, F (f)^0 ist. — Angenommen, 

i[s) wäre in s=/J regulär. Dann ließe es sich an einer reellen Stelle 
s = ^ 4- /> (^ > 0) in eine Potenzreihe entwickeln: 

n-O 
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die noch in einer links von ß, hinreichend nahe gdegenen Stdie 
s = ß—q(q>0) konvergieren würde: 

l»s»0 

Nun ist für 8ls>/J: 

0 

folglich 

00 00 

/{/?-?) = 2^/ e-^+*^*f^F(t){q + prdL 
e>o 0 

Alle vorkonunenden Größen sind positiv, also kaim man nach dem 
Hilfssatz 1 (Anhang) Summe und Integral vertauschen: 

0 HwCr 

« <!(« + «» di 

Q 

0 

S {i*} wäre also entgegen der Voraussetzung noch Ünks von ß konvergent. 
Dieser Satz läßt sich leicht fdgendermaßm verahgemeinem: 

Satz 2. Ist F(t) komplex: F(i) =* Fi{i} +»F,(<), und ist 

Fi{t)^0, 

haben ferner /(«) = S{F} und fi{s) = S{jFi} dieselbe Konvergenzabszisse 
^{«4=±oo), so ist der reelle Punkt der Konvergenzgeraden eine singtUäre 
Stelle der Funktion /(«)•*. 

Beweis: Ist /(s) in s^^ß regulär, so gilt dassdbe für /i(s) [und auch • 
für U(s) — 2{F^), weil F, der Realteil von -~iF ist]. Denn ist für 

>-j9|<e: 

/ (s) B» ^ c, (s ßjß, 0, = c, + ♦' c» > 

f mO 

SO ist für reelle s: 

A(s)«{R/(s)-Jc;(s^i8)% 

Pnm 0 

und diese Reihe konvergiert mindestens für |s—^| < g; also stimmt /i(s) 
mit ihr m |s— ß\ < q überein und ist dort regulär. — Nach dem vorigen 
Satz kann aber fi{s)ins:^ß nicht regulär sein. Also güt dasselbe für /(s). 
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Eine leichte Folgerung hieraus ist der folgende 
Satz 3. Gehören die Werte von F(t) einem Winkelraum der komplexen 
Ebene mit einer Öffnung <n an, so ist der reelle Punkt ß der Konvergenz^- 
geraden ein singulärer Punkt von f[s) = 

Beweis: Man kann annehmen, daß der Winkelraum die positive 
reelle Achse zur Winkelhalbierenden hat, da man sonst diesen Fall durch 
Multiplikation von F {t) mit einer komplexen Konstanten, wodurch an 
den Singularitäten von f{s) nichts geändert wird, erreichen kann. Wird 
dann F = Fj +1gesetzt, so ist 

oder |i 7 ,|. 

Die Konvergenzabszisse von S{Fi} ist demnach mindestens gleich der 
von ß{|i'a|} und also auch mindestens gleich der von Wenigstens 

eine der Konvergenzabszissen von und S{F*} muß aber gleich ß 

sein, und keine kann größer als ß ausfaÜen. Also hat die Konver¬ 
genzabszisse ß, und wir befinden uns in den Voraussetzungen des vorigen 
Satzes. 

5. Kapitel. 

Die im Unendlichen regulären 1-Punktionen. 

§ 1 . Die X-Funktionen vom Exponentialtypus 


Wendet man formal die Laplace-Transformation auf die Reibe 

00 



die dazu natürlich für alle 1>0 konvergieren, also eine 


w » 0 

ganze Funktion F(^) darstellen muß, gliedweise an, so erhält man die 


00 


Reihe . Wenn diese wirklich irgendwo und damit im ganzen 

ff ■■ 0 

Äußeren eines Kreises konvergiert, so stellt sie eine im Unendlichen 
reguläre Funktion dar. Wir werden sehen, daß dies dann und nur dann 
der Fall ist, werm es zu der ganzen Funktion F(/) eine Konstante a>(i 
gibt, so daß in der ganzen f-Ebene beschränkt bleibt: 


Da dann bei e>0 für alle hinreichend großen |^| 


ist, so folgt, daß in der bekannten Pringsheimschen Terminologie* F{f) 
höchstens dem Normalt5^us a der Ordnung i angehört. Statt dessen 
sagen wir kürzer, F(^) sei vom Exponentialtypus^, 

Wir beweisen nun die obige Behauptung, ohne uns zunächst darum 
zu kümmern, ob wirklich f{$) == Ö{F} ist*®. 


A. Fringshbim : Vorlesungen über Funktionenlehre 112, S. 721. Leipzig 
und Berlin 1932. 
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5* Kap.: Die im Unendlichen r^[\dären /-Funktionen, 


Satz 1. Noktfettdig und hinreichend dafür, daß die Reihe 

nicht für alle s divergiert, sondern einen endlichen Konvergenzradius q 
besitzt, ist, daß die mit denselben Konstanten gMdete Reihe 

eine ganze Funktion vomExponentialtypus darstellt. •— Wird das Maximum 
von für mit M(r) bezeichnet, so ist 

(1) i£i2IÄ_5, 

r~^co ^ 

d. Ä. F ist genau vom Normaltypus g der Ordnung 1, 

00 

Beweis: a) Notwendigkeit. Hat endlichen Konvergenz- 

M «.0 

radius g, so ist nach der Cauchy-Hadamardschen Formel 

^VKl = e: 

also gibt es zu e > 0 ein N, so daß für n > N 

l«.l<(e+«r. 

oder auch ein ^ > 0, so daß für alle n 

l«,l< 4 (e+«)’‘ 

00 

ist. Dann wird aber majorisiert durch die Reihe 






n«0 

konvergiert also für alle / und stellt eine ganze Funktion F(^) dar. 
Ferner ist 
( 2 ) 

Mithin ist jF (t) vom Exponentialtypus. 

00 

b) Hinlänglichkeit. Es seiF{/)=^-^r eine ganze Funktioii und 

0 

F[t)\< A Dann ist nach der Cauchyschen Koeffizienten¬ 
abschätzung: \am\ 

Da bekanntlich der Wert M{r) von jF{/)j in einem Punkt der Peri¬ 
pherie j^l =r angenommen wird, so ist also 
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Hierin kann r jede bdiebige positive Zahl bedeuten. Wir denken uns 
zu jedem » ein bestimmtes r gewählt, nämlich — -j- Dann erhalt«i wir 


also 

Der Logarithmus der rechten Seite ist 

loga + ^logil + i + ^lognl—logn, 


und auf Grund der trivialen Abschätzung 

logwl = «logn—n + o(n) 

weiter gleich 


Also ist 


loga + ^log.4 +o(i) = loga + o(l). 


Nun beweisen wir noch die Formel (1). Aus der unter a) bewiesenen 
Formd (2) folgt 

oder 


also, da e beliebig nahe an 0 gewählt werden kann: 

r-^oo ^ 

Andererseits haben wir unter b) bewiesen, daß 

ist, wo a jede Zahl > 0 bedeuten kann, die die Eigenschaft hat, daß 
beschränkt bleibt, oder, was dasselbe ist: 

Wegen + a ist die untere Grenze dieser a gleich lim . 

^ ^ r-»-oo ^ 

Also muß 

r-^’OO ^ 

sein. Mit dem vorigen Ergebnis zusammen liefert das die behauptete 
Gleichung. 
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00 

Satz 2. Ist i?{<) jiofff. ExpmerUiaUypus, hat also f{s) 


»*=>0 


«nßicAe» Kotmrgenzradim q, so ist ßr ?fts>ß: 


HmO 


/(s) = ß{F} =f6-*F{t)dt, 

0 

»* A. /(s) läßt sich in der Halbebene, deren Begrenzungsgerade den Kon- 
vergmzkreis rechts berührt, durch ei» Integral darstellen. — Umgekehrt 
läßt sich aber auch F{t), und mar für jedes t, durch ei» Integral über /(s) 
ausdrücken-. 


wo der InUgrationsweg jeder im -positiven Sinn durchlaufene Kreis 
|s|=e + e>e (oder eine äquivalente Kurve) sein kamt. 

Bemerkung: 

1. Im vorUeg^den FaU läßt sich also die S-Transfonnation „um- 
kehren m dem Sinn, daß man einen expliziten Ausdruck angeben kann, 
der F aus / zu berechnen gestattet. Wir werden später sehen, daß die 
Formd. einen durch die Einfachheit der vorliegenden Verhältnisse be 
dingten Spezialfall einer allgemeineren Umkehrfonnel darstellt (6. Kapitel). 

2. Man beachte, daß / (s) nicht jede beliebige im Äußeren eines Kreises 
reguläre Funktion sein darf, sondern daß wegen des Fehlens eines 

00 

absoluten GUedes in der Reihe der Wert /(oo) gleich 0 sein muß. 

0 * 

Wir wissen Ja in der Tat (Satz i [ 4 . 3 ]), daß jede /-Funktion für s->oo 
m emem Wmkelraum 2ß gegen 0 strebt. Ist sie also im Unendlichen 
regulär, so muß /(oo) =0 sein, und /(s) muß sogar bei beliebiger An- 
nanerung an 5 = 00 gegen 0 streben. 

77 den beiden in Satz 2 auftretenden Klassen von Funktionen 
() ^ zw. / (s) haben wir zwei Teilbereiche des T- Ipzw. /-Raumes vor uns, 
die em^der genau entsprechen und von denen sich jeder einzeln durch 
mnere (funktionentheoretische) Eigenschaften charakterisieren läßt. Wir 
werd^ später die Klasse der ganzen Funktionen F(t) vom Exponential- 
typ als den £<>-Raum. die Klasse der im Unendüchen regulären und dort 
verschwindenden Funktionen als /«-Raum bezeichnen. 

Beweis: a) Da nach Formel (2) im Beweis von Satz 1 
lF(i)| < A 

ist, so konvergiert S{F} für Ms >e. und zwar ist nach dem Hilfssatz i 
(Anhang): 


Je •*F{t)dt=je‘-‘*'^^f>dt 


» — 0 




§ 1. Die Z-Fnnktioneii vom Exponentialtypus. 

b) Für den Integrationsweg |s| = g + e>g ist bei bdiebigem 
komplexen t: 



weil die Reihe für /(s) längs des Weges gleichmäßig konvergiert. Nach 
Cauchy ist 

+ i n! [ ^ 5 » wl" 

Aus Satz 1 und 2 folgt: 

Satz 3 . Notwendig und hinreichend dafür, daß eine Funktion f{s) 
für |s|>^ einschließlich s=oo analytisch ist, auf |sl = e mindestens 
eine Singularität besitzt und iw s = 00 verschwindet, ist die Existenz einer « 
ganzen Funktion F {t) vom Normaltypus q der Ordnung vermittels deren 
sich f(s) für als Laplace-Integral 

f{s)= fe-‘‘F(t)dt 
0 

darsteUen läßt, F(t) erhält man aus f{s) durch das Integral 

00 00 

erstreckt über 1 5 1 = ^ + e (« > 0). Istf{s) == ^ (^) ~ 

neaO ^ n=sO 

Kann speziell q beliebig klein sein, so ist f{s) überall außer in 5 = 0 
analytisch. Der Satz lautet dann: 

Satz 4 . Notwendig und hinreichend dafür, daß eine Funktion in der 
ganzen Ebene einschließlich 00 nur die einzige Singularität s^O hat 
und in s = cxd verschwindet, ist die Existenz einer ganzen Funktion F (t) 
vom Minimaltypus der Ordnung 1: 

|F(^) I < A für jedes e>0, 

vermittels deren sich f{s) für 3 ts >0 als Laplace-Integral darstellen läßt. 

Dieser Satz ist das Analogon zu dem bekannten Satz über Potenz¬ 
reihen: Notwendig und hinreichend dafür, daß eine Funktion f{z) in 
der ganzen Ebene einschließlich 00 nur die einzige Singularität \ 

hat ^anders ausgedrückt: daß sie eine ganze Funktion von istj 
und für z = 0 verschwindet, ist, daß es zu den Koeffizienten ihrer Potenz- 

00 

reihe /(z) = ^ c,^z^ eine ganze Funktion C(z) vom Minimaltypus der 

n«l 

Ordnung 1 gibt mit C (n) = = 1, 2,...) 

Doetscfi, Laplace-Transformatlon. 


5 
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5. Kap.: Die im Unendlichen regulären ^-Funktionen. 


§ 2. Analytische Fortsetzung der Z-Funktion durch Drehung 
des Integrationsweges in der t-Ebene. 

Bi^er war in Ä{F} der Integrationsweg stets die reelle Achse von 
0 bis oo. Wir werden sehen, daß in dem jetzt behandelten Spezialfall 
dieser Integrationsweg um den Nullpunkt der komplexen ^-Ebene ge¬ 
dreht werden kann, daß dabei die Konvergenzhalbebene in der s-Ebene 
ebenfalls rotiert, und daß wir so die analytische Fortsetzung von f{$) 
in dem größten der Natur der Sache nach zu erwartenden Gebiet erhalten, 
nämlich in dem Teil des Existenzbereiches, der durch Halbebenen aus¬ 
gefegt werden kann. 

Da F eine ganze Funktion ist, so ist jeder Strahl von 0 aus, der mit 
der positiven reellen Achse einen Winkel (p bildet (kurz: Strahl in der 
Richtung fl?), als Integrationsweg denkbar; es fragt sich nur, ob und 
wo das so verallgemeinerte 2-Integral, das wir dann mit 

oo(g>) 

0 

bezeichnen, konvergiert. In dieser Hinsicht beweisen wir vorläufig 
folgenden Satz, den wir in § 3 auf seine bestmögliche Form bringen werden: 

Satz 1. Das Integral konvergiert in einer Halbebene, deren 

Begrenzungsgerade auf der Richtung — 9? senkrecht steht, und zwar reicht 
diese Halbebene mindestens bis an den Konvergenzkreis [s| = p von f{$) 
heran. Das Integral stellt dort eine reguläre Funktion, und zwar nichts 
anderes als ein Element von f[s) dar. 

Beweis: In dem Integral können wir i = mit reellem r setzen 
und erhalten 




t-Ebene 


s-Ebene 


Nach dem über 2-Integrale mit reellem Integrationsweg Bekannten 

konvergiert dies genau für die¬ 
jenigen Zahlen e^^ s, die eine 
Halbebene mit vertikaler Begren¬ 
zung ausmachen; die entspre¬ 
chenden Zählens gehen hieraus 
durch Multiplikation mit 
d. h. durch eine Schwenkung 
um — fl?, hervor. Da ferner 



Flg, 4. 


ist, so konvergiert das Integral, sogar absolut, wenigstens für > 

p + e, also, da e > 0 beliebig klein sein kann, auch für 

Das ist eine Halbebene, deren Begrenzungsgerade den Kreis vom 
Radius q berührt und senkrecht zur Richtung —9? steht. 



§ 2. Analytische Fortsetzung der /-Funktion. 

Jedes Integral ßW {/?} stellt eine reguläre Funktion dar. Wir be- 
trachten die Integrale über zwei verschiedene Richtungen?«! und®,, für 
welche die den Kreis |s| =5 berührenden Halbebenen §1 und ©„ wo 
^e Integrale sicher konvergieren, noch einen Teil gemeinsam haben, d. h. 
0 <(Pi—<Pi<n, und behaupten, daß sie durch analytische Fortsetzung 
zns^enhängen. Sind und T, zwei Punkte auf den Integrations- 
schen^Ltz-*^ gleichem Abstand R von 0, so ist nach dem Cauchy- 

fe-^‘F(t)dt-fe-^‘F(t) = ]'e-^‘F[t)dt. 

wobei die Integrale links geradlinig, das reihts entlang dem Kreisbogen 
vom Radius R zu erstrecken sind. Wir be- ° 

trachten nun eine Punktmenge in der s-Ebene, 
die sicher zu beiden Halbebenen und ß, 
gehört, nämlich die Winkelhalbierende w ihrer 
Begrenzungsgeraden. Für sie ist 


arc s 


+ <Pt 

2'' 


s cos 


: Vt~vi 



Da auf dem Kreisbogen der /-Ebene vom ’■ 

Radius R-t = Re*i‘ mit ist, so güt, wenn der Punkt s auf w 

hegt, in dem Integral auf der rechten Seite; 


91(s/)-ai^|s|Re ( 2 '^^)=^i''iÄcos(?>---’’‘ + ’’>j.^js|i?cos 

ferner ist ^ 


Somit ergibt sich: 

: ?• 

J e-^‘F 

r, 


(i)dt 




S R (fz“ 9'i) A C 
= -d (?), — ?)i) R e \ 2 • / 

Für diejenigen s auf re-, für die der Koeffizient von ~R im Expo- 
Solist wachsendem R gegen^O, 

lim J — lim f 

(r,| -^00 ü |r,i -^oo ü 

f ^ beliebig klein sein kann, für alle s auf w. — 

Weil fl ■ und auf einem Strahl übereinstimmen, steUen sie die 
Eleinente einer und derselben Funktion und zwar offenbar von fls) dar 
da dieses ja mit flW übereinstimmt **. m / . 


5 
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5 . Kap.; Die im Unendlichen legnl&ren /-Fnnktionon. 


Anwendungen. 

Satz 2. Ist dif ganzs Funktion F{t) vom Exponeniialtypus: 
|2 <‘{<)|<und periodisch: 

F{t-\-m)’=‘F {t) (ö) eine feste komplexe Zahl + 0), 

so ist F (i) ein Exponentidpdynom: 


= ^ c^e 


«lij, 


■wobei 


Beweis: Wir bilden Sl{F} längs des Strahles durch «»: 

oofaroco) co (Ä + 1)® oo (A + l)o) 


f{s)= f e—/ e—*Fip)dt=^Z J e-*F{t—kco)dt. 

0 AsaO Ao) A « 0 Aco 

Die Substitution t — ä o) = « ergibt: 

oo o> <o 

f{s) = ^ e"*"* f er*"F{u)du — ^ Je~‘'*F(u)du. 

A a 0 0 <• 

0) 

^ ist eine ganze Funktion (das ist in 4.1 nur für reelles <o bewiesen, 
gilt aber offenbar auch für komplexes); l — e~“* hat die unendlich vielen 
einfachen Nullstellen s = «■“*’. «== 0, ± 1,..., also hat /(s) höchstens 

diese Punkte zu einfachen Polen. Nim ist aber /(s) sicher außerhalb des 
Kreises vom Radius a um s = 0 regulär (s. Beweis b) zu Satz 1 [S-l]), 
kann also höchstens die endlich vielen Pole 

s=^n^i, n = o, ±1. ±N 

besitzen, wo 




ist. Also ist 


/{«)== 


XI -5s- 

s—n-1 




wo g{s) eine ganze Funktion ist (gewisse der c„ können noch ver¬ 
schwinden). Nun ist aber f{oo)—0, also |/(s)|<l außerhalb eines 

s 

hinreichend großen Kreises. Ebenso ist £ < 1 für alle hinreichend 

U=-ivl 

großen [s|. Also ist |g (s) | < 2 außerhalb eines gewissen Kreises. Inner¬ 
halb dieses Kreises ist g(s) gewiß beschränkt, also ist es in der ganzen 
Ebene beschränkt. Folglich ist nach dem Liouvilleschen Satz g (s) 
s=const und zwar =0 wegen g{s)~*-0 für |s|-*oo. Aus 

/(-)= V—^ 

»-* 



§ 2. Analytische Fortsetzung der I-Funktion. 
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folgt aber die Behauptung, da zu "3 - die einzige reguläre i-Funktion 
e** gehört. 

Aus diesem Satz ergibt sich leicht®* 

Satz 3. Die einzigen ganzen Funktionen F{i) vom Exponentialtyp mit 

i7(2») (0) = 0, p(®") (1) = 0 (»fe 0) 

sind die endlichen sin-Polynome 

F(^) = a^sinwTcf. 

n^l 

Beweis: Schreibt man für F die Taylorentwicklung mit dem Mittel¬ 
punkt ^ = 0 bzw. ^ = i an, so erkennt man, daß F um 0 bzw. 1 herum 
eine ungerade Funktion ist: 

F[^t)^^F(t), F(i^t) =~F (1 +^). 

Ersetzen wir,in der zweiten Gleichung i durch 1 so steht da: 
F( — i)==—F (2 + t). Mit der ersten zusammengenommen, ergibt das: 
F{2 + f) = F(/). Die Funktion hat also die Periode 2, mithin nach dem 
vorigen Satz die Gestalt 

F(f)= JS 


Addiert man hierzu die Gleichung 




»--AT 


SO folgt: 


+ N 

F{t)~i ^ c^sinn 7 tt — i^{Ci^—c^^)sinnni, 

Analog beweist man 

Satz 4. Die einzigen ganzen Funktionen F(t) vom ExponentiaUyp mit 
j7{2n+i)(o) ^0 («^0) 

sind die endlichen cos-Polynome 

N 

^^b^cos { 2 «+ 

n^O 

Die Verwendbarkeit von beim Beweis funktionentheoretischer 
Sätze zeigen wir an folgendem Beispiel: 

Satz 5. F{t) sei eine ganze Funktion und 


|F(f)| < für |arc/|<a< ^ und jedes noch so kleine «>0, 

|F(f)|<C2 für a^larc^l 
Dann ist F{t) eine Konstante, 
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5. Kap.: Die im Unendlichen regulären ^-Funktionen. 


Beweis: /{s) = Ä{F} ist außerhalb |s|=e regulär, also, da e be¬ 
liebig klein sein kann, in der ganzen Ebene mit Ausnahme von s = 0, 
und läßt sich durch 

0 

berechnen für 5ft («•’’s) > 0 (vgl. S. 66). Wenn axcs — ^ gesetzt ward, 
so kann <p so gewählt werden: 

Ist nun so wählen wir q) — — d. Dann ist 

f{s) = fe-^‘i'F{re-*»)dr, 

also 

OO 

0 

Ist dagegen j#] < a/ so wählen wir 

^ = —— a für 
^ —— d+a für ^<0. 

^Diese Werte sind erlaubt, denn es ist I9? + ^| = a<y; hier wird die 

Voraussetzung a < ~ gebraucht.^ Dann befinden wir uns wieder bei der 
Integration in dem Gebiet der Beschränktheit von F und bekommen: 

00 

/ (s) = Je- 1*i ^ F (r« (■ ^ "^ *) ) 

0 


also 


OO 



0 



Q 

Mithin ist durchweg |/(s)|^-~. Da /(s) im Unendlichen verschwindet, 

so ist sf(s) in der ganzen Ebene einschließlich 00 außer eventuell in 
5 = 0 regulär, und in der Umgebung dieses Punktes gilt: js/(s)|^C2. 
Dann ist aber nach dem Satz von Riemann 5 /(s) auch an der Stelle 
5 = 0 regulär definierbar, so daß 5/(5) in der ganzen Ebene einschließ- 
licli 00 regulär, mithin nach dem Satz von LiouviUe eine Konstante c 

ist. Aus /(5) = Y folgt aber F(t) = c. 



§ 2. Analytische Fortsetznng der ^-Funktion. 
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Verallgemeinerung für I-Funktionen, die in einem 
Winkelraum regulär sind. 

Main erkennt unmittelbar, daß die Ergebnisse im Anfang dieses Para¬ 
graphen auf Funktionen F {t) verallgemeinert werden können, die in einem 
Winkelraum a< arc^< /S mit eventueller Ausnahme von t^O und 
^ = oo regulär sind, wenn F{t) längs jedes Strahles nach ^ = 0 hinein 
absolut integrabel ist und der Abschätzung 

\F{t)\<Aef^^*^ für |^|>i (a>0) 

genügt. /(s) = S{F} ist in \s\>a, a —“<arcs</ff+ -y regulär 

(dieses Gebiet kann, wenn ß—0L>n ist, auf einer Riemannschen Fläche 
liegen) und wird durch 

00 (v) 00 . 

/ e->*F(t)dtr= f e->‘*'^'F(re^^)e''^dr {(x.<<p<ß) 

0 0 

jeweils für >a dargestellt. Alle diese Integrale sind analytische 

Fortsetzungen voneinander 

Das Arbeiten mit diesem allgemeineren Fall kommt beim Beweise 
des folgenden Satzes vor, in dem Satz 5 als Spezialfall enthalten ist. 
Satz 6. 0 (z) sei eine ganze Funktion und genüge den Abschätzungen: 

h 

|<P(^r) I < für \vivcz\<QL< 7 i^ wo k >0 und Äa < y ist] 

|(&(z)|<C2 für a^|arcz|^ji:. 

Dann ist 0 {z) eine Konstante 

Beweis: Wir wählen kx>k so, daß noch ä, a< -- ist, und setzen 

2 

Für t denken wir die Riemannsche Fläche des Logarithmus zugrunde 
gelegt. F(^) ist auf ihr regulär und periodisch gegenüber Änderung des 
arc/ um 2 k^ 7 i. Wir betrachten auf der Fläche nur den Winkelraum 
|arc/[^AiJz, der ein eineindeutiges Bild der ;?-Ebene darstellt, und 
merken uns besonders, daß F (/) auf den beiden begrenzenden Schenkeln 
dieselben Werte hat, und daß die Funktion auch über die Schenkel 
hinaus analytisch ist. F{t) erfüllt die Bedingungen: 

k 

|F(0| < Cjcl'l*' für [arc/| < Äia< y, 

|F(/)|<C2 für /Jia^=|arc/| 

Wir betrachten nun 

co(^) 

/(s) = / e-’‘F{t)dt. 

0 


Da 


|F(/)|<C^“ 
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5 . Kap.: Die im Unendliclien regnl&ren /-Funktionen. 


mit beliebig kleinem ^ < 0 und passend gewähltem C ist, so konvergiert 
das Integral in der Halbebene, deren Begrenzungsgerade durch s = 0 

geht und in der ist (^=arcs), und stellt bei Drehung 

des Integrationsweges ein und dieselbe analytische Funktion dar. Wir 
können z. B. immer =—gewählt denken, so daß 

/( 5 ) = fe-\‘\'F{re-*<>)dr 

0 

ist, woraus man sieht, daß /(s) ebenso wie F in dem Winkelraum 
jarcsj^^n; anal 3 rtisdi ist, auf den Schenkdn dieselben Werte an¬ 
nimmt und bei weiterer Fortsetzung periodisdi wiederkehrt. Wir 
schätzen nun /(s) ab und. wählen dazu f inuner so, daß der Integrations¬ 
weg in das Gebiet der Beschränktheit von F fällt. Für Aia < |i9| ^ * 1 « 
wählen wir 9 ? = — 1 ?. Dann ist 

OQ 

0 

Für wählen wir 

9 ) =—bei i&feO, 

9 ?= bei ^< 0 . 


Dann ist jp+ imd 


/(s) = Je- «<*.«) dr, 

0 

also 

\f{s)\^ f 6- 1*1 *■ COS (i»T Ala) C,= -gl f ^; 

J \$\ |5j 

0 

folglich ist durchweg |/(s)|^-^, 

Setzen wir nun s = so ist, da f{s) in # die Periode 2 k^Ti hat, 
== 9 ?(«) m der «-Ebene mit eventueller Ausnahme von « = 0 und 
u = cx) regulär und genügt der Ungleichung 

1 «^ 

+ 00 

9 j(«) läßt sich in eine Laurent-Reihe £ entwickeln mit 



f-^du 

iTti J + ^ ’ 


wobei das Integral über einen Kreis |«|=g>o zu erstrecken ist. 
Wegen der Ungleichung für (p(u) ist 



§ 3- Konvergenzgebiet und Singularitäten. 
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Für n> — kl lassen wir q gegen oo, für —gegen 0 streben und 
sehen, daß «« = 0 ist. kann also nur a_jk^ + 0sein, vorausgesetzt, 
daß kl eine ganze Zahl ist, also 

Hieraus folgt 

also 

und damit 

( 2 ) =«-*.• 

Man kann die S. 71 genannten Voraussetzungen über F noch dahin 
erweitern, daß man in dem Winkelraum Singulariläten zuläßt. Wird 
der Integrationsstrahl über diese weggedreht, so kommt ein Residuum 
hinzu, so daß nicht mehr alle Integrale analytische Fortsetzungen ein 
und derselben Funktion sind, sondern sich um gewisse additive Funk¬ 
tionen unterscheiden®’. 

§ 3 . Bestimmung des Konvergenzgebietes von {F} 
durch die Singularitäten von/(5). 

Der Satz 1 [ 5 . 2 ] sagt nur, wie groß die Konvergenzh^bebene von 
mindestens ist, er gibt sie nicht genau an. Während nun bei einer Potenz¬ 
reihe der Konvergenzkreis durch die dem Entwicklungsmittelpunkt 
nächstgelegene Singularität der dargestellten Funktion vöUig bestimmt 
ist, gilt für die Konvergenzgerade eines ß-Integrales etwas Analoges im 
allgemeinen nicht. Unser jetziger Fall macht aber hiervon eine Aus¬ 
nahme: die konvergieren jeweils genau so weit, als f{s) in einer 
Halbebene regulär ist. Dies wollen wir jetzt zeigen und damit den 
Satz 1 [5.2] präzisieren. 

i. Hilfsbetrachtung über konvexe Bereiche. 

Unter einem konvexen Bereich versteht man eine beschränkte, 
abgeschlossene Punktmenge, die mit zwei Punkten stets auch ihre Ver¬ 
bindungsstrecke enthält. Beispiele: Kreis, Ellipse, Dreieck, Quadrat 
(gemeint ist jeweils Fläche einschließlich Rand), Strecke. — Ein einzelner 
Punkt soll auch als konvexer Bereich gelten. 

Durchlaufen die komplexen Zahlen Zj und Zg die konvexen Bereiche Stj 
bzw. SSg, so heißt die von allen Kombinationen Zi + Zg durchlaufene Menge 
der Summenbereich ,©2 von und Er ist ebenfalls konvex.— 
Ist ® der Einheitskreis, so heißt S' + rf® der Parallelbereich von S? im 
Abstand d. Er entsteht dadurch, daß man die um die Randpunkte 
geschlagenen Kreise vom Radius d mit Ä vereinigt. 
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5 . Kap.: Die im Unendlichen regulären /-Funktionen. 


Der Durchschiutt von endlich oder unendlich vielen konvexen Be¬ 
reichen ist wieder ein konvexer Bereich, — Eine beliebige beschränkte 
Menge 3 Jl kann man auf unendlich viele Weisen in konvexe Bereiche 
einbetten. Der Dmchschnitt aller dieser Bereiche heißt die konvexe 
HiiUe von SK. Man kann sie sich durch einen straff gespannten Faden 
realisiert denken, der die (beispielsweise durch eingeschlagene Stifte 
dargestellte) Menge fest umschließt. 

Ist ein Strahl von 0 aus mit der Richtung <p gegeben, so erhält man 
den Punkt * des konvexen Bereiches ffi, der in der Kchtung q> am weitesten 
nach außen liegt, indem man sich provisorisch diese Richtung als positive 
reelle Achse denkt und das Maximum des Realteüs aller Punkte aus 
sucht. Das bedeutet, daß man, auf die alte Achse bezogen, das Maxi¬ 
mum k((p) von 

= xcosq> + ysimp 


feststdlt, wenn 2 = x + iy den Bereich ff durchläuft. k(q?) kann positiv 
oder negativ sein. 

Die Gerade senkrecht zur Richtung (p, die durch jenen äußersten Punkt 
geht, hat in Hessescher Normalform die Gleichtmg 


xcosq) + yün(p’—k{q>) = 0 

und heißt die Stützgerade von ff in der Normalenlichtung (p. Sie ist 
nämhch diejenige unter den zu (p senkrechten imd „jenseits“ ff liegenden 

Geraden, gegen die ff sich anlehnt oder 
stützt. — Man kann sich die Gesamt¬ 
heit aller Stützgeraden dadurch reali¬ 
siert denken, daß man eine Gerade 
auf ff abröUen läßt. 

Nach der Definition von k (q>) ist für 
jeden festen Punkt z = x + iy von ff 
xcos<p + yän(p—k{<p )^0 
für alle Werte von <p» 



Flg.6. 


Die Funktion k{<p) ist durch den konvexen Bereich ff eindeutig 
bestimmt, und sie bestimmt andererseits den Bereich eindeutig. Sie 
heißt die Stützfunktion von ff. — Die Stützfunktion des ParaUelbereiches 
von ff irn Abstand d ist Ä{y) 


2 . Die Singularitätenhülle ff von f{s). 

Da die Funktion f[s) zum mindesten im Äußeren des Kreises js| = ^ 
regulär ist, so ist die Menge ihrer Singularitäten beschränkt, besitzt also 
eine konvexe Hülle ff, die wir kurz die SingularitätenhiUle von / (s) nennen. 
In dem Ko mplementärgebiet ist f{s) regulär, ff kann nicht leer sein 

♦ Es kann mehrere, sogar unendlich viele solche Punkte geben. 
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außer in -dem trivialen Fall f(s) =const = 0. Offenbar gilt für die Stütz¬ 
funktion von 

|A (93)1^0. 

Satz 1. Das Laplace-Integral mü der Integrationsrichtung q) 

konvergiert genau in der Halhehene, die von der Stützgeraden von ^ in der 
Normalenrichtung—(p begrenzt wird (also so weit, wie es funktionentheoretisch 
Überhaupt möglich ist), und zwar sogar äbsolut^^. 

Beweis: In der Darstellung von F (^) S. 64 können wir als Integrations¬ 
weg den Rand 81 eines Parallelbereiches von im Abstand d nehmen. 
Es gilt (s f= ^ ^ y) • 

[P(re‘>)|= f(s)ds 

« n 

Das Maximum von x cos ip — ysm(p = x cos (— 9?) + y sin (— 9?) ist, wenn 
s auf 31 wandert, die Stützfunktion k(—q)) + d des Parallelbereiches. 
Ist ferner L die Länge von SR und M das Maximum von |/| auf SR, so 
ergibt sich: 

IF (r c‘»■) I ^ e(* ‘. 

Da > 0 beliebig klein gewählt werden kann, so konvergiert 

00 

a(»){F} = F(r 

0 

für 

SR > k (— 9 ?), 

sogar absolut. Weiter kann das Integral aber bestimmt nicht konver¬ 
gieren, weil die dargestellte Funktion f{s) ja in der Konvergenzhalbebene 
regulär ist. Also begrenzt die Stützgerade von S in der Normalenrich¬ 
tung— (p das genaue Konvergenzgebiet. 

Dreht man den Integrationsstrahl und läßt ihn alle Richtungen von 
0 bis 2:/?: einnehmen, so fegen die Konvergenzhalbebenen gerade das 
Komplementärgebiet von ,ft aus, so daß man / (s) außerhalb ft’ durch das 
2-Integral mit einer geeignet gewählten Integrationsrichtung, und zwar 
an jeder Stelle ä auf unendlich viele Weisen darstellen kann.« 


§ 4 , Der Indikator von F und der Zusammenhang zwischen dem 
Anwachsen von F und den Singularitäten von /. 

In § 1 betrachteten wir das Maximum Af (r) von F(^) für |/|=r und 
zeigten, daß 

^ - log M (r) 
hm ——^ = o 


r->-oo 
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ist. Wir verfeinern nun die Betrachtung, indem wir die einzelnen Strahlen 
von 0 aus ins Auge fassen und für jedes feste cp 

r-^oo ^ 

bilden. Nach dem eben angeführten Resultat ist 

h{(p) kann natürlich negativ sein; daß es außer in dem trivialen Fall 
F(t)5 0 nicht — oo sein kann, wird sich sogleich ergeben, hifp) mißt 
dajs Anwachsen von F entlang dem Strahl in der Richtung <p und heißt 
der Indikator von-F {<)**. 

Satz 1. Zwischen dem Indikator h{q)) vonF und der Stützfunktion k{<p) 
der Singularitätenhalle von f besteht die Beziehung*^ 

h(<p)=k{—<p). 

Das Anwachsen von F in der Richtimg (p hängt also ab von der (den) 
in der Richtimg — y „am weitesten außen" liegenden Singularität(en) 
von /{«). 

Beweis: Wäre für ein ip die Funktion h{ip) = —oo, so müßte bei 
beliebig großem G für alle hinreicbend großen r 




d.h. 

F{re*^) < e“®’’ 

sein. Also wäre S<’’ 1 {F} für alle s konvergent, folglich f{s) in der ganzen 
Eb^e regulär und dmnit sO. Wir können mithin h{q>) als endlich 
annehmen. Dann ist bei beliebig kleinem e > 0 für alle hinreichend 
großen r: 

also 

Folglich ist sicher konvergent für 

>Ä( 9 ). 

Da es aber andererseits genau für 

^{e*^s)>k{r-fp) 

konvergiert, so muß 

sein. Nun bewiesen wir S. 75: 

lF(r e*i’) 1 +<>)'•, 

2 71 
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r^oo ^ 

oder, da i beliebig klein sein konnte; 

h(<p)^k{—<p). 

Folglich ist 

*(?’) = *(—?>)• 

Der Indikator h{(p) ist demnach auch als Stützfunktion eines kon¬ 
vexen Bereiches brauchbar, und zwar liegt dieser offenbar spiegelbildlich 
zu SE hinsichtlich der reellen Achse. Er heißt das IndikcUordiagramm 
von F{t). 

Wir können unserem Ergebnis noch eine andere Wendung geben: 
Die Funktion h{(p) beschreibt das asymptotische Verhalten einer ganzen 
Funktion F(<) vom Exponentialtypus bei Annäherung an /=oo längs 
Strahlen. Dieses Verhalten spiegelt sich wider in der Lage der Singu¬ 
laritäten der zugeordneten Bildfunktion / (s) und läßt sich bei Kenntnis 
derselben vollständig beherrschen. Wir werden später sehen, wie man 
dieses Verhalten noch feiner beschreiben kann, wenn man nicht nur 
über <iie Lage , sondern auch über den Charakter der Singularitäten 
von f{s) Bescheid weiß (s, 14 - 3 ) 

§ 5. Das Borelsche Summabilitätspolygon, seine Ergänzung 
und Erweiterung, 

In unseren Ergebnissen ist die Theorie des sog. Borelschen Summa- 
bilitätspolygons in erweitertem Umfang enthalten. 

Über die Summabilitätstheorie, insbesondere die von Borei. 

oo 

Wenn eine Reihe nicht im üblichen Sinn konvergiert, d. h., 

M oc 0 

wenn ihre Partialsummen keinen Grenzwert haben, so hat man auf 
viele verschiedene Arten versucht, ihr einen ,,verallgemeinerten Summen¬ 
wert" beizulegen, mit dem sich in gewissem Umfang so operieren läßt 
wie mit dem gewöhnlichen Summen wert. Diese ,,Summierungs ver¬ 
fahren" laufen alle darauf hinaus, daß man der Folge der c„ bzw. eine 
andere Folge oder auch Funktion S (;c) zuordnet, also auf sie im Sinne 
des 1. Kapitels eine Funktionaltransformation ausübt, und dann den 
Grenzwert von S (x) bei Annäherung an eine geeignet gewählte Stelle Xq, 
falls vorhanden, als „verallgemeinerten Grenzwert" der definiert. 
Gelingt dies tatsächlich, so sagt man, die Reihe sei nach dem betreffenden 
Verfahren ,,summierbar*' oder ,,summaber‘, bzw. die Folge der sei 
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„ZfmüieySar** *, Man legt die Methode natürlich möglichst so an, daß sie, 
wenn die Reüie wirklich konvergiert, den üblichen Summenwert 
liefert, daß sie, wie man sagt, „permanent'" oder „konsistent" ist. 

In der Funktionentheorie, wo es sich nicht um numerische Reihen, 
sondern um Reihen von Funktionen handelt, sind derartige Gedanken¬ 
gänge im Gewand der analytischen Fortsetzung sehr geläufig, und es 
haftet ihnen dort gar kein befremdlicher Charakter an. Denn daß es, 
wenn eine Reihendarstellung einer Funktion an gewissen Stellen divergiert, 
einen anderen, aus ihr durch geeignete Umformungen erhältlichen Aus¬ 
druck geben kann, der dort konvergiert, ist nichts weiter Merkwürdiges. 
Man denke z. B, an die Umordnung einer Potenzreihe in eine andere 
oder in eine Reihe von Polynomen. 

Eine der einfachsten Summabilitätsmethoden ist die nach Abel 

benannte: Man ordnet den die Funktion S{x)==:^c„^ zu, falls diese 

Reihe für ) ^ ] < i konvergiert, und stellt fest, ob S [x) einen Grenzwert 
hat, wenn x durch reelle Werte gegen 1 strebt. Der zugehörige Per- 
manenzsatz wird hier durch den Abelschen Stetigkeitssatz geliefert. 

An dieser Stelle interessiert uns hauptsächhch die Methode von Borel. 

00 

Ist die „assoziierte“ Potenzreihe ^ für aüe * konvergent 

0 

und existiert fe~’‘G{x)dx = l, so hfeißt l die Borelsche Summe von 
0 

£ c^. (Eine andere Definition siehe S. 190.) Ist c„ = z", die gegebene 

Reihe also eine Pötenzreihe 95 (z) = Ja.z». und hat diese einen von 0 

verschiedenen Konvergenzradius r, so ist G{x) = ^= (xz) 

für alle * und z konvergent, also eine ganze Function vom Expo- 
nenüaltypus (Satz 1 [5.1]), und der Ausdruck 

=/ e~* 0 {xz)dx 
-- 0 


"'““8 die Be- 

in dmn TToii^ CS f^tgelegt sind, so ist es eigentlich unsinnig, ausgerechnet 

EsÄd!«; w «»ninüerbar und Umitierbar zu reden, 

wflrde »li» «' h Beiträgen, wenn man eine Terminologie wfthlen 

^ ..verallgememerten Grenzwert". 

oder Finnin einer zMgeordnafen Folge 

r • w 7 Gegenstand der Summabüitätstheorie ist, wie n^n 
^Ät, nur em SpezialfaU emer m der Funktionalanalysis anftretenden viel aU- 

das Funktionaltransformation 

V 1. <ter Objektfunktion an emer SteUe (oben des s, bei « = 00) in dem 

Stelle ^emptegelt Für d“ 
OO KapttX “ ^"^«abe noch ausfübrüch behandeln 
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konvergiert (nach BoREL) im Innern^® und divergiert (nach Phragm^n) 
im Äußeren^® des sog. Borelschen Summabilitätspolygons SB, das durch 
die Singularitäten von <p folgendermaßen 
bestirtimt ist (es braucht kein gerad¬ 
liniges Polygon zu sein und kann sich 
ins Unendliche erstrecken): 

Al- Man ziehe durch die singulären 
Punkte von tp (z) senkrecht zu deren Ver¬ 
bindungsstrecken mit dem Nullpunkt 
Gerade. Dann ist ® der Durchschnitt 
von denjenigen der so entstehenden 
Halbebenen, die den Nullpunkt ent¬ 
halten. (Der Konvergenzkreis der Po¬ 
tenzreihe ist ein Teil von S 3 .) Da 
jede Halbebene konvex ist, so ist S 
ebenfalls ein konvexes Gebiet. — 

Man kann 53 auch als ,,Stern" defi¬ 
nieren*: 

Bl. Auf jedem von 0 aus laufenden Strahl bestimme man die obere 
Grenze derjenigen Strecken, welche die Eigenschaft haben, daß <p{z) 
in dem über der Strecke als Durchmesser stehenden Kreis noch 
regulär ist. 53 ist die Vereinigungsmenge jener Maximalstrecken. — 
In dem Kreis q über der Strecke von 0 nach einem Randpunkt 
von 53 liegt also kein singulärer Punkt, aber mindestens einer auf seiner 
Peripherie. 

Wir wollen nun zeigen, daß diese Aussagen und noch viel mehr in 
unseren Ergebnissen des 4 . Kapitels enthalten sind. 

* n* 

♦ 

Wir legen die Annahmen und Bezeichnungsweisen von § 1—4 
zugrunde. Wird St nur von endlich vielen singulären Punkten 5 auf¬ 
gespannt, so daß St ein geradliniges Polygon ist, so wollen wir das den 
„typischen Fall" nennen. Dieser i.st in den Figuren stets angenommen. — 
Erstreckt man das 2 -Integral von F über einen Strahl der Richtung (p 
der ^Ebene, so konvergiert es in der .s-Halbebene die von der Stütz¬ 
geraden von ft' mit der Normalenrichtung— (p begrenzt wird. Wir richten 
nun unser Augenmerk auf die darin enthaltenen Punkte, die den in der 
Halbebene liegenden Teil X der Normalen S ausmachen, und schreiben 
einmal vor, daß die Werte von / in diesen Punkten nur durch das 

* Nach MiTTAti-LKKi-XKR Ixjzeichnet man als Stern ein Gebiet, das aus lauter 
von einem Punkt au.sgchenden Strecken aufgebant worden kann und dessen Rand 
von jedem aus jenem Punkt kommenden Strahl in genau einem Punkt getroffen 
wird. 
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ß-Integral mit der Integrationsrichtung <p und durch kein anderes berech¬ 
net werden sollen. Li^ 0 in Ä, wie wir es vorläufig annehmen wollen, 
w man das auch so ausdrücken: Wenn /(s) in einem bestimmten 
s auszureclmen ist, so soll dazu gerade das S-Integral über den 
Strahl von der Richtung 


— arc s = arc 


benutzt werden („gekoppelter" Integrationsweg); 




00 (ttro5~^) j-l, 

(1) /(s)= J kürzer f 

^ 0 

Für s auf einem Strahl @ von 0 aus ist dasselbe Integral 
raue bar, aber Konvergenz findet nur für die s statt, die auf dem 
He^n ^ ^ senkrechten Stützgeraden abgeschnittenen Teil % von @ 

Die Gesamtheit der Punkte F, in denen die Stützgeraden von ihren 
JNormaien getroffen werden, nennen wir die Fußpunktkurve f von ff 
, „ bezüglich 0 , Im typischen Fall 

besteht sie aus Bogen der Kreise c 
über den OS als Durchmessern. 

Die Bogen werden begrenzt durch 

die Fußpunkte H der Lote von 0 
auf die Verbindungsgeraden der S. 
Die Integrale (1) sind jeweils auf 
den von der Fußpunktkurve nach 
außen liegenden Teilen 3 ; der Strah¬ 
len © konvergent. Den aus diesen 
f/, Teilen aufgebauten Bereich nennen 
wir g. Er ist ein Teil der Kom¬ 
plementärmenge von ff. 

Dadurch, daß wir die Inte¬ 
grationsrichtung des S-Integrals 
von s abhängig machten, haben 
wir also einen Teil des Konver¬ 
genzgebietes eingebüßt, dafür aber 
einen Vorteil in der Schreibweise 
errungen: Machen wir nämlich die 
nicht 711 ^ m ^ Substitution was, da s = 0 

die reellen ^ ^ Sinn hat, so durchläuft jetzt x 

aie reeUen Werte von 0 bis +cx). In 5 ist also 



Fig.a. 




( 2 ) 


$ 5* Das Boidsche Stunmabüitat^lygon. 
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Machen wir nun die Transformation -j = z, so geht 



0 


über, und (2) ergibt 

( 3 ) 


00 


<p{z) = J e''*0(zx)dx. 
0 


Das Konvergenzgebiet Qf von (2) geht bei der Transformation* gerade 
in das Borelsche Summabilitätspolygon 8 über: Die Kreise c bilden sich 
ab auf die in der Beschreibung genannten Geraden, die zu den Ver- 
bindungsstrecken der Singularitäten mit dem Nullpunkt senkrecht 
stehen; die durch f abgeschnittenen Teile X der Strahlen @ auf die in 
genannten Maximalstrecken; die Halbebenen $ ajaf die über diesen Maximal¬ 
strecken als Durchmessern stehenden größten Kreise q, innerhalb deren q> 
noch regulär ist. (Umgekehrt kann man jetzt fjf direkt erhalten, indem 
man über den Verbindimgsstrecken der singulären Punkte von f{s) mit 0 
als Durchmessern Kreise beschreibt und von deren Äußeren den Durch¬ 
schnitt nimmt.) ^ 

Diese Beziehungen erfahren eine Modifikation, wenn 0 (s = 0) außer¬ 
halb von Sl liegt**. In diesem Fall geht die Fußpunktkurve durch 0 und 
hat dort einen Doppelpunkt, der von den zwei Stützgeraden herrührt, 
die durch die Tangenten von 0 an den Rand von S? gebildet werden. 
Wir wollen jetzt das mit @ gekoppelte Integral durch 


( 4 ) 


oo(S->) 

0 


bezeichnen, um daran zu erinnern, daß es über den an der reellen Achse 
gespiegelten Strahl der ^-Ebene zu erstrecken ist. Wenn man auf jedem @ 
den Konvergenzbereich % von ( 4 ) feststellt, d. h, den durch f abgeschnit¬ 
tenen Teil bestimmt, so muß man gewisse @ über 0 hinaus verlängern. 
Dadurch zerfällt die Fußpunktkurve f in zwei Teile fi und fi ist der 
Teil, wo die Stützgerade die Normale © im Innern trifft, bei f* trifft 


* Die Transformation — = -f besteht in einer Spiegelung am Einheitskreis 

(Transformation durch reziproke Radien) und einer Spiegelung an der reellen 
Achse. In den Figuren ist der Deutlichkeit halber nur die Spiegelung am Einheits* 
kreis durchgeführt, weil diese für das Gestaltliche allein entscheidend ist; die 
Spiegelung an der reellen Achse kann leicht in Gedanken hinzugefügt werden. 
Wir zeichnen also mit anderen Worten das Bild in der Ebene der konjugiert kom¬ 
plexen Zahlen J. 

Doetsch, Laplace-Tranflornuition. 


6 
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die Stützgerade die Normale erst ia der Verlängerung. fi ist die Fußt 
punktkurve des kleinsten konvexen Bereiches, der St und 0 zugleich 
umfaßt. Der Konvergenzbereich von ( 4 ) besteht aus zwei Teilen: Dem 
Äußeren von und dem Innern fj* von f2. Ist P ein laufender Punkt 
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auf dem Rand von St, so ist der Durchschnitt des Äußeren, Sa der 
Durchschnitt des Innern der Kreise über den OP als Durchmessern. 
(Wenn 0 im Innern von ® liegt, so existiert eben S2 evidentermaßen 
nicht.) 

Macht man jetzt die Substitution = = 4 = 0 ), so bekommt man 

etwas Verschiedenes, je nachdem s in oder gg liegt. Ist s ein Punkt 
aus so wird der Integrationsweg in die positive reelle ;»;-Achse 
übergeführt und man erhält wie früher das Integral (2), das nun f{s) 

nur in daxstellt. (2) geht durch die Transformation = if in den 

Borelschen Ausdruck (3) über, während gj auf das übliche Borel- 
Polygon, es heiße jetzt ®i, abgebildet wird, das in diesem Fall den 
Punkt 00 auf dem Rand enthält. 

Liegt s dagegen in gg, so wird durch s ^ = ;k; (s = 4 = 0) in die 
negative reelle :v-Achse übergeführt, so daß wir d^ in gg konvergente 
Integral 
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erhalten. Bei der Transformation ~ == *2^ geht es in den Ausdruck 


— 00 

( 6 ) (piz) = f e'~*0{zx)dx 

0 

über, der nun in dem Bilde ©g von konvergiert, ©g kann auf zweierlei 
Arten beschrieben werden (durch Übersetzung der betreffenden Eigen¬ 
schaften von 5g): 

Ag. Man errichte auf den Verbindungsstrecken der singulären Punkte 
von q>{z) mit 0 die Lote und nehme den Durchschnitt derjenigen so 
entstehenden Halbebenen, die den Nullpunkt nicht enthalten. (Ist ©^ 
ein endlicher Bereich, so kann ©g offenbar nicht existieren.) 

Bg. Man bestimme auf jedem Strahl durch 0 die kleinste Strecke 0 Q, 
so daß q?{z) noch im Äußeren des Kreises über OQ bIs Durchmesser 
regulär ist. ©g ist dann die Vereinigungsmenge der Verlängerungen 
jener OQ. (Aus dieser Definition sieht man deutlich, daß ©g nur 
existieren kann, wenn <p{z) im Unendlichen regulär ist, daß das aber 
nicht hinreicht. An der Figur in der s-Ebene ist das evident.) 

Damit haben wir der Bordschen Methode zunächst einmal eine 
Ergänzung gegeben, wodurch eine Lücke ausgefüllt wird, die nur durch 
unsere vorhergehende Betrachtung in der s-Ebene aufgedeckt werden 
konnte. Aber von unserem Standpunkt aus sind eigentlich beide Borei- 
Methoden nur Verstümmelungen einer allgemeineren Methode mit größerem 
Konvergenzbereich, die erst die in dem S-Integral steckenden Möglich¬ 
keiten voll ausnutzt. Man kann dazu auf zwei Wegen kommen: 


I. Wir gehen aus von dem ß-Integral mit beliebigem Integrationsweg: 


( 7 ) 

setzen st = x: 

( 8 ) 


00(97) 

/( 5 )=/ e-^F{f)dt. 

0 

oo(97 + arc5) 

= | I e-‘‘F[^)dx 
0 


und dann (also arcs = —arcz), [sf{s)] 1 == 9?(;2r); das ergibt 

Z S f — 

s 


00 (flj — aro») 

(9) <p(^)= J e'^^F{zx)dx, 

0 

Wenn tp jeden Wert von 0 bis 2 bedeuten darf, so konvergiert ( 9 ) ins¬ 
gesamt in dem bei der Abbildung ^ der Singularitätenhülle ff 
von/(s) ^[z(p{z)] 1 entsprechenden Bereich, den wir das Pincherlesche 

Kreispolygon 5 |S nennen wollen Es ist einfach zusammenhängend und 
liegt entweder ganz im Innern seiner Randkurve p (wenn 0 in ® lag) 
oder im Äußeren (wenn 0 außerhalb ® lag). S war konvex, f war seine 

6 * 
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Fußpimktkurve. Bei der Transformation s = — (hzw. bei der Spiegelung 

am Bmbeitskreis) kehren sich die Verhältnisse um*: Aus f wird eine 
tew. zwei konvexe Kurven, j.e nachdem 0 innerhalb oder außerhalb 
^ lag (der Rand des Borel-Polygons iß bzw. die Ränder von S3i und ©j), 
aus dem Rand von li wird die zugehörige Fußpunktkurve (der Rand p 
des Pincherle-Polygons 5ß). p ist also die Fußpunktkurve des konvexen 
Bereiches 8, bzw. setzt sich zusammen aus den Fußpunktkurven, von 
•und ©y und best^t im typischen Fall aus lauter Kreisbogen, die durch 
jewei an ® bzw. und beteiligte Singularitäten und den Nullpunkt 
bestimmt sind. Nun kann ja das Konvergenzgebiet von (7) so definiert 
werden. Man verschiebt, vom Unendlichen herkommend, eine Gerade senk¬ 
recht zu einem festen Strahl, bis sie durch eine Singularität von f{s) geht; 
von den beiden durch sie begrenzten Halbebenen nimmt man diejenige, 
^ / (^) regulär ist, und bildet die Summe aller auf dieselbe Weise ge¬ 
fundenen Halbebenen. In die z-£bene Übertragen bedeutet das: Man 
läßt den J^ttelpunkt eines Kreises, der stets durch z = 0 geht, von z o 
her einem festen Strahl wandern und den Eireis sich ausdehnen, 
bis ^ine Peripherie durch eine Singularität von y(z) geht. (Im Innern 
ist dann y(z) regulär.) Karin nxan den Kreis beliebig groß machen, 
wne an eine Singularität zu kommen, und ist auch z == oo ein regulärer 
xTiukt, so muß man die Peripherie auch noch über z = oo weggldten lassen 
(so TOe m der s-£bene jene gleitende Gerade über s = 0), d. h. man muß 
(^oße) durch z =* o gehende Kreise betrachten, deren Mittelpunkte auf der 
, mängerung des Strahls nach der anderen Seite liegen, und ihre Radien 
schrumpfen lass^, bis die Peripherie durch einen singulären Punkt geht, 
(y (z) ist dann im Äußeren des Kreises regulär.) Die Vereinigungsmenge 
alte so erhalt^en Kreisiimem bzw. Kreisäußeren ♦♦ ist Kürzer, aber 

s^editer zu Übersee: Man betrachtet alle Kreise durch z=0 und 
behält diejeni^n bei, wo ip(z) entweder im Innern oder im Äußeren 
regulär ist. Die Regulantätsinnem bzw. -äußeren vereinigt man 2 x 1 ?ß. 

Für eine feste Ri^tung 95 konvergiert (7) in einer Halbebene, deren 
dmh die Stützgerade mit der Nonnalenrichtung — 9 ? ge- 
öiiaet wird. Also konvergiert ( 9 ) innerhalb bzw. außerhalb eines Kreises 
diwh zj=0. dessen Mittelpunkt auf dem Strahl von der Richtung?) 

dessen Rand mindestens eine Singularität vorkommt, 
während ? (z) im Innern bzw. im Äußeren regulär ist. Das sind wieder die 
Kreise, die ^1 der Beschreibung des Bord-Polygons ® bzw, 
und semer E rgänzung vorkamen. 

s. 7*i7-7^“[lau's"ädT Math. Z. 41 (1936) 

ä » derBorel-Polygone 

der von 0 anidaulenden DuiehmMaiar. 
^ von 0 audanfmden Verlängerungen dieser Duich- 
mesKT zustande. $ dagegen entrtdit durch Vereinigung der FUchen selbst 
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Den ursprünglichen Bordschen Ausdruck erhält man aus ( 9 ), indem 
man arc z^tp setzt, d. h. er konvergiert nur auf dem Durchmesser 
durch j?=: 0 , bzw., wenn existiert und (9) im Äußeren eines Kreises 
konvergiert, auf der von z^O auslaufenden Verlängerung des Durch¬ 
messers; für die Punkte auf der anderen Verlängerung des Durchmessers 
muß man 2 xcz^fp —tt, also 93 — arcjsr=:?r setzen, so daß das Integral 
über die negative reelle Achse zu erstrecken ist, wodurch man auf den 

— 00 

Ergänzungsausdruck f konunt. 

0 

II. Wir lassen in dem Borelschen Ausdruck beliebige Integrations¬ 
wege zu**: 

00 to) 

(10) (p(z) = / e-*F(zx)dx. 

0 

Durch 2 = -7 . " 7 V”(y) = /(*) ergibt sich: 

00 (f> aro f) 

(11) /(s)= / 

0 

Bei beliebigem 93 konvergiert (il) natürlich insgesamt außerhalb St, 
( 10 ) in 5 ß. Es ist aber interessant festzustellen, wo (11) und ( 10 ) für ein 
festes q> konvergieren. Für alle s auf demsdben Strahl @ ist dersdbe 
Integrationsweg brauchbar. Das Integral konvergiert dann, wenn s 
beliebig sein könnte, in der 
Halbebene, die durch die 
Stützgerade mit der Norma¬ 
lenrichtung — (9? T~ 3rc s) be¬ 
stimmt ist. Hiervon kommt 
aber nur der in der Halbebene 


Fig. 10. 

liegende Teil von © in Betracht. Die Stützgerade schneidet © in 
einem Punkt D unter dem Winkel a, und es ist 

71 
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Wir werden also dazu geführt, statt der Fußpunktkurve, die dem 
Fall 99=0 entspricht, eine andere Kurve zu konstruieren: den geome¬ 
trischen Ort der Punkte, wo die Strahlen von 0 aus durch die mit ihnen 

den Winkel ^~-<p bildenden Stützgeraden getroffen werden. Dieser 

Strebenendkurve* entspricht in der ;!r-Ebene eine Kurve die so erhalten 
wird: Man betrachtet, mit kleinen Radien anfängend, die durch O gehen¬ 
den Kreise, die mit einem Strahl @ den Winkel bilden, deren 

Mittelpunkte also auf der Geraden liegen, die mit 0 den Winkel q> bildet. 
Man ^t die Kreise sich ausdehnen, bis auf die Peripherie eine Singu¬ 
larität zu liegen kommt. Dieser Kreis schneidet 0 in D. Die Gesamtheit 
aller D ist B^. Die Kurve B^ begrenzt ein „Borel-Polygon" 93^. Nicht 



Flg. 12, 


alle SBp brauchen zu existieren. So existiert ja, wie wir wissen, das früher 
mit ® j bezeidmete SB„ nicht, wenn 93o endlich ist. Übrigens ist B^ als Bild 
der Strebenendkurve konvex, während das Bild p des Randes des 
konvexen Bereiches die Strebenendkurve von B^ den Parameter 
— <p darstellt**. 

Im typischen Fall bpsteht in der s-Ebene wieder aus Kreisbogen 
über 05, deren Peripheriewinkel gleich cc ist. In der r-£bene entsprechen 
ihnen Gerade, die mit OS, wo 5 das Bild von 5 ist, den Winkel 
— 9 ? bilden. Man kann sich die verschiedenen Polygone stetig 

* Dieser Name ist in .der in FuBnote * S. 84 zitierten Arbeit eingefahrt und 
soll daranf binweisen. daß O D als eine gegen die Stützgerade gestellte Strebe 
angesehen ‘werden kann. 

Siebe die in Fußnote • S. 84 zitierte Arbeit, Satz 7 und 8. 
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auseinander hervorgehend denken, indem man in den Punkten S Schar¬ 
niere anbringt und die Begrenzungsgeraden jeweils im Winkel a gegen 

OS einstellt. 

Die beschriebenen Zusammenhänge können auch auf Grund der 
Cauchyschen Integralformel abgeleitet werden^*. 


6 . Kapitel. 

Die komplexe Umkehrformel der 
Laplace-Transformation. 

§ 1. Analogie mit der Potenz- bzw. Fourier-Reihe. 

Die l^aplace-Transformation 

(!') f{s)=Je-*F{t)dt 

0 

ist, wie schon in 3.5 betont, das kontinuierliche Analogon zur Potenz¬ 
reihe 


( 1 ) 


(p{z) = i:a„^. 


Letztere transformiert die Folge in die Funktion q){z). Bei jeder 
Funktionaltransfonnation ist es wünschenswert, sie ,,umkehren“, d. h. 
aus der Resultatfunktion die Objektfunktion zurückgewinnen zu können. 
Bei der Potenzreihe geht das, sogar auf ganz verschiedene Weise. 

1 . Es ist (Taylorsche Formel) 

. _ y*"* ( 0 ) 

(2) Ml ' 

Man beachte, daß man zur Anwendung dieser Formel <p{z) nur in einw 
bdiebig kleinen Umgebung von «=0, ja sogar nur auf einem beliebig 
kleinen von 0 ausgehenden Kurvenstück, z. B. auf einem Stück der 
reellen Achse, zu kennen braucht. 

2. Ein anderer Ausdruck für a„ ist (Cauchysche Formd): 

1 f vi*) j- 

(3) J 7 ^^ ' 

erstreckt z. B. über einen Kreis um den Nullpunkt. Nach Cauchy 
ist zwar 

jalso ( 3 ) mit ( 2 ) äquivalent, aber trotzdem ist ( 3 ) ganz anders geartet: 
Hier braucht man die Werte von <p ün Komplexen auf einer den Null¬ 
punkt umlaufenden Kurve. 



88 6. Kap.: Die komptee Umkehifonndl der Laplace^Transfonnation. 

Wir werden in der Folge zuerst an (3) anknüpfen^ dessen Analogon 
für die .LaplacerTransfomiation man leicht erraten kann, wenn man zu¬ 
vor die Substitution y(^-*)=/(s) macht und schreibt; 

Es lautet: 

wobei das Integral über eine vertikale Gerade der s-Ebene (die ja bei dar 
Abbildung zs=e~* dem Kreis um r=p entspricht) iin Konyergenzgebiet 
vom / (s) zu erstrecken ist. Durch die Substitution s = x + i y {x = const) 
gewirmt (3') die Form 

+ 00 

Oi) + 

—oo 

( 3 ') gilt aber keineswegs so imbeschränkt für die in einer Halbebene 
wie 5 ) für die in einem Kreis anal3dischen Funktionen, die Festetellung 
von Gültigkeitsbedingungen wird vidmehi unsere Hauptarbeit sein. Um 
die richtige Einstdlung zu der ganzen Frage zu bekommen, machen wir 
^mch hier einige Vorbemerkungen. 

( 3 ) setzt die Uyt in Beziehung zu den Werten von f{z) auf einem Kreis 

00 

gssconst (* = 5«*«*). Dort ist aber eigentlich eine Fourier- 

0 

Reihe 

(io) = 

0 

und (3) ist ja auch, wenn man die int^;rationsvariable z gemäß z == g e** 
durch f ersetzt, nichts andties als die Formd für die Fourier-Koeffi¬ 
zienten von /(ge*»’); 

( 3 o) 

(vgl. die Erörterungen itn 2. Kapitd). Wenn wir also fragen, ob 
die S-Tra^onnation sich durch das Analogon (3 q) zu (%) umkehren 
läßt, so müssen wir dai:auf gefaßt sein, daß weniger eine Analogie 
zu den so einfachen Potenzreihen als zu den wesentlich komplizier¬ 
teren Fourier-Reihen vorliegt und daß infolgedessen die Frage von 
derselben Schwierigkeit ist, wie das Problem, wann bei der durch eine 
bdiebige Koeffizientenserie definierten trigonometrischen Reihe (lg) 
sich die Koeffizienten vermöge (3o) in Fourierscher Gestalt ausdrücken 
lass^, mit anderen Worten, wann die trigonometrische Reihe (Io)' 
eine Fourier-Reihe ist. 
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Setzen wir (l®) in (Jo) und (!') in der Gestalt 


(li) t{x -1-1» = {e-**F(t)) dt 

in (3o) ein, so können wir das Problem so formulieren: 
Wann ist +„ 

( 4 ) = 

n F=sO 

bzw. ^ 

( 4 ') «-**!?(<) j 6 *»ydyfe-*y-(e-^^F(r))dr? 


Damit aber wird klar, daß unsere Frage hinsichtlich der Laplace- 
Transformation identisch ist mit der nach der Gültigkeit des Fourier- 
schen ItOegraUheorems [für die Funktion «~*'F(f)], das genau die Gestalt 
( 4 ;') hat, nur daß das Integral nach t von — oo bis -|- oo läuft statt von 
0 bis bo. Auf diese Form wären wir gekommen, wenn wir statt von der 

einseitig unendlichen Laplace-Transformation von der zweiseitig unend- 
+“ 

liehen J e ausgegangen wären. Dieser entspricht die Laurent- 

— OQ 
+ 00 

Reihe ^ a„ z’, und die Koeffizientenformel lautet bei ihr genau wie (3); 

— OO 


analog wird für die zweiseitig unendliche Laplace-Transformation die 
Umkehrformel dieselbe Gestalt wie (3') bzw. (3^ erhalten. Diese Er¬ 
weiterung vermittelt uns erst die richtige EinsicM, wenigstens, wenn man 
das Fouiiersche Integraltheorem als Basis nimmt: Die Formel (3') ist 
eigentlich die Umkehrung der zweiseitig unendlichen Laplace-Trans¬ 
formation. Die einseitig unendliche stellt eine Verstümmelung dar: hier 
ist F{t )—0 für —00 <t<o. Das Umkehrintegral muß also, wenn man 
es für <<0 bildet, verschwinden. 

In der Literatur, die sich mit den Anwendungen der Laplace-Trans¬ 
formation auf Differential- und Integralgleichungen beschäftigt, wird sehr 
häufig der Fehler gemacht, daß die Formel (3') bzw. (3i), falls das Inte¬ 
gral überhaupt nur existiert, blindlings dazu benutzt wird, zu einer Funk¬ 
tion /(s) die ihr angeblich vermöge der ßi-Transformation entsprechende 
Funktion F{t) zu bestimmen. Wie leicht das zu falschen Resultaten 
führen kann, wollen wir an einem Beispiel zeigen®®. Für die Funk¬ 
tion / (s) = ef' hat (3') bzw. ( 3 o) mit z = {R s = 0 einen Sinn und liefert: 
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Nach dem Cauch3rschen Satz ist dieses Integral gleich dem über die 
redle v-Achse erstreckten, weil die Integrale über die zwischen beiden 
Wegen einzuschaltenden Vertikalstrecken in der Grenze verschwinden. 
Wir erhalten also 


<• 



2n 



£ 

4 


Auf diese Funktion kann man zwar die ÄpTransformation anwenden; 
das liefert aber nicht «**, sondern (für jedes s) 



0 0 « 


wobei das Integral über einen Horizontalstrahl von s nach rechts zu 
erstrecken ist. Dies war sdion deshalb vorauszusehen, weil e*” für reell 
wachsendes s.nidt gegen 0 strebt, was es als ßi-Transfoimierte tun- 
müßte. — Dagegen ist in d« Tat 



Denn für reelle s ist 





§ 2 . Das Fouriersche Integraltheorem. 

Bei der Behandlung der Umkehrformel 6.1 (3') ist nach dem in 6.1 
Gesagten das Fouriersche Int^iraltheorem ein unerläßliches Hüfsmittel. 
In der Gestalt 6.1 ( 4 ') läßt es allerdings eine voll befriedigende B^and- 
lung, etwa in dem Sinne, daß man notwendige und hinreich^de Bedin¬ 
gungen für seine Gültigkeit angeben könnte, nicht zu. Wir werden damit 
zufrieden sem müssen, hinreichende Bedingungen aufzustdlen. Frst 
durch gewisse Modifizierungen des Theorems (vgl. § 4) läßt äch eine 
abgerundete Aussage erreichen. Es ist eben, wie man schon aus der 
Theorie der Fourier-Reihen weiß,' eine dem Problem nicht angemessene 
Forderung, Konverg^z des Integrals und Darstdlimg der Funktion im 
g^öhnlichen Sinne zu verlangen. 
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Satz!. F{x) sei in jedem endlichen Intervall integrabel und f\F{x)\dx 

— OO 

konvergent. Ist F{x) in einer beliebig kleinen Umgebung von x von be¬ 
schränkter Variation, so gilt für die SteUe x das Fourier sehe Integraltheorem’. 

+ 00 +Ä> 

(1) f>±o)±£(£zll = H.W. Jdy j e-*yfF (f) d$, 

— 00 —00 

wobei die Buchstaben H.W. änderten sollen^ daß das äußere Integral als 

+y 

ein Cauchyscher Hauptwert, rf. ä. ofe lim J zu verstehen 

y-^oo -y 

Bemerkung. Wenn F in der Umgebung von x von beschränkter 
Variation ist, so existieren die beiden Grenzwerte lim F (^. + ä) = F (;r + oj 

*’ h + 0 

und liinF(a:— h) —F{x —0). Ist F an der SteUe x obendrein stetig, 
»-> + 0 

so ist + =F{x). — Ist F in jedem endlichen Wervall 

von beschränkter Variation (dann ist übrigens F eo ipso integrabel), so 
gilt die Formel durchweg. 

Beweis: Das Integral 

I{y)=Jl-*yfF{S)dS 


konvergiert gleichmäßig für aUe reeUen y, d. h. die ganzen Funktionen 
Je-iyt p{i^)di (vgl. 4 . 1 ) streben für a-^oo gleichmäßigin—oo< y< +oo 

— a 

gegen I (y). Also ist I (y) integrabel, und bei Integration über ein endliches 
Intervall — Y ^ y ^ y ist, auch nach Multiplikation mit der beschränkten 
Funktion der Grenzübergang a->-oo mit dem Integral nach y 
vertauschbar: 


^fe^**I(y)dy = -^Je**ydy lim Je-*ytF{S)dS 
'-y -y 

+ v +ot +a 

= lim -L/'tf‘*»'dy/'e-' 5 '«F(f)df = lim—/■F(f)df 


+ y 


Wir zerlegen nun das Integral folgendermaßen: 

+ 00 —X X’-d X’\-d X 00 

/ = / + 4 /‘ 

_ —00 — 00 —X X’-ö X ’\-6 X 

• Die Vertauschung der Integrationen ist leicht zu rechtfertigen: Das zwei¬ 
dimensionale Integral der drei Faktoren F({) existiert, also auch das 

ihres Produktes. Diesem Produktintegral kann aber auf die beiden obigen Arten 
als iteriertes Integral geschrieben werden, da beide Integrale existieren. 
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-X 


Dabei seiO<d<i,X>|*[ + i. Dann ist in / und / sicher jx—f] > l. 

X -00 

ferner |smy(#—also für alle Y: 


-X I -X 


f\^if\F{^\dl und / 


— 00 —00 


Wir können also weiterhin X bei gegebenem £<0 so groß gewählt 
denken^ daß für alle Y 


-X 


i/+i/ 


<f 


ist. Ferner ist 

X 


-a 


y* = J. ^i*r .±saiYudu. 

Jf + d X-^X 

also nach dem Riemannschen Lemma (Satz 3 [ 4 . 3 ]). angewendet auf die 
Funktion . ^i*~**) in dem Intervall {x—X, —d), wo sie integrabel ist: 


/ 0 für Y ^oo, 


ebenso 


X 6 


x — Ö 

J ->0 für y->-oo, 

-JC 


Für alle hinreichend großen Y ist also 

I 4f-a X 

\ihif 


Schließlich ist 

( 2 ) 


-Jf 
X+d 


x + d 


<f 




X-6 


nichts anderes als das aus der Theorie der Fourier-Reihen bekannte 
Dirichletsche Integral, von dem dort folgendes gezeigt ydrd: Bildet 
man für ein den Punkt x im Innern enthaltendes Intervall die Fourier- 
Reihe von F{x), so konvergieren ihre Partialsummen dann und nur 
dann gegen einen Wert Z, wenn (2) für y oo gegen l konvergiert, und 
zwar kann dabei d jeden positiven Wert bedeuten, solange .. .x + d 
in jenem Intervall liegt. (Hieraus folgt der Riemannsche Lokalisations¬ 
satz, daß das Verhalten der Fourier-Reihe an einer Stelle nur von dem 
Verhalten der Funktion in einer beliebig kleinen Umgebung der Stdle 
abhängt.) Dadurch, daß man unter geeigneten Voraussetzungen Kon¬ 
vergenz von (2) erzwingt, erhält man die bekannten hinreichenden 
Konvergenzkriterien, von denen das handlichste lautet (Dirichletsche 
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Bedingung): ( 2 ) konvergiert gegen / p ^ 

beliebig kleinen Umgebung von x von beschränkter Variation ist“. 
Unter dieser Voraussetzung ist also für alle hinreichend großen Y 

X + Ö 

J_ f siny (at — f) J/fcv _ F(A? + 0)+-P'(jy — 0 ) 

n J X--S 2 

v—d 


<T 


Insgesamt ergibt sich: Für alle hinreichend großen Y ist 


-y 


<e. 


Das ist unsere Behauptung. 


Bemerkungen: 

+ 00 

i. Unter dem Ausdruck „/ konvergiert“ versteht man gewöhnlich; 


y. 


f hat» wenn unabhängig von einander Y^^oo und —oo strebt, 


Vi 


+ y 


einen Grenzwert." Weiß man nur, daß f für Y'^oo einen Grenzwert 

-y 


besitzt, so sagt man: Es existiert der Cauchysche Hauptwert des 

Integrals. Das Integral braucht dann im üblichen Sinn nicht zu kon- 
+ 00 

vergieren. Beispiel; yyrfy existiert als Cauchyscher Hauptwert und ist 
— 00 

gleich 0 , während es im üblichen Sinn divergiert. 

2. Der Beweis bleibt auch richtig, wenn F an endlich vielen Stellen 
nur uneigentlich absolut integrabel ist. Diese Stellen können wir als in 
den Intervallen (* + « 5 , Jf) und {—X,x—d) Hegend annehmen. Die 
auf diese Intervalle bezüghchen Integrale streben dann immer noch 
gegen 0, da das Riemannsche Lemma auch für solche Fälle gilt (siehe 

Satz 3 [ 4 . 3 ]). ^ ^ 

3. Aus dem Beweis folgt, daß unter Voraussetzung der Existenz 
+ 00 

von J^|F(*)|dz die Konvergenz des Fourier-Integrals an einer Stelle x 

nur von dem Verhalten der Funktion in einer behebig kleinen Nachbar¬ 
schaft von * abhängt. 

4. Die Bedingung der beschränkten Variation kann durch jede andere 
für die Konvergenz von Fourier-Reihen hinreichende Bedinpng ersetzt 
werden. Als besonders weittragend ist die von du Bois-Reymond 
bekannt (die die Dirichletsche umfaßt): Wenn 

t 

= (F{x + u)+F{x-u)- 2 r)du 

0 



94 6.Kap.: Die komplexe Umkehrfonnel der LÄplace-Traosfonnatiön. 

in einem rechts an anschließenden Intervall von beschränkter 

Variation ist, so konvergiert das Integral (2). Ist l so gewählt, daß 
y (0 0 für ^ 0 , so konvergiert (2) gegen h Dieser Wert braucht natür¬ 

lich nicht F (:v) zu sein. 

5. Die rechte Seite in (i) steht in offenbarer Analogie zu der Fourier- 

4-00 

Reihe in komplexer Gestalt: f F(f) . 

n*m —OO —Ä 

6. Man kann dem Fourier-Integral eine reelle Gestalt geben. Wir 
vereixrigen e**^ und und schreiben: 

cosy (z—1 siny f). 

+ 00 

J siny (jp—f)P (f) dS ist eine ungerade Funktion von bei Integration 

— OO 

nach y von —oo bis -f- cx> verschwindet also dieser Tenn. Dagegen ist 

+ O0 

f cosy{xS)F{S)d^ eine gerade Funktion von y, ihr Integral von 

— 00 

—oo bis + oo ist daher das Doppelte des Integrals von 0 bis oo. Also 
ergibt äch: 

(3) y(* + 0 ) ^JLjdyJcosy(x-£)F(()di 

0 -oo 

OOj +00 + 00 I 

( 4 ) :=t^f\co&xyjF{$)cosyid$ + siaxyjF{^)smyid^\dy. 

Ol -»00 I —00 J 

Diese Gestalt steht in Analogie sur reellen Fourier-Reihe 

+ JI 00 f +Ä +» 

— j F(f)df-j-^^^lcos«*y^F(f)cos«fi£-fsin«Ar J F(D sännSdS 
—» 1 I -n —« 

Ist speziell F eine gerade Funktion, so fällt der zweite Bestandteil weg, 
und wir könneii schreiben: 

( 5 ) Ik±^l±ES^Ll^==lJcosxydy lF{i)cosy^dS. 

0 0 

Für ungerades F dagegen erhalten wir: 

(6) J J J7(f)siny{^?f. 

0 0 

Da man sich eine in 0 ^^ip<oo gegebene Funktion stets als gerade 
oder imgerade fortgesetzt denken kann, ohne daß die Integrabilität 

gestört wird, so darf man (5) und (6) für jede in <oo definierte, 

00 

in jedem endlichen Intervall integrable Fimktion, bei der J |F(f) \d $ 

0 
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existiert, an jeder Stelle ä > 0 , in deren Umgebung F von beschränkter 
Variation ist, in Anspruch nehmen. 

Die Gültigkeit von (1) konnten wir, ähnlich wie bei Fourier-Reihen, 
nur unter einschneidenden Bedingungen für F(a;) nachweisen. Nun kann 
man aber bekanntlich eine Fourier-Reihe, auch wenn sie divergiert, 
gliedweise integrieren und erhält dadurch das Integral der Funktion. 
Ganz analog güt für das Fourier-Integral: 

+ oo 

Satz 2. IstF[x) in jedem endlichen Intervall integrabel und f \F(x)\ dx 

— 00 

konvergent, so gilt: 

X +00^ +00 

/ F{i)dS = ^ J fe-*y^F(S)d^. 

0 -00 
^ixy _ . 

Beweis: Der Faktor —strebtgegena:füry-t-0 ,istalso beschränkt, 
so daß wir wie bei Satz i schließen können: 

-zV / -^-^y f e-'y^F(^)dS = F{£)diJ 

“ y -00 -00 - y 

Die Funktion 


( 7 ) 


w 


B.V)-/ 

- y 


+ y 


ty 


dy 


ist für alle Y und f beschränkt (x ist fest). Denn zerlegen wir das Integral 

Y 0 ^ ^ 

f + f und ersetzen in dem zweiten Summanden y durch — y, so 

n _ V 


ergibt sich: 


w 


(f.V)-/ 




ty 


I 

I 




sin y(x^^) ^ siny f 


“ iy 
Y{x-i) 


dy 


^ Y{x-() y$ 

\ j ^ f sin« j , ^ sinu - 

jdy:=2j —^iu + lj—^du 


V 


/beschränkte Funktion von [/. Wir schreiben 


nun für unseren obigen Ausdruck: 


+ 00 +^ _A’ a 

-00 -X -00 X 


+ 00 

Wegen der Beschränktheit von w und der Konvergenz von J |F(f) | f 
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können wir zu gegebenem e > 0 das X so groß, tmd zwar > 1^| wählen, 
daß für afle Y > 0 


ist. Ferner gilt 


also 



yix-$) 
lim f sin« 
y->oo J u 
0 

und damit 


du 


yfürz>f 

für 


VS 

lim f Sinti 

y-^00 J u 

0 


du = 


■jfür |>0 

—ifür f<0 
2 


lim w(f.y) = 

Y -^60 

0 für f < * 

= — 231 für x<i <0 bei x< 0 . 

0 für f>0 


0 für f<0 

231 für 0 <i<x bei x> 0 . 

0 für f > a: 


lim w (f, y) ist also in—integrabel, außerdem ist F {f) w{i,Y) 

V-».oo 

dort gleichmäßig beschränkt, folglich ist nach dem Satz von Aizelä*: 

+X +X X 

J'S, ^ (f ■ ^) =äir/^ {iY)ds=^jF ($) di. 

““ X "^X 0 

Für alle hinreichend großen Y ist also 


+x 


^lF{i)w[i,Y)di-fF{i)di 


und folglich 


^x 

+ 00 


~j F{i)w{i,Y)di- j F{i)di 


—00 


<e. 


Das beweist unsere Bdiauptung. 


♦ Sind die Funktioneii (f) im Intervall im Riemannschen Sinn 

integrierbar, ist j {{) ] < JW für ;»?i ^ f ^ at, und aUe a, konvergieren ferner die 
toL (i) Kir a oo gegen eine im Riemannschen Sinne integrable Grenzfunktion /(f), 

BO ist lim f J 

«“►OOJfj Xi 
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Eine besonders einfache Gestalt bekommt der Satz in den zu ( 5 ) 
und (6) analogen Formen 

00 00 

(8) jF(^dS=.^J^^dyfF{()co3 yidS 

0 0 0 

X 00 00 

(9) jF(S)di==^ p-^^*^ dyjF{S)miyS äS {x^O). 
0 0 0 


§ 3. Zur Geschichte des Fourierschen Integraltheorems. 

Das Fouriersche Integraltheorem hat ebenso wie die Fourier-Reihe 

+ n 00 +« 

+ /cos «(*-!)?>(« dl 

— n 1 —3t 


TW oo T» T« 

= ^ J^{S)dS+-^^(cosnx J<p{S)cosn$dS+ännx J<p{$)änn(dS'j 


bei den Zeitgenossen beträchtliches Aufsehen erregt. Gelang es doch 
Fourier damit, Funktionen, die man früher gar nicht als solche im eigent¬ 
lichen Sinn hatte gelten lassen wollen, wie z. B. Treppen- und Zacken¬ 
funktionen, die in verschiedenen Intervallen ganz verschiedene analytische 
Definitionen haben, durch einen einzigen analytischen Ausdrudk dar¬ 
zustellen. Das war natürlich nin: unter Zuhilfenahme von Grenzprozessen, 
nämlich unendlichen Reihen und Integralen, möglich. 

Zur Fourier-Reihe gelangt Fourier, was heutzutage wenig bekannt 
ist, in seinem großen zusammenfassenden Werk „Theorie analytique 
de la chaleur**, 1822 (Nr. 207 flg.)* nicht über die Orthogonalitätseigen¬ 
schaften des Funktionensystems cos nx, sin nx, sondern durch einen mit 
divergenten Reihen arbeitenden und daher illegitimen, übrigens äußerst 
langwierigen Approximationsprozeß. Er setzt eine ungerade Funktion 
q>{x) einerseits als Potenzreihe 

q)(x)^ A x—B^ + C —h • ■ ’i 

andererseits als Sinusreihe 

^ (jt;) = a sin -h 6 sin 2 + c sin 3 ÄJ + • • • • 
an, differenziert beide Darstellungen beliebig oft gliedweise imd setzt 
die Werte der Ableitungen für x^O gleich: 

A=(i~\-2 th-\~^ 

B = a + 2*ft + 3®c + •• • 

C=a+2®&+3®c+ 


* Die Ergebnisse selbst wurden schon ab 1807 in den Pariser. Akademie-Be¬ 
richten veröffentlicht. 

Doettoh, LapUuie-Translorniation. 7 
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(Die R^en sind natürlich im allgemeinen divergent.) Die so erhaltenen 
an^dlich yielea Gleichungen mit den unendlich viden Unbekannten 
*i 0, c, ... löst Founex nun in dw Weise, daß er in den m ersten 
Gleichungen nur die m ersten Unbekannten berücksichtigt, eine Rekur- 
äondoimd aufstellt und mit Hilfe außerordentlich umfangreicher 
Rechnungen durch Grenzübergang die «, b, c, ... als unendliche 
lineare Kombinationen der ^ 1 , B, C, ... erhält. Nachdem die Ab- 
leitimgen im Nullpunkt d=y(o),B=— <p’"(0), .... durch die Ableitungen 
an der Stelle jt ersetzt sind, stellt sich heraus, daß der Koeffizient von 
sm «z einer Differentialgleichung in der Variablen (1) n genügt, so daß 
n bekannte itategralausdruck bestimmt werden kann. 

Fo^er plmtötischen Umweg zu gehen imd gar zu ver- 

onenudtön für nötig hidt, ist um so verwunderlicher, als Eoler bereits 
1793 Koeffizienten direkt auf Grund der Orthogonalitätseigenschadten 
üCT sm-Funktionen zu berechnen gdehrt hatte (vgl. S.9) und Fourier 
selMt diese Methode schließlich doch auch noch anfährt (Nr. 221). 

Bd der AHdtung des ItUegyaUheorems (Nr. 346 ) wird nun gleich diese 
letzte Mdhode benutzt. Fourier geht von dem Problem aus (das 
wir heute dne Integral^eichung nennen würden), die Funktion Q za 
gegebener gerader Funktion F so zu bestimmen, daß 

00 

^(^)=jQ(q)cosqxdq 

0 

ist. ibidem CT im ‘Sinne seiner Zdt das Integral als unendUche Summe 
TOn .une^ch kleinen“ Größen Q,co$q,xdq auffaßt, kann er durch 
A Integration alle Q, bis auf eines eliminieren 


00 

Q{q) = -~f cosqxF{x)dx. 


^ ^bt Fourier noch an, daß man von der tiigono- 

., ® auch direkt durch einen Grenzübergang zum Integral- 

^ zur Herleitung 

der MiSf ^ gangbar ist, doch in der Folgezeit 

verirTite+A + n heute noch gern in physikalisch aus- 

genchteten Darstellungen benutzt wird: 

q>[x) habe die Periode 2a; dann lautet die Fourier-Reihe: 

+ j (p{S)cosn~{x~i)dS 

*"* I —a 

oder, ~’=h gesetzt: 

m + .ij'i /,({) CO, (,-{) 
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Läßt Ttian a-*oo und A -*-0 streben, so ergibt sich durch skrupellosen 

Grenzübergang (wenn Jq){^)d$ existiert) : 

— 00 

00 +00 

(p[x) = ^j dy j(p($) cos (x—i)y di, 

0 “00 


d. i. das Integraltheorem. 

Fourier selbst schreibt die Formel in der Gestalt (Nr, 36 I) 


(p{x) = ^j(p{S)di Jcos{x—i) y dy, 

— 00 0 

bei der das innere Integral nicht konvergent ist. In seiner „Theorie 
math^matique de la chaleur" von 1835 hat daher PoissoN (Nr. i03< 
S. 207) bei einem direkten, von der Fourier-Reihe unabhängigen Beweis 
in diesem Integral den konvergenzcf'Zßugenden Faktor verwendet und 
dann t -> 0 gehen lassen. Was er beweist, ist eigentlich nicht die Gültig¬ 
keit des Fourierschen Integraltheorems, sondern (bei geeigneten Voraus¬ 
setzungen) die Richtigkeit von 

+ 00 00 

9 )(x) = lini ^j(p{i)di) Jcos {x—i) ydy, 


00 T ww 

(p(x)=i3m^ [ e-*y'dy f ^(f) cos (*-f) y if. 

_-L 


Gültigkeitsgrenzen dieser Formel, die wir heute als ,,Abelsche oder 
(da der Faktor e-*y' und nicht ist) „Weierstraß sehe Summation" 
der Fourierschen Formel bezeichnen würden, wurden I 891 von A. Som¬ 
merfeld in seiner Dissertation ,,Über die willkürlichen Funktionen in 


der mathematischen Physik" aufgestellt. 

An einer sehr viel späteren Stelle seines Werkes (Nr. 415, 416 ; vgl. 
auch Nr. 423 ) kommt Fourier noch einmal auf sein Integraltheorem 
zurück und entwickelt hier einen selbständigen Beweis, der, wenn auch 
in unexakter Form, im wesentlichen mit dem unter Satz 1 [ 6 . 2 ] gebrachten 
Beweis und den von Dirichlet 1837 hinsichtlich der Fourier-Reihe 
und des Dirichletschen Integrals mit äußerster Präzision gemachten 
Ausführungen übereinstimmt. Es ist merkwürdig, daß der hier von 
Fourier gebrachte Beweis, der unter seinen verschiedenen Beweisen der 
einzige auch vom modernen Standpunkt aus brauchbare ist, so voll¬ 
ständig vergessen und in seiner Bedeutung verkannt werden konnte, 
daß Poisson 183 5 in seiner „Theorie analytique" nebei^er einen ähn¬ 
lichen Beweis andeutet (S. 209), ibn aber einem anscheinend früh ver¬ 
storbenen Schüler der ficole normale namens Deflers zuschreibt, und 
daß Dirichlet erst 1837 selbständig wieder auf diesen Weg kam. 


7 * 
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6. Kap.: Die komplexe Umkdixfonttel der Laplace-Transformation. 

Der erste mrkUch streng formuUerie und bewiesene Satz tiba: das 
Fourier-Integral wurde, aufbauend auf den Dirichletscben Ergebni^n 
über das Integral 6.2 (2), 1883 von C. Jordak in der 1. Auflage seines 
„Cours d’analyse" aufgestellt. Es ist das, abgesehen von der reellen 
Form, im wesentEchoi der obige Satz 1 [6.2]. 

Später hat man andere Funktionsklassen gefunden, für die das 
Theorem in der obigen oder in abgeänderter Gestalt gültig ist. Besonders 
bemerkenswert und abgerundet sind außer einigen Formulierungen, die 
wir in §4 angeben werden, die folgenden: 

+ 0O 

1. Die Voraussetzung der Existenz von f [ F (1) | df kann ersetzt 

+ 00 

werden durch: J- df existiert und F (x) geht für \x \ -*oo 
monoton gegen O,“ 

2. Schreibt man unter Verwendung Stieltjesscher Integrale die 
Formel in der Gestalt 

00 

F(*)==-^y cosxyd<P(y)-f-sinxyd!F(y) 
mit . ® 

<P(y)= / F(f)^df. lF(y)= / j?(f) ^-^ - ^ d|, 

-.00 —00 

so ist sie an jeder Stelle x gültig, in deren Umgebung eine für die Kon¬ 
vergenz der Fourier-Reihe hinreichende Bedingung erfüllt ist, wenn 

4* oo 

außerdem J konvergiert®*. 

— oo 

Es sei noch bemerkt, daß das Fouriersche Integraltheorem sich in 
den allgemeinen Fragenkomplex der Darstellung von Funktionen durch 
sog. „singuläre Integrale** einordnet, der uns hier nicht weiter interessiert 

§ 4. Die Fourier-Transformation und ihre Umkehrung. 

Ehe wir die erhaltenen Ergebnisse zur Umkehrung der Laplace- 
Transformation verwenden, schalten wir die entsprechenden Betrach¬ 
tungen über die sog. Fourier-Transformation ein. Die Integralformel 

+ oo +00 

= ^ / e-*y^F{^)dS 

— 00 — 00 

läßt sich ausemandemdunen und zunächst fonnal, ohne Angabe von 
Gültigkeitsbedingungen, so auffassen: Setzt man 

/(y)= T i-*^*F{x)dx. 

— 00 


(f) 



§ 4. Die Fourier-Transformation und ihre Umkehrung. 


101 


( 2 ) 


(1) stellt eine Funktionaltransformation dar, die wir als „Fourier- 
Transformation** bezeichnen und für die wir das Funktionalzeichen % 
einführen. (2) liefert ihre Umkehrung, und zwar stiimnt bemerkens¬ 
werterweise die Umkehrformel bis auf den Faktor formal mit der 

2 n 

Transformation überein*, nur ist der Kern e”*^* durch den konjugierten 
Wert zu ersetzen. Schreibt man das Fouriersche Integraltheorem 
in der Gestalt 6.2 (5) bzw. (6), so erhält man folgende Transformationen, 
die reelle Kerne besitzen und mit ihrer Umkehrung völlig identisch sind: 


_ 00 _ oo 

/(y)=]/|- / F{x)cosyxdx, J f(y) cos xydy; 


bzw. 


F{x)siny xdx, F{x)=^y^^ J f(y)sinxydy. 

0 

Sie heißen „Fouriersche cos-Transformation”, bzw. „Fouriersche sin- 
Transformation**, Man nennt solche Transformationen, die mit ihrer 
Umkehrung identisch sind, „involutorische Transformationen** (in An¬ 
lehnung an den entsprechenden Ausdruck in der projektiven Geometrie) 
und dehnt diese Bezeichnung auch auf solche aus, bei denen der Kern 
komplex ist und sich bei der Umkehrung in den konjugierten Wert 
verwandelt.“ 

Aus Satz 1 [6.2] können wir nun folgendes Ergebnis über die Fourier- 
Transformation ableiten; 



+ 00 

S^tz\.IstF{x)injedem endlichen Intervall integrabd^'^ und j \F{x)\dx 

— oo 

konvergent, so existiert für alle reellen y die Fourier-Transfarmierte 


(t) 


+ 00 


/(y)= / e-*y‘‘F(x)dx^%{F{x)\ y}; 


• Man kann (1) und (2) völlig gleichartig machen, indem man schreibt: 

+ 00 +00 

/(y)=-^= f e-*^*F{x)dx. F(x)^-^ f e^*yf{y)dy. 

J V2jr J 

— oo — 00 

Wegen der spateren Anwendung auf die Laplace-Transformation, wo der Faktor 
nicht üblich ist, wählen wir bei (1), (2) die obige Gestalt. 

y2n 

*♦ Nach Bemerkung 2 zu Satz 1 [6.2] kann F(jif) an endlich vielen Stellen 
uneigentlich absolut integrabel sein. 
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das Iittegral honvergiert absolut. An jeder SUdle x, in deren Umgang F 
von beschränkter Variaiion ist, erhält man F {x) aus f{y) durch die Umkehrr 
formel 

— ob 

Das Integral konvergiert als Cauchyscher Hauptwert, aber nicht notwendig 
absolut. 

Wir wollen die Funktionen^ für die ( 1 ) konvergiert (nicht notwendig 
absolnt), alsF-Fnnktionen bezeichnen. Die Teilklasse, bei der ( 1 ) absolut 
konvergiert, heiße 

Aus Satz 1 folgt der Eindetitigkeitssatz: 

Satz 2 . Haben zwei Fa^FunkHonen F-y uni Fj, die in jedem Intervall 
von beschränkter Variation und normiert sind, d, h, 

F (z) = 

dieseihe Fourier^^Transformierte, so sind sie identisch. 

Beweis: F = 2 ^—gehört auch zu 2 ^ und ist von beschränkter 
Variation und normiert. F hat die Fourier-Transformierte 0 , also ist 
nach ( 2 ) F(z) s 0 . 

Aus Satz 2 [ 6 . 2 ] leiten wir ein weiteres Resultat über die Umkehrung 
der Founer-Transformation ab, bei dem man unter geringeren Voraus¬ 
setzungen nicht die Funktion selbst, sondern ihr Integral zurückerhält: 

Satz 3 . Für jede Fa'Fmiktion F läßt sich aus der Fourier-Trans- 
formierten f das Integral von F nach der Formel 


(3) 




erhalten. An jeder Stetigheifsstelle von F oder allgemeiner an jeder Steile, 

m F die AUeitmg des Integrals fF[^d^ ist, güt also* 

0 


(4) 


+ 00 


Hieraus ergibt sich der allgemeinere Eindeutigkeitssatz: 

^ Satz 4 . Haben zwei F^-Funktionen 2^ und F« dieseihe Fourier- 
Transformierte, so ist 

__ 0 0 

Punktion ist fast überall stetig. Also gilt (4) 



§ 4. Die Foarier-Transformation und ihre Umkehrung. 
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d, h, Fl und F2 stimmen fast über all (im Sinne der Lebesgueschen Maß- 
iheorie) überein. Insbesondere sind sie an jeder gemeinsamen Stetigkeits- 
stelle identisch. 

Die gewonnenen Umkehrsätze sind formal unbefriedigend. In Satz 1 
sehen die Hin- und die Rücktransformation gleich aus, die Eigenschaften 
von F und / sind aber ganz verschieden, und während (1) absolut konver¬ 
giert, braucht das bei (2) nicht der Fall zu sein., In Satz 3 haben sogar 
die Transformation und ihre Umkehrung verschiedene Gestalt. Diese 
Schönheitsfehler liegen darin begründet, das wir zwar für F eine durch 

+ 00 

eine einfache Bedingung, nämlich die Konvergenz von J \F[x)\dx^ 

—00 

woblabgegrenzte Klasse zugrunde legen, daß ihr aber keine ebenso ein¬ 
fach durch innere Eigenschaften zu charakterisier^de Klasse von Funk¬ 
tionen /(y) entspricht. Völlig abgerundete und formal befriedigende 
Aussagen erhält man, wenn man die Klasse i*{—00,00)*, die aus den 
in 3.1 angeführten Gründen für uns allerdings nicht in Frage konunt, 
zugrunde legt und die gewöhnliche Konvergenz durch Konvergenz im 
quadratischen Mittel (vgl. S. 4 ) ersetzt. Zu jeder Funktion F aus 
£,*(— 00,00) existiert die verallgemeinerte Fourier-Transformierte ** 

•h» 

/(y) = l.i.m. f e~*>’‘F{x)dx, 

, a->-oo —a 

die ebenfalls zu jL® gehört, und jede Funktion / aus I* läßt sich auf diesem 
Weg erhalten. Aus f(y) ergibt sich das zugehörige F{x) vermöge der 
Umkehrformel 


F ==: 1 . i, m. 


2re 


+ a 

J e**yt[y)dy- 


— ot 


Die Zuordnung der F zu den / ist eineindeutig, wenn man Funktionen, 
die sich nur auf einer Nullmenge imterscheiden („äquivalent" sind), 
nicht als verschieden ansieht®’. 

Es gilt auch eine zu Satz 3 analoge Aussage. Wir formulieren sie 
der einfachen Gestalt halber für die Fouriersche cos-Transformatiou: 
Zu jeder Funktion F aus L*(0,00) existiert eine durch 

y 00 

0 ^0 


* Das ist die Klasse der Funktionen F, die in jedem endlichen Intervall im 

+ 00 

Lebesgueschen Sinn integrabel sind und für die j \F(x)\^ dx existiert. 

— 00 


*• 1. i. m. bedeutet „limes in medio'*. t(y) « 1. i. m. t^[y) besagt, daß ff^(y) 

«—►00 
+ 00 

im quadratischen Mittel gegen f(y) konvergiert, d. h. J [/(y) —/«(y)]* 0 

— 00 

für a db. 
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definierte Fourier-Transfoimierte f(y), die selbst wieder zu L* gehört 
und aus der sich F nach der Formd 

jFm(-Ylf^ny)dy 
0 0 
zurückgewinnen läßt. 

§ 5. Die komplexe Utnkehrformel für die zweiseitig und einseitig 
unendliche Laplace-Trahsformation. 

Setzt man s — x + iy, so sieht man, daß die zweiseitig unendliche 
Laplace-Transformierte Sn{F}: 

+ 00 -fco 

i{s)^ j= [ß-*‘F(i)3ii = /(z + »y), 

— 00 —00 

wenn man sie auf der vertikalen Gerade z=const betrachtet, nichts 
anderes ist als die Fourier-Transfonnierte von e~*^F{f). Man kann also 
unter den in Satz 1 [6.4] formuliert«! Voraussetzimgen die Umkehr¬ 
formel 

— OO 

oder 

+ 00 

P{t)=^f‘f^’‘^^^U{x + iy)dy 

— OO 

aiischreiben. Explizit lauten die aus §4 fließenden Sätze: 

Satz 1. F{t) sei bis auf endlich viele AusnähtnepunMe, wo es uneigent- 
lieh absolut integrabel sei, in jedem endlichen Intervall eigentlich integrabel. 
Die zweiseitig unendlidte Laplace^ Transformation f{s) = kon¬ 

vergiere ßr 0 Lj^<x< 0 L^{s = x + iy) absolut, d. A. 

— OO 

existiere*. Ist F in der Umgebung der Stelle t von beschränkter Variation, 
so gilt im Punkte t die Umkehrformel 

(1) Eff . ±3 .. ±PM-°) ^ H.W.^ f(x + iy) dy 

— 00 
Jf + <oo 

(2) =H.W.-^^ J ef‘f(s)ds (iZi<ar<a^. 

* — ♦00 

Wie mau sieht, ist der Wert der rechten Seite von * unabhängig. 
Das kann man auch leicht unmittelbax beweis«!. In dem Rechteck aus 

+ 00 0 

* Dazu genügt die Konvergenz von J |df^ und J |F{<) |d/. 

0 —00 
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den Vertikalen 8fls = ;ci, 5fts = ;r 2 mit o(^< Xi< x^<ol 2 und den Hori¬ 
zontalen 3s = ± einschließlich Rand ist /(s) und damit ^*/(s) analy¬ 
tisch, also ist f ^*f{s)ds, erstreckt über den Rand, gleich 0. Auf den bei¬ 
den horizontalen Stü^en ist | = e** (bei festem t) gleichmäßig für be¬ 

liebiges beschränkt, während /(s)->‘0 für y^-xx), gleichmäßig in x. 

Denn nach Satz 4 [4-3] gilt das für die beiden Bestandteile von /(s), 
00 0 

f und fe~‘*F(t)dt, einzeln wegen der absoluten und damit gleichmäßigen 
0 -oo 

Konvergenz. Die Weglänge der Integrale über die Horizontalstücke ist 
konstant, daher streben die Integrale selbst gegen 0 für yo“*"®®- 
bleibt also übrig: ,.,+<00 

• / + / =0 
dfi + ioo ;Ci~«oo 

^der Äi+»oo jcj + ioo 

—«00 

Wir haben damit die in § 1 angekündigte, zur Koeffizientenfonnel 
für Laurent-Reihen analoge Formel erhalten. Wie bei dieser das 
Integral über jeden im Regularitätsring liegenden Kreis erstreckt werden 
kann, so bei der Laplace-Transformation über jede im Regularitäts- 
streifen verlaufende vertikale Gerade. 

Handelt es sich um die einseitig unendliche Laplace-Transformation, 
so ändert sich gar nichts, als daß das Ä-Integral, wenn überhaupt irgend¬ 
wo, so gleich in einer ganzen Halbebene absolut konvergent ist. Die 
Gestalt der Umkehrformel als komplexes Integral über analytische 
Funktionen macht sie geeignet für funktionentheoretische Überlegungen, 
wofür wir später Beispide kennenlernen werden. 

Satz 2. F{t) sei für t>0 definiert und mit Ausnahme endlich vieler 
Punkte, wo es uneigentlich absolut integrabel sei, in jedem endlichen Intervall 
eigentlich integrabd. f($) = ßj {F} konvergiere für xxf, absolut. Ist F (^) 
in der Umgebung von t von beschränkter Variation, so gilt die Umkehrformd 

( 3 ) ^(< + o) . t^ _ (^r . oU H.W.^ / <f‘i(s)ds (*>a). 

x — ioo 

Für t<0 ergibt das Umkehrintegral in diesem.Fall natürlich 0, 

so daß für t = 0 die linke Seite als zu schreiben ist 

2 

•1 

Beispiel'. Setzen wir F(i) = i für < > 0, so ist /(s) s —, und für z > 0 

sind alle Voraussetzungen von Satz 2 erfüllt. Wir erhalten also die 
Formel für den diskontinuierlichen Faktor: 


(* > 0). 
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Diese Fonnd findet vielfach, besonders in der analytischen Zahlen¬ 
theorie, Verwendung. Auf Grund von Si(« >~~ i) ^äht 
sie sich leicht verallgemeinern. 

Aus Satz 3 [6-4-] ergibt sich: 

Satz 3 . Ist f{s) — Sn{-F}für ai< z<Oj, bzw. /(s) = Sj{F} für x>x 
absolut konvergent, so ist 

t 00 

j e-*^F{r)dr = -^ j * \^ --f{x + iy)dy, 

0 —00 
also an jeder Stetigkeitsstelle von F 

= J * iy ^ f(x + iy)dy. 

— 00 

Den Sätzen 1 —3 ist gemeinsam, daß sie von -F(/) absolute In- 
tegrabüität verlangen, also das Verhalten im Unendlichen einer sehr 
scharfen Einschränkung unterwerfen. Wir wollen nun noch drei Um¬ 
kehrsätze ableiten, bei denen ß{JF} keine Halbebene absoluter Konvergenz 
zu besitzen braucht. 

Satz 4 . Ist Üi{F} für s = So damit für 9is>SK5o^ einfach 
konvergent, so gilt 

f x + ioo 

[ = fMl -ds (x beliebig >8l5o)- 

J 2 7( 9 J S 5j) ' 

0 Jf —ioo 

Beweis: Setzt man 

• t 

<P(0=/ e—‘^F(T)dr, 

0 

so ist nach Satz i [ 3 . 2 ] für 3is>3iSo: 

, (s) = {s-so) /e- dt. 

0 

wobei das Laplace-Integral absolut konvergiert. 0(t) ist dis Integral 
für ^^0 stetig und in jedem endlichen Intervall von beschränkter 
Variation*, folglich ist nach Satz 2 für i> 0 : 

* Für 0it) ^ J ^^{t) dx ist 
0 

l<P(g-®{#,_i)l= J V{r)dr 

h-i 

also, -wenn « = <,< •' ■ < <n_i< <n = 6 ist: 

2 lö>W-!P(<,_i)|s/|!F(T)i<ir. 

*»-l a 

Hierbei darf IP auch absolut uneigentlich integrabel seia. 
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§ 5. Die komplexe Umkehrformel. 

JP-f ^00 

«'•'<*>(<) = äir /. (*>afiso). 

x — iöo 

Das ist die Behauptung. 

Aus Satz 4 ergibt sich unmittelbar ein neuer Beweis für den Ein¬ 
deutigkeitssatz (Satz 1 [ 3 . 7 ]) in der (wie wir wissen*, nur scheinbar) 
abgeschwächten Gestalt: Wenn /(s) sO ist, so mußp(<) eine Nullfunktion 
sein. 


In Satz 4 kann Sq beliebig und * >8flso sein. Es gibt einen anderen 
Umkehrungssatz, dessen Formel eleganter und einfarhpr ist, bei dem 
aber x nicht bloß in der Konvergenzhalbebene hegen, sondern auch 
positiv sein muß. 


Satz 5 . Ist Si {F} für ein reelles > 0 (und damit für ^s>sj ein¬ 
fach konvergent, so gilt: 

I » + ioo 

J F (t) dr = ds (* beliebig > s, > 0). 


Beweis: Nach Satz i [8.2] konvergiert ß|yF(T)(it 


für ift s > So 


absolut und ist gleich Ferner ist JF{r)dr stetig und in jedem 


0 

endlichen Intervall von beschränkter Variation, so daß Satz 2 die obige 
Behauptung Uefert**. 

Aus den Sätzen 4 und 5 kann manF (<) an jeder Stetigkeitsstelle durch 
Differentiation bekommen. Machen wir nun über / (s) noch eine passende 
Voraussetzung, so können wir in der Formel 


t x + »oo 

/'c-***F(T)(iT = -i-T f -/ifL4s 

J '' 2 71t J Sq 

0 * —too 

die Differentiation rechts unter dem Integralzeichen ausführen, womit 
wir formal auf den gleichen Ausdruck wie in Satz 2 zurückfallen. Dies 
leistet der folgende 

Satz 6. /(s) = £i {jF} sei für s = Sq einfach konvergent und F[i) für 
t^T stetig. Längs der (einen) Geraden SRs = :*; > 3iso beschaffen, 

daß das Integral 

* + »00 +00 

u) f tf>f{s)ds = —e‘‘* f e'y^f(x + iy)dy 

'' 2nt J 27t J 

X — ioo ~ oo 


* Siehe Bemerkung 2 zu Satz 1 [3.7] und vor allem Satz 5 [6-9]. Schluß- 
bemerkung. 

Vgl. hierzu den Anfang von 7-2. 
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für alle t^T konvergiert und mar in jedem endlichen TeilinterväUgleich¬ 
mäßig, Dann gilt für t^T die Umkehrformel 

x-^ioo 

jr—<00 

Man beachte, daß die Umkehrfonnel hier nur für „große" t behauptet 
wird, für die auch die zusätzlichen Voraussetzungen gemacht wurden — 
das macht den Satz z. B. beim Studium des asymptotischen Verhaltens 
von J? für < ^ oo brauchbar; ferner daß das Integral über die eine Gerade 
9is=zzunehmen ist, für die die Voraussetzung bezüglich (i) gemacht ist. 

Beweis: Für konvergiert (i) gleichmäßig, und zwar gegen 

eine integrable (übrigens sogar stetige) Funktion F*{t). Man kann 
daher (1) nach Multiplikation mit der beschränkten Funktion unter 
dem Integralzeichen integrieren: 




Jf + <0O 




f{s)ds. 


Nach Satz 4 ist also 

*• U T I, 

Je->*F*{t)it = fe—'‘F{T)dx-j6-’'^F(x)dx=Je-*^F{r)dx. 

4 0 0 r 

Dies gilt für jedes T, also ist wegen der Stetigkeit von F und F* 
für ffcJ: F{t)=F*{t). 


§ 6. Anwendung der Umkehrfonnel: 

Die Riemannsche Koeffizientenformel der Dirichletschen Reihen. 

Nach 3.5 läßt sich jede Dirichletsche Reihe als absolut konvergentes 
Laplace-Integral einer Funktion darstellen, die im wesentlichen die 
Koeffizientensumme der Reihe und offenbar von beschränkter Variation 
ist. Infolgedessen kann man zur Umkehrung den Satz 2 [6.5] benutzen 
und erhält so eine Darstellung der Koeffizientensumme mittels der durch 
die Reihe dargestellten Funktion“. 

Satzf. Die DiricMetsche Reihe 

00 

q> (s) (0 S Ao < Al . . . 00 ) 

habe die Konvergenzabszisse rj. Dann läßt sich die Koeffizientensumme A (t) 
(s. die Definition in 3 , 5 ) folgendermaßen durch darstellen: 

X’^ioo 

ImFaUeri^O: / e“^ds {x>r}). 

<oo 

imFaU j?<0: A{t)—q>{0) = ~ j (*>»?). 

x-^ioa 
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Msin beachte, daß die Integrationslinie itn Streifen bedingter Konvergenz 
verlaufen darf, ja daß die Dirichletsche Reihe überhaupt keine Halb- 
ebene absoluter Konvergenz zu besitzen braucht. 

§ 7. Die Umkehrung der zweiseitig unendlichen 
Laplace-Transformation im Falle einer analytischen X-Funktion« 

Bisher haben wir in diesem Kapitel über die £-Funktion F keine 
anderen Voraussetzungen gemacht, als sie reellen Funktionen angepaßt 

sind, wie beschränkte Variation, Konvergenz des Integrals J \ F[{)\dt 

— eo 

und dergleichen. Nun haben wir schon früher (5. Kap.) bei der einseitig 
unendlichen Laplace-Transformation den Fall betrachtet, daß die 
£-Funktion F (t) eine analytische Funktion ist. Da wir dort den Inte¬ 
grationsweg um den Nullpunkt rotieren lassen wollten, nahmen wir F 
als in der ganzen Ebene regulär und zwar vom Exponentialtypus an, 
um Konvergenz des Laplace-Integrals zu erzielen. Damals haben wir 
auch eine Umkehrformel erhalten, die dieselbe Gestalt wie 6.5 (3) hat, 
nur daß der Integrationsweg statt einer vertikalen Geraden ein hin¬ 
reichend großer Kreis um 0 war. Das kommt daher, daß in diesem 
Fall, der sich natürlich dem Satz 2 [6.5] unterordnet, f{$) im Unendlichen 
regulär und gleich 0 war, so daß sich der im allgemeinen durch den 
Punkt oo laufende Integrationsweg x — io«p • • • ji; + V oo zu einer im 
Endlichen geschlossenen Kurve zusanunenbiegen läßt. 

Wir wollen nun bei der zweiseitig unendlichen Laplace-Transformation 
die Lii-Funktion F(i) als analytisch voraussetzen, und zwar soll das 
Regularitätsgebiet ein Streifen beiderseits der reellen Achse sein. Machen 
wir dann noch eine Annahme über das Verhalten im Unendlichen, nämlich 
daß F sich ähnlich wie eine Funktion vom Exponentialts^us durch eine 
Exponentialfunktion majorisieren läßt, so erhalten wir bei Integration 
längs einer beliebigen Horizontalen im Regularitätsstreifen eine in 
einem Streifen konvergierende Transformierte /(s), die ebenfalls eine 
gewisse exponentielle Abschätzung gestattet, und aus der sichF(^) ver¬ 
mittels der komplexen Umkehrformel 6.5(1) zurückgewinnen läßt. 
Wir bekommen so ein ähnlich abgerundetes Resultat für die zweiseitig 
unendliche Laplace-Transformation wie im 5- Kapitel für die einseitig 
unendliche, nämlich zwei Klassen von analytischen Funktionen F{C) 
und /(s), die einander vermöge der ßu-Transformation lückenlos ent¬ 
sprechen 

Satz 1. Wir setzen ^ f -f- F{t) sei regtdär im Innern und auf 
dem Rand des Horizontalstreifens | und lasse sich dort so ahschätzen: 

I für 

1 für f<0, 
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wobei %< Xg ist. Damt existiert (s = * + * y) 

dt* ( 1^1 

= + in) = «■‘"V e-’^F{i + in)di 

-00 _oo 

i« dem Vertikalsireifen Xj_<x<Xi, dort eine von n unabhängige 

a‘^ytischeFunktion dar, die in jedem schmaleren Streifen x^ + x£ *„ d 

einer Abschätzung 

(2) |/(s)|<C(^)e-’.W 

unterliegt. 

Beweis: J konvergiert für :e> * 1 , sogar absolut, denn 

0 + 

J e-’*F(i)dt = f e-^*+'y^<^+*’i)F{i + in) di 

|0 + ft? 0 


(3) 


00 00 

< f di ^ Jdi; 




ebenso konvergiert / e—*F[t)dt absolut für xkx^. denn 


— 00 + »»y 
\ 

-00 + i,j ! 


u 


0 

^ + 00 4- 4 »y 

Da wir Xy < annahmen, so konvergiert / dt für Xy^<x<X2 

absolut. Daß es dort bei festem n eine analytische Funktion darstellt, 
wissen wir aus 3.6 in Verbindung mit 4 . 1 . Der Wert ist aber von m un¬ 
abhängig. Erstrecken wir nämlich das Integral über ein achsenparalleles 
Rechteck in unserem Streifen mit den Abszissen i^ < i^ und den Ordinaten 
^h'^V» {|%|sJ7ot |’?2|^5 ?o)< so ist sein Wert nach dem Cauchyschen 
Satz gleich 0. Lassen wir jetzt i^ gegen -00 und gegen -f 00 wandern, 
so streben die auf die Vertikalseiten bezüglichen Integrale gegen 0 , denn 
' I I JZ» 

f e-<*+iynh+h)F{i^ + in)dn 


I 




^F{t)dt 


und 


</e-(*f.-y-») Cge*. ^^dn = Cii^^^*>-^fey’>dn 
”> r,i 

/ « ’*F{f)dt < f C, «-«.<*-*.) Tey’>dn. 

* Die Integrationsgrenzen sollen andeuten, daß das Integral längs der Hori¬ 
zontalen mit der Ordinate rj zu erstrecken ist. 
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Die Summe der Integrale über die Horizontalseiten allein strebt also 
gegen 0, woraus unsere Behauptung folgt» 

Schränken wir nun s auf den Streifen x^x^ — d ein, so 

können wir die beiden Integrale auf den rechten Seiten von (3) und (4) 

durch f abschätzen. Wir erhalten dann aus (3) und (4) 

0 

zusammen: 

Nunmehr nutzen wir zum erstenmal aus, daß i^(^) in einem Streifen 
beiderseits der reellen Achse anal3H:isch ist. Da nämlich f [s) von rj 
unabhängig ist, so wählen wir bei y > 0 für rj den kleinstmöglichen 
Wert — tjq, bei y < 0 den größtmöglichen Wert + tjo erhalten, 
wenn wir noch == C(<5) setzen: 

Bemerkungen: 

1. Nach (2) strebt /(s), wenn s in einem Streifen Xi + d^x^X2-~d 
nach oben oder unten wandert, gegen 0, und zwar exponentiell. Die 
Abschätzung (2) für f(s) ist um so schärfer, je breiter der Regularitäts- 
streifen von F{t) ist. 

2. Ist speziell X2>0 und so können wir (1) zusammen¬ 

fassend so schreiben: 

\F(t)\<C 

und Voraussetzung und Behauptung des Satzes 1 sind dann symmetrisch, 
abgesehen davon, daß sich die Aussage über F auf einen Horizontal- 
und die über / auf einen Vertikalstreifen bezieht. Die Symmetrie gilt 
auch für die Gebiete der Abschätzung: Der Streifen [?;[ ist ebenso 
wie --X2 +d^x^X2—d ein Teilgebiet eines größeren Gebietes, wo 
die Funktion noch regulär ist. 

3. Natürlich könnte man den Satz auch in umgekehrter Weise, 

nämlich durch Verallgemeinerung, symmetrisch machen, indem man 
F(i) als in einem Streifen regulär voraussetzt, wobei man 

für /(s), analog zu (1), zwei verschiedene Abschätzungen erhält, je nach¬ 
dem y positiv oder negativ ist: 

I /(s) I < Cj (ö) für y ^ 0 

i/(^)i<C2(d)^*^ für y<0. 

In den Anwendungen handelt es sich aber meist um den in Satz 1 
formulierten Fall. 

Satz 2. Wir setzen s = x + iy. f(s) sei im Innern und auf dem 
Rand des Vertikalstreifens x^:^x^X2 regulär und genüge der Ungleichung 

\f{s)\<Ce-n>\y\ {rj,>0). 
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Dann existiert (< = f + ♦}?) 

x-\-ioo 

x~-ioo 
+ 00 

= 1 ^/ e**^f(x + iy)dy 
— 00 

in dem Horizontalstreiten \ri\<r}^ uni sUdÜ dort eine von x unabhängige 
analytische Funktion dar, die in jedem schmaleren Streifen |?7|^77o—€ 
[ 0 <e<ri^ sich so abschätzen läßt: 

\F[t)\<CT^{ß)e^-^ für 
\F[t)\<C^[ 8 )e^^^ für ^<0. 

Beweis: Dieser Satz läßt sich auf den vorigen zurückführen, wodurch 
zugleich klar wird, daß die beiden Sätze gleichwertige Aussagen, nur 
in verschiedener Bezeichnung, darstellen. Wir setzen: 

5==i^*, (also x = -— 7 ]*, 

t = is*, s* = X* + iy* (also f == —y*, = x*). 

Dann lautet die Voraussetzung von Satz 2: f{i t*) ist im Innern und auf 
dem Rand des Horizontalstreifens ^^ a? 2, d. h. — % ^ ^ , 

regulär und genügt der Ungleichung 

Das ist, abgesehen von der Bezeichnung, die Voraussetzung von Satz 1, 
und zwar liegt bezüglich des Streifens die in Bemerkung 3 - angeführte 
Verallgemeinerung, bezüglich der Abschätzung der in Bemerkung 2. 
erwähnte Spezialfall vor. Nach Satzl folgt also: Es existiert 

+ oo + {jj* 

— 00+»»2* 

in dem Vertikalstreifen — stellt dort eine von tj* un¬ 

abhängige analytische Funktion dar, die in jedem schmaleren Streifen 
+einer Abschätzung 

\F (^‘s*)| < C2(c) für y* > 0 

\F (i s*)| < Ci {e) für y* ^ 0 

unterliegt. Führt man wieder die Variablen s und t ein, so steht die 
Behauptung von Satz 2 da. 

Satz 3. Erzeugt man unter den Voraussetzungen und in der Be¬ 
zeichnungsweise von Satz\ aus F{t) eine Funktion f{s)\ 

-f oo + itj 

/(s)= J e-*F(t)dt 

-oo + iij 


( 5 ) 
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SO ergibt sich F{t) aus f{s) durch die Umkehrformd: 

n+ioo 

(6) F{t) = ^ J ^•f{s)ds 

x^ioo 


{x^<x<x^, 


d.h. erzeugt man /(«) aus F(t) nach Satz i und wendet auf dieses f[s) 
den Satz 2 an, so ist die erhcdtene Funktion mit der Ausgangsfunktion 
F{t) identisch^. 

Beweis: Da /(s) von r\ unabhängig ist, können wir speziell = 0 
setzen. Dann ist Satz 3 aber in Satzl [ 6 . 5 ] enthalten. 

Satz 4. Erzeug man unter den Voraussetzungen und in der Bezeichnungs* 
weise von Satz 2 aus f{s) eine Funktion F[t): 

+ <00 

x^too 

so ergibt sich f{s) aus F{t) durch die Umkehrformd 

+ oo 4 *^i? 

/(s)= I e—‘F{t)dt { 1 »?I<»?«). 

~00+*»| 


d, h, erzeugt man F{t) aus f{s) nach Satz 2 und wendet auf dieses i^(/) 
den Satz i an, so ist die erhaltene Funktion mit der Ausgangsfunktion 
f{$) identisch. 

Beweis: Wegen der im Beweis von Satz 2 erkannten Gleichwertigkeit 
von Satzi und Satz 2 folgt Satz 4 sofprt aus Satz}. 


Betrachten wir jetzt folgende beiden Funktionsklassen: 

Die Klasse £n der in einem Horizontalstreifen*’** regulären 

Funktionen F(^), die dort der Abschätzung genügen: 


|F(i)|<Cie*»^ für 1^0 
|F(0|<Ca6^‘« für f<0 


(xx<x^\ 


die Klasse /fi der in einem Vertikalstreifen x^^x^x^ regulären 
Funktionen f(s), die dort der Abschätzung genügen: 


so können wir Satz \—4 dahin zusaramenfassen, daß durch die Trans¬ 
formation 


( 5 ) /(«)= 7 er>*F(t)dt (IjjNW 

-oo + <»7 


• Man beachte, daß in der Formel fürF {i) jetzt < x< und nicht x^^x^x^ 
wie in Satz 2 ist. 

*• j^o, Xi, x^ brauchen nicht für alle Funktionen dieselben zu sein. 

Poetscb, jUpIoce-Transformatloa. 8 
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jedem aus iJi ein f{s) aus /Ji entspricht, aus dem man^F durch die 

Transformation 

X + »00 

(6) F{t)=-^. J ^•f{s)ds (Xi<x<Xi) 

x — ioo 

zurückgewinnen kann, und daß umgekehrt durch die Transformation (6) 
mit jedem /(s) aus Zji ein F{t) aus Ln entspricht, aus dem 

man f{s) durch die Transformation ( 5 ) mit |?j|<^o zurückgewinnen 
kann. Die beiden Transformationen ( 5 ), (6) bedeuten in Wahrheit, 
abgesehen von der Bezeichnungsweise, ein und dieselbe Transformation. 


§ 8. Die MelUn-Transformation und ihre Umkehrung. 


Die reziproke Beziehung zwischen den in § 7 behandelten Klassen 
Lji und lii tritt in der Literatur in etwas anderer Gestalt auf, bei der 
allerdings ihre schöne Symmetrie verloren geht. Setzen wir 
= jg; — also = 

und 


/==—logir, 

wobei unter log der Hauptzweig verstanden sei, so entspricht dem 
Horizontalstreifen der Winkelraum ohne den Null¬ 

punkt (für riQ^Tt ist der Winkelraum als auf einer Riemannschen Fläche 
liegend zu denken) und der Integiationsgeraden—oo + irj • • • +oo + iri 
der Strähl von 0 aus mit der Amplitude aber in umgekehrter 

Richtung. Setzen wir F(^log^f) = 0(;2f), f{s) =^<p(s), so nimmt die 
Transformation 6 . 7 ( 5 ) die Gestalt an: 

( 1 ) (p{s)= f x-^0{z)dz^m{0}, 

0 

in der sie ,,MelliftrTransformation*' heißt®*, während die Umkehrung 
jetzt so aussieht: 

x + ioo 

( 2 ) J z-‘<p{5)ds. 

x^ioo 


Dabei liegen für 0 und <p jetzt folgende Klassen zugrunde: 
die Klasse Af® der in einem Winkelraum eventuellem 

Ausschluß des Nullpunktes regulären Funktionen 0 (z), 
die dort der Abschätzxmg genügen: 


( 3 ) 


(*!<**): 


|0(r)|<Ciß“*' für Q^i 

\ 0 {z)\<C^Q-*' für g>l 

die Klasse w® der in einem Vertikalstreifen xi^x^x^ regulären Ftmk- 
tionen g?(s), die dort der Abschätzung genügen: 

( 4 ) |f(s)|<Cfi-®.W (i?o> 0 ). 
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Das Ergebnis von § 7 lautet dann so: 

Satz i. Wendet man die Transformation (1) mit |i?|:^i?o d^f ^ine 
Funktion ^{z) der Klasse mit den Konstanten an, so ist 

die entstehende Funktion q> (s) von d' unabhängig und gehört in jedem Streifen 
Xi + d^x^X2^d zur Klasse m^\ 

\<p{s)\<C[d)e-^<^\y^ 

Wendet man die Transformation (2) mit ^ x^ x^ auf eine Funktion <p (s) 
der Klasse mit den Konstanten entstehende 

Funktion 0 {z) von x unabhängig und gehört in jedem Winkelraum 
^^ar Klasse Af®: 

]0(;8:)|<Ci(e)^'"^ für 
|(P(2:)|<Ca(e)g”'"^» für g>1. 

Hat man insbesondere (p{s) durch (1) aus 0 {z) erzeugt und wendet dann (2) 
an, so erhält man 0 {z) zurück', ebenso: ist 0 {z) durch (2) aus 97(5) erzeugt, 
so wird 0 {z) durch (1) wieder in q>{s) übergeführt 

Natürlich kann man die Transformationen (i) imd (2) statt in den 
Klassen Af®, w® auch in den allgemeinsten Klassen M, m betrachten, 
in denen sie überhaupt existieren. Dabei setzen wir in (i) in üblicher 
Weise ^ = 0, d. h. 0 {z) braucht nur auf der reellen Achse gegeben zu 
sein. Bei (2) ist es üblich, 97(5) als in einem Streifen regulär anzunehmen 
und X als variabel zu denken. Dann muß man eine Voraussetzung 
hinzufügen, die die Unabhängigkeit des Integralwertes von x garantiert. 
Für diese allgemeineren Transformationen bekommt man Umkehr¬ 
formeln, indem man z. B. den Satz i [ 6 . 5 ] für die ßn “Transformation 
in die Mellinsche Bezeichnungsweise überträgt. Man erhält: 

Satz 2. 0 {z) sei bis auf endlich viele Ausnahmepunkte, wo es uneigent¬ 
lich absolut integrierbar sei, in jedem endlichen Intervall eigentlich integrabd. 
Die Mellin-Transformation 

00 

(p[s) = f f'^^ 0 (z) dz 
0 

konvergiere für aj< a;< oc^ (s = x + iy) absolut. Ist 0 (z) in einer Um¬ 
gebung der Stdle z von beschränkter Variation, so gilt für dieses z die 
Umkehrformd: < +»00 

^('-0)+<P . (^ . -g L^H.W.-^- / z-><p(s)ds (a,<x<a,). 

X - ioo 

Satz 3. 97(5) sei im Streifen x^KXKx^ regulär und strebe in jedem 
schmaleren Streifen Xi-^- Ö^x^x^ — ö für y-^oo gleichmäßig in x 

+ 00 

gegen 0. J \(p [x + iy)\dy konvergiere für x^kxkx^- Dann existiert 

— 00 

X + iOQ 

= (*!<*<**) 
X ~ *00 


8* 
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und ist von x unabhängig. Aus 0{z) erhält man umgekehrt (p{s) vermittels 
der Formel: ^ 

f{s)t=f!f-'^0{z)dz. 

0 

Wir ziehen es vor, diesen Satz in der auf dtie Sn-Transformation 
bezüglichen Gestalt in § 10 zu beweisen (Satz 1)# wo wir ihm übrigens 
noch eine andere Wendung geben werden. 


Anwendungsbeispiele. 

1 . <P(z) = e~*. Voraussetzung (3) ist in demWinkelraum e 

(fi > 0) mit *1 = 0, *, > 0 (beliebig groß) erfüllt. Das Integral 


je 


f(s) = J ^-^e~*dz 


(w<^) 


konvergiert demnach für *> 0. Da <p{s) von # unabhängig und für 
= 0 gleich r{s) ist, so ist überhaupt <p{s) =r{s). Für r{s) erhalten 
wir nach Satz! die Abschätzung*: 

I/"(s)I<C(d)e für *sd>0. 

Die Umkehrung (2) ergibt die bemerkenswerte Formel“: 

x+ioo 

/ z—r{s)ds (*> 0 ), 

JJ *-»00 

die für |arcaf[<y gilt. 

2 . Aus den beiden reziproken Formdn unter 1. leitet man durch eine 
einfache Substitution die folgenden ab: 




~^e~^*dz 


(A„>0), 




* + <00 
—L_ f 


zli j 


* — <00 




ds. 


Daraus ergibt sich, falls die Summation nach n und die Vertauschung 
von Summe und Integral erlaubt ist, das für die Theorie der Dirichlet- 
schen Reihen wichtige Formelpaar**«*: 

* XHese Abschätzung ist sehr roh. Genauer ist 

|r(s)|=« * * (■/2«+o(jy|)). 

** Ist speziell so Uefem die Formeln einen Zusammenhang zwischen 

'T? ** 

der Dinchletschen Reihe ^ flnW“ * und der Potenzreihe *2# Anwendungen 

f»-l 

dieses und eines ähnlichen Zusammenhangs bei G. H. Hardy: The application 
to Dirichlet's series of Borel’s exponential method of Summation. Proc. Lond. 
Math. Soc. (2) 8 (tplO) S. 277—294. 
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M»1 


f*=.l 

a?+ioo 


00 x^-ioo 00 

1 x^ioo 1 

oo ^ i 

3. Ein einfaches Beispiel ist a« = 1 , = ». Hier ist ~ 

die Riemannsche ^-Funktion und 1 ” t 

00 00 


1 — fl" 


fl*—1 


1 1 

Die Voraussetzung (3) ist für diese Funktion in —e mit Xi = i 

und *1 > 1 (beliebig groß) erfüllt, und die obige Vertauschung von Summe 
und Integral kann leicht legitimiert werden; so daß sich ergibt**: 

A«)(1^1 <f« *>0 


und 

\r{s)^s)\<C{d)e 

Umgekehrt ist 




für x>i + ö. 


x + ioo 

^= 2 h f ^-‘r{s)Us)ds (*<1, |arc«|<f), 


X’-iao 


4. Noch wichtiger und interessanter ist das Beispiel «„ = 1, A„ = jtm®. 
Hier ist 


und 




(vgl. S. 26). 


uo 00 

Setzen wir ö’"”*— x, so ist JE ^^ "****= £ und für a?->0 verhält sich 

1 1 

diese Reihe wie x, d. h. die ursprüngliche verhält sich für z-^oo wie 


und zwar für 


.~6. Als x^ der Voraussetzung (3) ist also 
2 

jede positive Zahl brauchbar. . Ferner ist nach der linearen Trans¬ 
formationsformel der Thetafunktion (vgl. 9 - 1 ) 
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eo 

Für r-»-0 verhält sich also ^ ™ 1^1—"f""® ^ 

daß *i = -j zu nehmen ist. Wir erhalten daher das Formelpaar”: 

OO 

3i-'r(s)f(2s)=4- / 

JC -h ♦* OO 

/ 2-*7i-*r(s)f(2s)ds (»>Y.|arcz|<-j). 

x^ioa 


Aus der ersten Formel ergibt sich sehr übersichtlich die berühmte 
Riemannsche Funktionaigleichung der ^-FmkUon. Wir setzen zur Ab¬ 
kürzung y ^0, ^ = y>{z) und verwenden in 

00 1 OO 


» *-^(t)?(») = /** (*>■>) 

0 0 1 

1 

bei f die obige Transformationsformel der ^Funktion, die sich so 
0 

schreiben läßt: 


das ergibt: 

n'^r{-^)^s} 


rp[z)=z ; 


00 1 1 





f{u)du + ^ 








Wegen y){z) für z-^oo konvergiert das Integral für alle s, die 

links ßt^ende Funktion läßt sich also in die ganze Ebene mit Ausnahme 

•i 

der einfachen Pole s = 0 und s = 1 von analjrtisch fortsetzen. 

Dajr * überall imd/’|Y)l>is auf die einfachen Pole s=—2«(«==0,1,2..) 

regulär ist, so folgt hieraus, daß C (s) in ßer ganzen Ebene bis auf den 
einfachen Pol s = 1 anals^isch ist und an den Stdlen s=—2«(n = 1,2 ...) 
Nullstellen besitzt, die übrigens einfach sind, da die rechte Seite für diese 
Werte offenkundig positiv ist. Ferner ändert sich die rechte Seite bei 
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Ersatz von s durch 1—5 überhaupt nicht, ako auch die linke. Damit 
haben wir die Riemannsche Funktionalgleichung erhalten; 

-s) (s + 0,1). 

5. 0(z) = {w komplex und 3l«»> 0). In dem Winkelraum 

e ist (3) mit *i = 0, = erfüllt. Das Integral 


/(s) = J sf~^{i+z)~'"dz 


(|^|<w) 


konvergiert also für 0 < * < SRw. Es genügt, seinen Wert für ^ = 0 zu 
berechnen. Mit 1+2 = (1—«)“^ wird 

= (1 -vr i",). = f v—1(1— 

,, -V r{s)r{w-s) 

Also hat (2) hier die Gestalt 


0<?fts<8lre>). 

0 

Wir erhalten nach Satz 1 die Abschätzung: 

< C(d)'»'1 für 0<dÄais^{ftie;—d. 

Die Umkehrung (2) ergibt®*: 

4r + fOO 

([+z)w = / x-‘r(s)r(w-s)ds (0<*<9lM<,larc2|<3i). 

Wir werden später (17.2) diese Formel als Verstümmelung einer anderen, 
völlig symmetrischen verstehen lernen. 


§ 9. Anwendung: Allgemeine funktionentheoretische Sätze über das 

identische Verschwinden von Funktionen in einer Halbebene. 

Mit den in § 8 entwickelten Hilfsmitteln läßt sich eine Reihe von 
Sätzen der allgemeinen Funktionentheorie, die in den Phragm 6 n- 
Lindelöfschen Ideenkreis gehören, auf sehr einfache und einheitliche 
Art beweisen®®. Die Methode besteht darin, daß riian einer Funktion 99 (s), 
die in einer Halbebene (also einem ausgearteten Streifen) einer exponen¬ 
tiellen Abschätzung genügt, vermittels der Umkehrung der Mellin- 
Transfbrmation eine Funktion 0{z) zuordnet, die in einem Winkelraum 
Majoranten der Form 6.8 ( 3 ) zuläßt. Aus der Art der Majoranten schließt 
man leicht, daß 0 (z) identisch verschwindet, woraus dasselbe für f(s) 
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folgt*. Das einfachste, aber zugleich grundlegende Beispiel iSt der 
folgende 

Satz 1. Die Funktion (p^s) dnet Holhebcne unälyHscH 

{$ = x + iy) und genüge dort der Abschätzung: 

\q){s)\<Ce-^^*^y\ (i^o>0)- 

Dann ist sie identisch 0 . 

Beweis: (p(s) ist eine w®-Funktion, bei der x^ beliebig groß sein kann- 
Ihr entspricht eine im Winkelraum |i?| < (;? — g e^^) analytische Af®- 

Funktion 0 (z), die der Ungleichung 

0 {z)<C^Q^^* für g>l 

genügt. Da x^ beliebig groß sein kann, muß 0 (a;) s 0 für g > 1 '^nd damit 
überhaupt <P(jr) = 0 sein. Nach Formel 6.8 (1) ist dann jauch 9?(s) s O. 
Aus Satz 1 ergibt sich ra^ 

Satz 2. Es gibt keine in dem horizontalen Halbstreifen {p^u + iv) 

«>0. ll»|<y 

analytische Funktion F (re>), die dort der Ungleichung 

|F(te>)|>^^" (s >0 beUehig Mein) 

genügt, 

Bemerkung: Eine reguläre Funktion kann also in einem Halb¬ 
streifen nicht beliebig stark anwachsen; bei.der Breite n ist schon 
loglog|F|>w + loge unmöglich. 

Beweis: Setzen wir te^ = logs, so entspricht dem Halbstreifen der 
2£?-Ebene die rechte Hälfte der s-Ebene, aus der der Einheitskreis heraus- 
genomraen ist. Gäbe es eine Funktion F mit den obigen Eigenschaften, 
so wäre die Funktion /(s) =F (log s) in der Halbebene x>\ (s = + ♦ y) 

anal5^sch und erfüllte die Ungleichung 

|/(s)) >6*1*1. 

Für die Funktion q> (s) = wäre dann 

in x>\, 

so daß sich nach Satz 1 ergeben würde: 9? (s) s 0. / und damit F können 
also nicht existieren. 

Bei Satz 1 ist 9(5) in der ganzen Halbebene beschränkt und nimmt 
nach oben und unten gleichmäßig in x stark ab. Man kann die Voraus¬ 
setzung dahin verallgemeinern, daß y(s) auf jeder einzekien Vertikalen 
nach oben und unten abnimmt, auf jeder Hori^ntalen nach rechts aber 
stark zu nim m t. Dazu wählen wir tp (s) so, daß es zwar (in der Halbebene) 

♦ Dieser Paragraph hat starke Berührungspunkte mit dem III. Teil, wo auch 
über das Verhalten einer Fu nkt ion durch das Verhalten ihrer bei einer Funktional¬ 
transformation entstehenden Bildfunktion Aufechluß erteilt wird. 
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keine «»-Funktion mehr ist, daB aber doch das Integral 6.8 ( 2 ) noch 
konvergiert und daß man an der Abschätzung für gerade noch d«i- 
selben Schluß wie bei Satz 1 , nämlich daß 0 in ^em gewissen Gebiet 
verschwindet, durchführen kann. 

Satz 3. <p{s) sei in einer Halbebene x>Xi{s = x-\-iy) analytisch 
und genüge dort der Ungleichung 

#o> 0 ). 

Dann ist (p (s) ^ 0 . 

Beweis: Das Inte|^ 

konvergiert genau wie in Satz 1 [ 6 . 8 ] im Winkelraum |i?|<^, absolut 
und stellt dort eine analytische Funktion dar; sein Wert ist von x 
unabhängig. (Man braucht sich bloß auf einen beliebig breiten Streifen 
*!<*<*» zu beschränken, um dieselben Voraussetzungen wie dort 
zu haben.) Wegen = 

|z~*| =s |e~ (•«**+<•) (*+<)')| __ 

ist für e (c> 0 ): 

•f OÖ 

— 00 

•—00 

Damit haben wir für 0 (z) eine Majorante gefunden, mit der wir einen 
analogen Schluß wie bei Satz i durchführen können: Für |z|==e>z» 
muß 0 so sein, da x beliebig groß gewählt werden kann. Also ist 
überhaupt 0 (z) s 0 . Beschränkt man ip (s) auf einen Streifen endlidier 
Breite Xi<x<x„ so ist <p eine «»-Funktion, es gilt also die Umkehr- 
fonnel 6.8 ( 1 ), die zeigt, daß 9j(s) saO ist. 

Aus Satz 3 ergibt sich ein KoroUar, das für die Anwendungen oft 
handlicher ist: 

Satz 4 . f{s) sei in einer Halbebene x>Xx analytisch und genüge 
dofi der Ungleichung 

|y(s)|<Ce»l*l-»*U'l (^*>?^0). 

Dann ist (p(s) sO. 

Beweis: Für *>0 ist 

Also sind die Voraussetzungen von Satz 2 (mit 9 an Stelle von #«) 
für X >Max (0, Xi) erfüllt. 
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Aus Satz 4 ergibt sieb ein (im Prinzip sehr einfacher) Beweis für den 
wichtigen 

Satz 5. f{s) sei analytisch in ier Halhebene x>Xi und genüge dort 
der Ungleichung 

l/(s)l<C«»W (?^0). 

Versekunndet f{s) in einer horizontalen, äquidistanten Punklreihe 

s = So + «-^ (8iSo>*i. » = 0. 2 ...) 

und ist #o>?* /(^) = 0 ’®. 

Bemerkung. Der Satz setzt die Stärke des Anwachsens einer 
Funktion in einer Halbebene mit der Dichte der NuUstelien in Beziehung. 

Der Abstand äquidistanter Nullstellen muß sein, wenn die 
Funktion nicht identisch verschwinden soll. 


Beweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir Sg = 0 
nehmen, weil eine Translation an der Form der Abschätzung nichts 

ändert, und —^ <x^<Q voraussetzen, indem wir eventudl die gegebene 


Halbebene verkleinern. Dann ist die Funktion 

/(?) 


y(s) = 




in analytisch; wir behaupten, daß sie der Ungleichung des 

Satzes 4 genügtFür große |y| verhält sich |sin#^s| wie 
Denn 

sini^oS = =— 

also 

l^AiL_h I 

!««•)' ' '■ 

2 ^ 

Wegen | strebt die rechte Seite für positiv wachsendes y 

gegen 1. Für negative y ist sin + iy) zu sin + ^ | y |) kofxju- 
giert, hat also denselben Absolutwert. — Wir können demnach gewiß 
yi>0 so wählen, daß 

Isin 

hl den beiden Viertelebenen x>Xi,\y\>y^ ist. Dann ist dort bereits 

\<p{s) |< 

Den restierenden Streifen x>Xi, |y|^yi teilen wir durch Vertikal¬ 
strecken mit den Abszissen ^ kongruente Rechtecke; 

dasjenige, das den Punkt s^^n zum Mittelpunkt hat, heiße 
Ferner setzen wir 
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also 


Ist s ein Punkt auf dem Rand von so ist 

ls-s„|ÄMin(yi,-j-^) =di. 

Da eine analytische Funktion ihr Maximum auf dem Rand annimmt, 
so gilt dieselbe Abschätzung auch im Innern. Da das kleinste jsj in 

gleich (^““4')’^ ^ Techt in und auf 12„: 

Setzen wir nun noch 

sintfo5 = (5"-«»)VH(«), 

so ist, wenn wir s auf 2 ?„ beschränken, |v,*( 5 )| von n unabhängig, da 
|sin# 0 s| die Periode hat. Ferner ist, da sin^o^ nur die eine 

einfache Nullstelle hat, Vn(^) + 0 in dem abgeschlossenen Bereich 
Rk, also 


In und auf R„ ist daher 

l/n(^)l 


I Vn {^) I ^ ^2 ^ 


|9(S)|: 


Ä ^ |»l ^ gO. y. e» l»| - |y| _ r C» 1*1 

fl- * 




(2| 

unabhängig von n, — 99(5) genügt also in der ganzen Halbebene x> Xi 
einer Abschätzung, wie sie in Satz 4 vorausgesetzt wird. Demnach ist 
99(5) und damit auch /(s) identisch 0. 

• Aus Satz 5 folgt erneut, und zwar auf rein funktionentheoretischem 
Wege, daß eine Laplace-Trans formierte f{s) = fli {F} identisch ver¬ 
schwindet, sobald sie in einer äquidistanten Punktreihe parallel zur reellen 
Achse verschwindet (siehe 3 . 7 ). Denn aus der Formel 

/(s) = (s— So) / 

0 

(Satz 1 [ 3 . 2 ]), wo das Integral für 8 ls>SRso absolut konvergiert, also 
für 31 s > SR «0 + d (d > 0 ) beschränkt ist, folgt: 

|/(s)|<C|s|<Coe‘l‘l 

für jedes ß > 0. Bei der Anwendung von Satz 5 darf also ^0 beliebig > 0, 
der Nullstellenabstand mithin völlig beliebig sein. — Dieser Beweis 

zeigt zugleich, daß die erwähnte Eigenschaft von f[s) gar nichts damit 
zu tun hat, daß f{s) gerade eine Laplace-Transformierte ist. 


§ 10. Bedingungen für die Darstellbarkeit einer Funktion 
als Laplace-Integral. 

Eine durch ein einseitig bzw. zweiseitig unendliches Laplace- 
Integral darstellbare Funktion ist in einer Halbebene bzw. in einem 
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Streifen analytisch, aber nicht jede Funktion mit dieser Eigenschaft, 
ist durch ein Laplace-Int^^ral darsteilbar, z. B. schon die Konstant« 
nicht; Wäre +« 

' -00 

so würde durch Differenzieren folgen: 




0 . 


Nach dem Emdeutigkeitssatz wäre also fF(ü) imd damit F(i(} eine 
Nullfunktion, demnach Su {■?} — 0. — Ebenso kann z. B. die ganze 
Funktion sin s keine einseitig unendliche Laplace-Transformierte sein, 
weil sie sonst wegen ihrer äquidistanten Nullstellenfolge »» nach Satz i 
113 * 7 ] identiscb verschwinden müßte. 

;^e selbständige funktionentheorctische Charakterisierung der in der 
Gestalt Si{F} bzw, in{F} darstellbaren Funktionen ist bisher nicht 
gehmden worden*. Wir werden uns darauf beschränken müssen, für 
gewisse Klassen von analytischen Punktionen /(s) die Darstellbarkeit 
nadusuweisen. Der Idealfall ist der, daß die dabei benutzten F(t) auch 
wieder eine selbständig charakterisierbare Klasse bilden, so daß man 
durdi die Ä-Transfonnaticm eine einelndeutige Abbildung der E-Klasse auf 
die /''Klasse erhält. Hierfür haben wir bereits zwei Beispide kennen- 
gdemt”; 

It Jede Funktion der Klasse 1®, d. h. im Unendlichen reguläre und ver- 
^wtodende Fui^tion /(a) ist als Si-Transfonnierte einer Funktion der 
Klasse i®, d. h. einer ganzen Funktion F(f) vom Exponentialtypus dar- 
^dlbar, und jede ganze Punktion jF(^ vom Exponentialtypus liefert eine 
«n Unendlichen reguläre und verschwindende Funktion /(s) (siehe S.f). 

2 . Jede Ft^on der Klasse % ist als Sn-Transfonnierte einer 
Funktion der Klasse Zfi darstellbar, und jede Funktion aus gibt 
Veranlassung einer Funktion aus /ft (si^e 6.7, Ende). 

to allgemeinen werden wir uns damit b^ügöj müssen, nur hin- 
reich^d^ nicht notwendige Bedingungen für die Darstellbarkeit an¬ 
zugeben”. 

Das Darste^gsproUm, das man auch als eine Integralgleichung mit 
^el^em /(s) und gesuchtem F{i) auffassen kann, steht in enger 
Beziehung Zfm Umkfhrproblm, und das ist der Grund, warum wir es 
^ ansctoeiden. Wir wissen, daß für gewisse Funktionen F(t) und 
f[s) zugleicb ' 

( 1 ) /(s)« ftr**F{{)dt 


sind die ja ein SondeifoU des Laplace-integrala 

Ctowk^enwg «st dnxch eine starke Verill»«nei^ng 
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und 

(2) F{t)=-^ j e^‘f(s)d 5 

x^ioo 

gilt. Es gibt also sicher Funktionen /($), die sich in der Gestalt (1) 
darstellen lassen, wobei F {t) durch (2) defibiert werden kann. Es handdt 
sich nur darum, eine Klasse solcher /(s) durch innere Eigenschaften zu 
charakterisieren. Beim Umkehrungsproblem kam es darauf-an, fOr 
wdlche F sich (f) in (2) einsetzen läßt, d. h. wann 

x + ioo +00 

jr—<00 ^00 

ist. Beim Darstellunpproblem konunt es darauf an, für welche f{s) 
sich (2) in (1) einsetzen läßt, d. h. wann 

+ 00 äf + <00 

— 00 « — <00 

ist. Man sieht unmittdbar, daß genau wie bei der ersten Frage so auch 
bei der zweiten das Problem der Gültigkeit des Fourirarschen Integral- 
theorems vorliegt. 

Wir schreiben für die Funktion /(s) = /(* +» y), die wir bei festem x 
als reine Funktion von y betrachten, das Fouiiersche Integralthrorem 
(6.2) an, wobei wir nur die Bezeichnung der Variablen ein wenig ändern: 

+ 00 +00 

/(s)=/(* + ty) = -^ / e-*y‘dt J e**yf{x + iy)dy 

— OO —00 

+ 00 +00 

= -^ f f «'<*+<’')/(*+ »y)dy 

— OO —00 

+ 00 « + <00 

== / f 

— 00 jT-<00 

/(s) erscheint hier tatsächlich in der gewünschten Gestalt, hängt aber 
noch von x ab, was nicht wundemimmt, da wir ja bisher /(s) gar nicht 
als analytische Funktion in einem Gebiet, sondern nur auf der Geraden 
9 ls = z betrachtet haben. Wir müssen also noch eine Voraussetzung 

jr + <oo 

hinzufügen, aus der folgt, daß / von x unabhängig ist. Wie in 6.5 

» — <00 

erkennt man auf Grund des Cauchyschen Integralsatzes, daß hierzu 
• die Annahme genügt, f(s) strebe für | y | -*■ oo gleichmäßig in ^ gegen 0. 
Betrachten wir nun die Bedingungen, unter denen wir in 6.2 die Gültigkeit 
des Fourierschen Integraltheorems erwiesen haben, so sehen wir, daß 
die Bedingungen der Stetigkeit imd beschränkten Variation in y für 
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/ als analytische und damit unbeschränkt oft differenzierbare Funktion 
von selbst erfüllt sind*. Wir erhalten also folgenden Satz: 

Satz t. /(s) sei in dem Streifen Xi<x<x^ analytisch und strebe 
hei Idiebig Meinem 3 > 0 für \y\~roo gleichmäßig »» + d^ S —d 

gegen 0. Ferner sei +ga 

f \f{x + iy)\dy (%< a:< %), 

— 00 

konvefgeint. Dann ist f {s) als Sn ^Transformierte 


der Funktion 


/(s) = H.W. Ye-‘*F{t)dt 
— 00 
* + <00 

* — <00 


{x^<x<x^, 


die von x unabhängig ist, darstellbar'^^. 

Beim Beweis des Satzes haben wir neben dem Fourierschen Integral¬ 
theorem den Canchyschen Integralsatz benutzt. Man kann bei diesem 
und ähnlichen Sätzen infolge der Regularität von f(s) und der scharfen 
Voraussetzungen (wie absolute Integrabilität) des Fourierschen Integral¬ 
theorems völlig entraten und den Beweis ganz auf dem Cauchyschen 
Integralsatz bzw. der Cauchyschen Integralformel, die den Wert von 
f(s) dürch ein Integral über eine s umschließende Kurve ausdrückt, 
aufbauen. Wir zeigen diese Methode am Beispiel eines Satzes, der eine 
Funktion als Si-Transfonnierte darzustellen lehrt. 


Satz 2. a) f{s) sei in der Halbebene 9ls>a analytisch, 
b) Für ein festes y>a und jedes reelle ^^0 sei 

y + fl»i 

/ ^’^f{^)dz hei a)->-oo 

y — <ü< 

konvergent, und zwar gleichmäßig in jedem endlichen Intervall 


c) Das Integral 
konvergiere für o}-*- oo. 



O^t^T. 


d) Fs sei 

e) Fs gelte 

gleichmäßig für alle y. 


|/(s)|<M 
f{a + iy)-* 


für Ülsfey. 

0 für u oo 


* Sei a • •< yn-l< = DajirList\f{x + iyy)—f(x + iyv-l)|=* * 

iyv’-yp^l) mit also -^/{;r+-iy,,_.l)| 

’a i ^ 

< Af (6 — fl), wo Af eine Schranke für ist. 
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Dann ist 


oo 

/(s) = Je—*F(t) dt für Sfts >y, 


WO F (iJ) die Funktion 


y + oo» 




y — ooi 

bedeutet 

Beweis: Wegen der in b) vorausgesetzten Gleichmäßigkeit der Kon¬ 
vergenz ist folgende Vertauschung erlaubt: 

r T y+o>< 

f 6 ~^‘F[t)dt— f lim f tf’f(z)dz 

ö' 0 y-To,! 

y + o* T 

= ai? / 

y-ai 0 

y + o>» 

= lim —r / - f{z)dz. 

y-a»» ^ 

Nach c) konvergiert lim gleichmäßig für alle T>0, wenn ^Rs>y 


ist, denn 


a)->oo 


y+ «)< 

/,! 

y — «f 




y+ä»» 


5 —ir 


;r \ T f \j. 

f{z)dz ^ J -iTZT]-!«« 


y— o»» 

y + «4 

- J T+Fi 

y — <oi 


Idzi 


für alle hinreichend großen w. Also kann der Grenzübergang T-*oo 
unter dem Integral vollzogen werden: 


00 

[e->F{i)dt= lim^ / j^dz 

i y-«>< 


{3is>y). 

Um zu zeigen, daß die rechte Seite gleich f(s) ist, integneren wir 
_!— JM)- entlang der Rechtecksperipherie mit den Ecken 

2 Jl 4 S ' 2 ■ 1 j 

y + o>i, <o—0)^, co + cot, 

was bei hinreichend großem a nach der Cauchyschen Formel den Wert 
■ / (s) liefert. Wählen wir nun auf Grund der Voraussetzung e) ein festes W 

so groß, daß . „ 

|/(z)|<e für 

ist, so gilt für ß) > ß auf der rechten Vertikalen 

üj + o)* ' 


f 


/w 


dz 


2 CD 
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auf dem Stück der oberen Horizontalen zwischen Slz «sfl und SR;? a>: 

auf dem Reststück dieser Horizontalen nach d): 


, a>— Q 


Y + o>i 




O+ai 




Q — Y 

«> —3« ‘ 


Analoge Absetzungen gelten für die Integrale über die Abschnitte der 
unteren Horizontalen. Für alle hinreichend großen o) sind a1gf> die 
l^träge über dfe rechte, obere und untere Rechteckseite beliebig klein. 
Für a>-+oo bleibt daher hur das Integral über die Unke Vertikale übri^: 

v-mi 

3. f{s) sei in der Halbebene Äs >aSO analytisch und in der 
/(*) = 7 + 7TJ 

*sf. Dann ist /(s) die ^Transformierte 

JlT + ioO 




jr—<00 


(*>a)« 

Beweis: /(s)-j erfüllt mit jedem *>a an SteUe von y die Voraus¬ 
setzungen von Satz 2, ist also die Sj-Transformierte von 

JC + <00 

H w-iir / «“(/W-Dj.=?,«). 

X — • 


, ist die ßrTransformierte von c. und nach der Formel S. 105 ist mit 
z > 0 


*+100 


»•«'•ST / «"7'*» = 


ar~ioo 


c für < > 0, 
I für /:=0, 


, 0 für f<o. 
olglich ist /(s) die Si-Transfonnierte von + c. 

7 . Kapitel. 

^ Umkehrformeln «r die Laplace-Transformation. 

.u. d» ^ 

Analogon zur ^uc^Shm * ^ genaue 

yschen Koeffmentenformel für Potenzreihen 



§ 1. Berechnung der Z^^Funktion aus den Ableitungen de^ ^•Funktion. {29 


00 

= Man wird erwarten, daß es anch zu der Taylorschen 

0 

Formel ^ ein Analogon gibt. Daß dieses nicht so auf der Hand 

liegen wird wie das Analogon zur Cauchyschen Formd, erhellt schon 
daraus, daß man in der Taylorschen Formel im Gegensatz zur Cauchy¬ 
schen den ganzzahligen Parameter n nicht ohne weiteres kontinuierlich 
variieren lassen kann. Immerhin gibt es für die 

Umkehrformel, die insofern mit der Taylorschen Formel Ähnlichkeit 
besitzt, als sie die Ableitungen von f($) benutzt, deren Werte man nur 
in einer Umgebung der dem Punkte r = 0 entsprechenden Stelle s == oo 
zu kennen braucht, ja sogar nur auf einem beliebig weit rechts anfangen¬ 
den Stück der reellen Achse. Wir wollen uns die zugrunde liegende 
Idee zunächst an der Potenzreihe klarmachen, die wir vermöge der 
Substitution z = e~*, q>{e~*) = /(s) in der Gestalt schreiben: 

nmmQ 

Bilden wir die Ableitungen 

/W(s) = 

SO zeigt sich, daß wir den Koeffizienten jetzt nicht mehr einfach 
durch den Wert von (s) an einer Stelle darstellen können. Wir ver¬ 
suchen daher den Koeffizienten durch ein etwas komplizierteres 
Verfahren aus den {s) herauszupräparieren. Wir setzen in (s) einmal 

h 

s = — (j» ganz > 0). Dann ist 


und wir können isolieren, indem wir mit einem geeigneten Faktor 
multiplizieren: 

«mO 


Nun ist aber, wie man der log-Kurve sofort ansieht, für positives a +1: 
a — loga>l, also 1—a + loga<0 


und 


(!) 

Für A ^ oo strebt daher jedes Glied der rechts stehenden Summe gegen 0, 
so daß man, wenn Summe und Grenzübergang vertauschbar sind, erhält: 




Eine ähnliche Foimd, in der nur der konvergenzerzeugende Faktor 
etwas anders aussieht, existiert nun auch für die Laplace-Transfonnation. 


Doetsch, Laplaed'Transfoniaatioii. 


9 
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ist Konvergcnzhalbebene besitzt, so 

Ft+o)lpütlT ^ Grenzwerte von rechts und links, so ist F(<) durch 
- - ZU ersetzen 

^ Beweis: Aus dem aus 4.1 bekannten Ausdruck für /W (s) folgt, wenn 
I schon größer als die Konvergenzabszisse ist: 

0 


also 


LJi:(‘)*-V*>(4)„ 


0_ ^ 

f du 


M.upt|^ i„ d« W Au^Wcken der rechts 
stenenden Art geläufigen Weise: Die Funktion hlu) ~e~*t^ (k'^A \hat 
™ „er. rrd. Hm, vc --- 

ems«, Statocm ,mt *(*) = JL, des cm so hdher ist. je 

^ößer k. Nach links und rechts werden Äe Werte rasch klein. Der 
Hauptbetrag des Flächeninhaltes der Kurve, auch der mit Fff « \multi- 
plizi^^, rührt also bei großem k von der unmittelbaren Umgebung 
er Stelle u~k her. Ist F in f stetig, so sind die Werte von F f fü) in 

^rvÄr^r ^ steu; «i ä. 

L NenneS ™ wesenthchen das F(f).fache 

aes JNenners. Für Ä-^-oo strebt daher der Bruch gegen F(f) 

Ausführlich: Wir könn^ die Behauptung so schreiben: 

00 

n/^~*‘"*[F(^y)-F(<)Jdf«^0 fÜTÄ^oo. 

Wegra der Stetigkeit von F in f kann man zu e > o ein <S > o so wählen, daß 




<e für 


T-' 


:< 5 , d.h. I«—Ä|<A!d. 



§ 1 . Berechnung der X-Funktion ans den AWeitimgen der /-Fnnkäon. 


Dann ist 


<31 


*{!+»> 


'*(iÄ <e J e-*i^du^Bk\, 


ferner, da e “«* von o bis Ä{1 —d) wächst: 




du 


Hi-j) 


l ö' 

Nach (1) (man setze <t = i — S) ist 

ß = ^{i~d)<i. 

Für alle hinreichend großen k ist daher ß'‘<k-^, also die rechte Seite 
in der Abschätzung <Ce-*Ä*. Nach der Stirlingschen Formel* strebt 
dies durch k I dividiert gegen 0. — Schließlich ist noch 

<(i+ö) *(i+^) 

abzuschätzen. Wir erledigen zuerst den Subtrahenden. Damit 

00 

TT f «-“u^du-yQ, 

»(l+i) 

genügt es auf Grund der Stirlingschen Formel, daß folgender Aus¬ 
druck gegen O strebt: 

OO 00 00 

j e-<*u’‘du = k~^ j = y* 

*(i + a) A(i + ^ i+a 

Die Funktion q)(v) — erreicht ihren Maximalwert 1 für v —1, 

nach rechts nimmt sie monoton ab. An der Stdle t; = 1 + (5 ist 9p (1 + 6) = 
+ ö) i lind für alle hinreichend großen k 

Ist 0 < ?7 < 1, so ist ri^ < rj, also 

Da alle Werte q>{v) für v > t -|- d von der Form rjtpii +d) sind, so ist 
für die obigen A 


k\~V27t «“***+ 


9* 
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Also ist 

00 00 

i+« i+a 

Folg^ch haben wir: 

^00 

= 0 (*“ V-*■ 0 . 

1 +d 

Es sei s =0 & eine redle Zahl, für die S {F} konvergiert. Dann schreiben 
wir das jetzt noch übrig bleibende Integral in der Gestalt: 

/r = f e-*«’F(»)rlv. 

Die Funktion y(v) (< erreicht ihr Maximum an der Stdle 


1 —- 


, die für alle hinreichend großen k links von t (i + d) liegt. Für 


diese k nimmt also ;|r(i;) im Integrationsintervall monoton ab, so daß 
wir nach dem zweiten Mittdwertsatz* schreiben können: 


J {ve (V *)*)*« ‘*F(»)<iw=(<(l + d)e~^“^)^'^*^)* / e~*'‘F{v)iv, 

wo KU], eine (von i, d, k, b, co und F abhängende) 2 ^ahl 

W^en der Konvergenz von S{F} für s = 6 ist für alle (üi^<(f+d) 


»i 


/ e-’>''F{v)dv 
ta+t) 


< c, 


so daß wir für unser Integral die Abschätzung erhalten: 

4 ^1(1+« C C-* [(1 + d) e-']*. 

Da wegen (1) für alle hinreichend großen k güt: [(1+d) , 

so strebt dieser Ausdruck durch AI dividiert für A->*oo gegen 0. — Damit 
ist Satz 1 im Falle der Stetigkeit von F in ^ vollständig bewiesen. Bei 
Annahme der allgemeineren Voraussetzung braucht man nur das Inte- 

Ä(i+d) h ka+ä} 

gral / noch in / und / zu zerspalten. Man kann diesen Fall 
*(!■--Ö) Ä(lid) k 

übrigens auch auf den vorigen zurückführen, indem man von F (t) eine 
Fimktion subtrahiert, die links von t gleich 0 und rechts gleich der 
Sprunghöhe F(^ + 0)— F{t —0) ist^®.. 


* Siehe die FoSnote S. 42. 



§ 2. Berochnimg aus Werten in der Umgebung von s^oo. 
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§ 2 . Berechtiung der Funktion aus Werten der {-Funktion in der 
Umgebung von s—oo. 

Die Umkehrformel von Satz 5 [ 6 . 5 ] kann man von einer neuen Seite 
verstdien lernen, wenn man imter skrupelloser Vertauschung der Inte¬ 
grationen schreibt (* > 0 und im Konvergenzgebiet von S {F}); 

AP+<00 X + tOO 00 


X ~-<00 


X —<00 


x + <00 




X*-<00 

1 für t — T> .0 
1 


für P—T = 0 


Nach S. 105 ist für x >0 

X + <00 

/ ^——ds = 

2nt J s 

' 0 für i—r< 0, 

( 

so daß wir J F (t) dr erhalten. (Hier wird auch klar, warum in der 
0 

Umkehrformel x >0 sein muß.) Der tiefere Grund für das Bestehen der 
Umkehrformel ist also das Eingehen des diskontinuierlichen Faktors. 
Man kann diesen nun bekanntlich auf sehr vide Arten analytisch dar- 
stdlen, wodurch man gegebenenfalls weitere Umkehrformeln erhält. 
Als brauchbar erweist sich die folgende Darstellung^*: 

1 für a > 0 


( 1 ) 


lim (l — e“*“*) = 


1 —— für a = 0 


0 für « < 0, 

wobei 5 durch reelle Werte g^en oo zu streben bat. Sie liegt folgendem 
. Satz zugrunde: 

Satz 1. f{s) — Ü{F} besitze eine Halbebene absoluter Konvergent. 
Dann ist 

f F(t)dr== lim —In— f(ns)^‘* für f>0*®. 

0 fzi 

Beweis: Für hinreichend große positive s konvergiert wegen / (««)-*■ 0 
folg^de Reihe: 

= e-*"F{x)dr 

nnal 0 

0 «-1 


n-il 
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Die Vertauschung ist gerechtfertigt (Hilfssatz 1 , Anhang), da die Reihe 
in der zweiten Zeile in jedem endlichen Intervall gleichmäßig konvergiert 
und in der ersten Zeile Summe und Integral noch konvergent bleiben, 
wenn man alle Größen durch ihre Absolutbeträge ersetzt: 

00 00 

0 

Es ergibt sich: 

J; ^=^/(«s) =/F(r) 

n-1 0 

Wenn man auf der rechten Seite den Grenztibergang dts-*-oo unter 
dem Integralzeichen ausführen darf, steht wegen ( 1 ) die Behauptung da. 
Wir schreiben ( 0 <ö<f): 

f= fF{r)dr—f ’/F{t) dr 


0 


/-d 


t « + d 

Wegen >0 ist 0 < * <d® = 1 , also 0<1 — < 1 . 

Zu gegebenem e >0 können wir daher d so klein wählen, daß 
i I t 

e 


und 


J P(t)c-»‘“ "’ir S f |i^(T)|rfT- 


i + ö 


*-<5 




i t 


wird, imabhängig von s. In 3 ist (s> 0 ) 

0 <e"^ , 

also für alle hinreichend großen s 


<-d i-d 

J P(t) • 

Io 0 

Weiter ist für alle hinreichend kleinen r> 0 : 

imthin, da bei ^ + 

also für große s gleichmäßig in t klein ist, 

0 < 2 «•<'-*» 



§ 2. Berechnung aus Werten in der Umgebung von s = oo* 
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für alle hinreichend großen s. Für diese ist denmach 

/F(t) (i — c~ »***"*’) dr ^2e“ f c~**|F(T)|rfT. 

«+» t+t 

Ist So (reell) ein Punkt, wo ß{F} absolut konvergiert, so gilt fürs>So: 

J e-»»|F(t)|rfT = e~*»‘*\F{x)\dx 

= für S-+ 00 . . 

Unser Integral ist also 0 («“'*) und folglich für alle hinreichend großen s 
kleiner als ~. Damit haben wir gefunden: Für alle hinreichend großen s ist 

00 i 

/jP(T) (l—rfT~/jF’(T)i T <C, 

0 0 
womit die Behauptung von Satz i bewiesen ist. 

Aus Satz 1 ergibt sich ein weiterer Beweis des Eindeutigkeitssätzes: 
Satz 2. Wenn f{s) = Si{F{t)} in einer äquidistanten Punhtreihe 
paraUd zur reellen Achse s = + v a (a > 0, v == 0,1,,..) verschwindet, 

so ist F {t) eine NuUfunktion und f(s) = 0. 

Beweis: Nach Satz 1 [3-2] ist 

/(s) = (S-So) /!-(*— (t) dt 
0 

mit ^ 

(p(<)= fe—-^F{x)dx. 

Für s = So + vo isi 

00 

0 = va f e~~^**^0{t)dt, 

0 

d. h. <p{s) = a{0} verschwindet für s = vor(r — 1,2, . -Da Si{0} 
absolut konvergiert, so ist nach Satz 1 

J 0(x) ir = lim ^— y (« s) fi"“. 

Der Grenzwert für kontinuierlich laufendes s stimmt mit dem für eine 
gegen oo strebende Folge überein. Wir setzen dah<»r s = vo und lassen 
dann v die Folge 1,2, ... durchlaufen. Nim ist aber y [ns) = 
<p(nva) =^(ßo) = 0 {fl = ganze Zahl), also ist die rechts stehende 
Summe 0 und damit auch ihr Grenzwert. Wir erhalten daher 

i 

f 0{x)dx^O, 

0 

woraus wegen der Stetigkeit von 0{t) folgt: <P(1) = 0“. Daraus eigibt 

sich aber nach S. 38, daß f F{x)dx = 0 ist. 

0 
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§ 3 . Entwiddung der L-Funktipn nach Laguerreschen Polynomen» 

Ist /(s) — Si(F) im Unendlichen regulär, so wissen wir nach J.d ^ 

00 

daß man aus der Darstellang /(s) = die Funktion F(/) .als be- 

*=o * 

00 

ständig konvergente Potenzreihe F (t) = f* ableiten kann. Dies© 

Umkehrung läßt fonnal an Einfachheit nichts zu wünschen übrig, bei 
praktischen Anwendungen kann aber einerseits die Reihe für /(s) schwex’ 
herzustellen sein, andererseits die Rdhe für F(f) bei großen t schlecb'f^ 
konvergieren. In diesen Fällen ist manchmal der nachfolgende Satas 
brauchbar, bei dem F (f) als Reihe nach Laguerreschen Polynomerx 

erscheint. Die Funktionen e * (f) bilden bekanntlich ein vollständiges, 
normiertes Orthogonalsystem im Intervall (0,00) und köimen auch durcli 
eine erzeugende Funktion definiert werden“: 

00 

(2) (1*1 <0 

n-O 

oder auch [siehe 9.3 (2®)] 

eo 

^Al (0 *" = e* /o (2 . 

«■"0 

Satz 1. Es sei f{s) = L{F} im Unendlichen regulär. Man kann 
r>i und ein reelles h so wählen, daß f(s) im Äußeren des.Kreises, dessen, 

_1_ 

1-2* ~ * 

und s, = "Tqrj- geht, regulär und infolgedessen dort in eineReihe der Form 

»■=0 

entwickelbar ist. Dann ist^ 

»-•0 

^ 7 ^' genannten Kreis stets so groß wählen kann, 

/(s) außerhalb regulär ist, ist klar; m a n braucht nur r > l so nahe an 
1 rad Ä (eventuell negativ) so klein zu wählai, daß s^ hinreichend weit 
hnta imd s, hinreichend weit rechts liegt. Da f(s) notwendig im Un- 
endhchen verschwindet, so ist auch (s + k) f{s) im Äußeren jenes Kreises 




§ 3* Entwicklung der Z.-Funktion nach Laguerreschen Polynomen. 437 


einschließlich s = oo regulär. Wie man leicht .nachrechnet, wird das 
Äußere des Kreises durch die lineare Transformation 

s + h-i 

"— T+r- 

auf das Innere des Kreises l^lo” abgebildet. Also ist (s+ h)f{s) für 
|j}| <f nach Potenzen von z entwickdbar: 

00 


(s + *)/(s) = 2‘*<‘(^TTF^)* 


n M 0 




s + h 


<f- 


Nach der Cauchyschen Koeffizißntenabschätzung ist 

wo A eine gewisse Konstante ist und q jede positive Zahl < r sein kann. 
Wir wählen 1 < g < r. Nun ist 

a{i.W> - ^ = 2 (-*>■ 


r-0 


9^0 


und infolgedessen nach Gesetz (S. 148 ): 

S{«— 

00 

Die Reihe für /(s) entsteht also gerade, wenn man (Q formal 

«i«iO 

gliedweise der Laplace-Transformation unterwirft. Wir behaupten, 

daß dieser Zusammenhang auch effektiv besteht. Nach Cauchy läßt 

00 

sich der Koeffizient der für |ä;| < 1 konvergenten Potenzreihe ^ = 

g(Ä;) durch ^0 < j< 1 abschätzen. Wendet man 
dies auf die Reihe (2) an, so ergibt sich für positive 


<Ma*« 

1*1-« 




also 


wo Ci und C2 positive, von q abhängige Konstanten sind. Wählen wir 
nun Q und q so, daß > 1 ist, so stellt die rechte Seite das allgemeine 
Glied einer konvergenten Reihe dar, die sich für durch 

.1 c. (,).-«« 2 W 

0 

00 

majorisieren läßt. Also ist JE in jedem endlichen Intervall 

0 

gleichmäßig konvergent, und überdies ist 

JE l^n^H (0 I ^ Cg ^ . 

0 
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00 00 


Folglich konvergiert J JS \^u^h für hinreichend 

0 0 

große reelle s, und deshalb gilt nach Hilfssatz 1 (Anhang) 


00 


oo 


OO 00 


J a„Ln(t)di = ^ (i„ J e 




— ^ 

S "f* Ä 


0 


5 H- Ä 




n 


00 

Da wegen der gleichmäßigen Konvergenz ^hie stetige 

0 

Funktion darstellt, so ist sie identisch mit der ganzen Funktion F{t), 
deren Ä-Transformierte gleich f{$) ist. 


§ 4 * Entwicklung der Z-Funktion in eine Partialbruchreihe. 

In § 1—3 gingen wir von Funktionen f{s) aus, von denen wir bereits 
wußten, daß sie die Gestalt S{F} haben. Im folgenden werden wir das 
von f{s) nicht vorauszusetzen brauchen, sondern mitbeweisen, so daß 
wir damit gleichzeitig Darstellungssätze im Sinne von 6.10 erhalten. 

Ist /(s) eine gebrochen rationale Funktion [/>(s) und g(s) Poly¬ 
nome], so läßt sie sich in Partialbrüche zerlegen, wodurch ihre Pole $, 
{das sind die Stellen, wo j(s) von höherer Ordnxmg verschwindet als 
^(5), also, wenn man sich gemeinsame Lineaxfaktoren in Zähler und 
Nenner weggehoben denkt, die Nullstellen des Nenners) und deren 
Vielfachheiten fn, in Evidenz gesetzt werden: 



wobei g(s) ein Polynom ist, das nur auftritt, wenn ^(s) mindestens den 
Grad von y(s) hat, und dessen Grad gleich der Differenz der Grade von 
'p{s) und j(s) ist. Die Koeffizienten a sind gewisse Residuen; ist 
das Residuum von f{s){s —im Punkte 

erstreckt über einen kleinen Kreis um 

Damit /(s) eine Z-Funktion ist, muß notwendig /{s )->0 für s-^oo, 
also g(s) = 0 sein; das bedeutet, daß der Grad von ^(s) kleiner als der 
von j(s) ist. Diese Bedingung ist aber auch hinreidiend, damit /(s) 
eine Z-Funktion darstellt, denn dann kann man zu f(s) sofort die i-Fimk- 
tion anschreiben (vgl. 8 . 1 , Ende): 



§ 4. Entwicklung der {-Funktion in eine Partialbruchreihe. 
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Da übrigens F vom Exponentialtypus und dementsprechend f{s) im 
Unendlichen regulär ist, so läßt sich f{s) im Äußeren der konvexen 
Hülle der Pole , das ist hier ein Polygon, als Laplace-Integral mit 
komplexem Integrationsweg darstellen (siehe 5 . 3 ). 

Ist nun allgemeiner f(s) eine meromorphe, d. h. in der ganzen Ebene 
(ausschließlich oo) bis auf die Pole Sq, s^, ... reguläre Funktion, so 
braucht sie sich nicht notwendig als Partialbruchreihe 



darstellen zu lassen. Aber auch wenn das der FaÜ ist, braucht f($) keine 
/-Funktion zu sein, und ebensowenig braucht, wenn dies doch zutrifft, 
die zugehörige JL-Funktion durch gliedweise Transformation zu ent¬ 
stehen. Nur unter sehr scharfen Einschränkungen läßt sich die Gewin¬ 
nung von F auf diesem Wege sichern*. 

Satz 1. f(s) sei eine meromorphe Funktion^ deren Pole alle in 
einer Unken Halbebene SR s < or liegen, und in eine Partialbruchreihe 



entwickelbar > Die Reihe 

F ( t ) =2 ( 4 *’++• • •+= 2^.(0 

>■ 0 v«0 

sei in jedem endlichen Intervall gleichmäßig konvergent 

Ferner konvergiere entweder 

0 i»-0 

oder 

v^Q 0 

Dann ist f{s) eine ^Funktion und F[t) die zugehörige L-Funktion, Das 
Laplace-Integral konvergiert für SRs^o*. 

Beweis: Der Satz ist eine unmittelbare Folge von Hilfssatz 1 (Anhang). 
Beispiel: Die Funktion 

. . _ cos { 2 v — _ gof ( 2 V — 

V—5siny —5 l/sSin]/« ’ 

die noch den reellen Parameter v enthält, ist eine meromorphe Funktion 
von s. (Trotz der Mehrdeutigkeit von ]/s ist / {v, s) eindeutig. Es ist 

♦ Man vergleiche zu dem nachfolgenden Satz die asymptotische Darstellung 
von F({) in Satz 1 [13.2]. 
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daher gleichgültig, welchen Zweig von ys man zugrunde legt.) Den 
Parameter v beschränken wir auf das Intervall Die Null¬ 

stellen des Nenners sind einfach und liegen bei 

(v = 0,1,...). 

Für diese hat der Zähler den Wert cos (2 »— i)vn. Wir nehmen zunächst 
ah, daß v nur solche Werte hat, daß cos ( 2 v — f)rjr+ 0 ist. Dann hat 
f[v, s) die einfachen Pole die sämtlich in einer linken Halbebene 
liegen. An einer StdOe s„ wo (s) + 0 ist, während /* (s) dort eine ein¬ 
fache Nullsfelle besitzt, ist das Residumn von gleich -y 4 ^ *. 

ft ft V?!»/ 

Also hat /(v,s) in 5, für v + O das Residuum 


1 1 
2 


co8(2P—i) __ 

^sin cos i/CIs 


= 2cos2vj?v. 


Für y = 0 ist die Formel für die Ableitung von y(s) =f= )/—ssin ^—s 
nicht anwendbar, hier gehen wir so vor; 

V'(0) = lim *-lim t. 

t^o ^ «^0 Y^s 

Also ist das Residuum von f{v, s) in s,« 0 gleich i. — Hat nun v einen 
solchen Wert, daß cos (2t;—l)v«rÄ0 für ein gewisses v ist, so besitast 
f(v, s) in Sp keinen Pdl, der oben als Residuum ausgerechnete Wert 
2cös2v^v ist aber auch 0. Es schadet also nichts, wenn wir den betr. 
Term mitführen, da er in Wahrheit verschwindet. — Die zimächst 
formal hingeschriebene Partialbruchreihe 


00 

1 , ^ cos 21» Ä »! 
5 r+i^Ä» 


konvergiert für jedes s + s^ und zwar gleichmäßig in jedem endlichen 
Bereich, wenn man die endlich vidien Glieder, die dort emen Pol haben, 
wegläßt, stellt also eine meromorphe Funktion mit denselben Polen 
und Residuen wie / (v-, s) dar. Sie kann sich demnach von f{v, s) nur um 
eine ganze Funktion unterscheiden. Der Beweis, daß diese identisch 
verschwindet, ist nicht ganz einfach und länft auf einen Residuenkalktil 
hinaus, wie wir ihn später bei Satz 2 sowieso durchführen werden. (Man 




für s ^ Sp durch /j (s,,), so ist diese Funktiou in einw Umgebung, von Sp (einschließ- 
Hch Sp) regulär und in Sp von 0 verschieden, da Sp eine einfache NuUstelle von (s) 

sein sollte, tp {$) =« (s) \ ^ ist also in einer Umgebung von 9 p (ein¬ 


schließlich s„) regulär, und das Integral liefert nach der Cauchyschen Integralfonnel 
den Wert von ip{s) an der Stelle Sp. 



§ 4 . Entwicklang der I-Funktion in dne Partialbruchieilie. 
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sfdlt f {v, s) durch ein Cauchysches Integral dar, zieht den Integrations- 
■weg nach und nach über die Pole hinweg, wodurch die Residuen auf- 
treten, und muß dann zeigen, daß das Restintegral gegen 0 strebt.) Wir 
unterdrücken daher diese Ableitung und nehmen die Entwicklung 


f(v,s) 


C08 (2P— l) _ i 


+ 2 


00 

cos2if«i 


1 

als bewiesen an*. Die durch formales gliedweises Bilden der iL-Funk- 
tion entstehende Reihe 


1 + 

y-i 

konvergiert in jedem Intervall gleichmäßig, da sie durch. 

oo 

die Potenzreihe £ («“"* 0 ** majorisiert wird (0<c~“'‘<l). Ferner ist 
1 

i»! 0 vl 

für jedes a>0 konvergent. Also gehört zu /(», s) die durch gliedweise 
Transformation gebildete Reihe, die nichts anderes als die Funktion 
#,(w, <) ist (vgl. S. 26). 

Wie man an diesem Beispiel sieht, ist es meist am schwierigsten, 
für eine gegebene meromoiphe /-Funktion nachzuweisen, ob sie diarch 
die an Hand der Pole und Residuen gebildete Partialbruchreihe wirklich 
dargestellt wird, während doch nachher für die Bildung von F{t) die 
alleinige Kenntnis der Pole und Residuen genügt. Es ist daher wünschens¬ 
wert, einen Satz zu haben, der gar nidit erst die Entwickdbarkeit von 
/(s) in eine Partialbruchreihe voraussetzt, sondern direkt von den Polen 
von f {$) ausgeht und daraus F (t) aufbaut. Dabei liegt es in der Natur 
der Sache, an die Darstellung von F durch ein komplexes, über tf*f{s) 
erstrecktes Integral (siehe 6.10) anzuknüpfen und durch Verformung des 
Integrationsweges ü^r die Pole von f{s) hinweg den Integralausdruck 
nach und nach in die Residuen von ^'/ (s) aufzulösen, wobei sich natürlich 
Ausdrücke von der in Satz 1 gefundenen Gestalt ergeben. Es wird 
hier gewissermaßen das Umgekehrte wie in Satz t gemacht. Dort wurde 
zuerst /(s) durch Residnenrechnung entwickelt und dann gliedweise 
die Umkehrung der ^-Transformation ausgeführt; hier wird erst diese 
Umkehrung geschlossen bewerkstelligt und dann der erhaltene Ausdruck 
duräb Residuenrechmmg entwickelt. Übrigens wird dabei das Verhalten 
von f{s) in der ganzen Ebene ausgenutzt: Die Darstellbarkeit von F{t) 
als komplexes Integral hängt von dem Verhalten von /(s) in der nach 
rechts sich erstreckenden Regularitätshalbebene ab, die Aufspaltbarkelt 

* Die Reihe stellt f{v, s) nur für O^v^l dar, wie man daran sieht, daS die 
Reihe in v die Periode 1 hat, /(«, s) aber nicht. 
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in Residuen von dem Verhalten in der die Pole enthaltenden, nach links 
sich erstreckenden Halbebene. 

Satz 2. /(s) sei in ier ganzen Ebene bis auf die Pole der Ordnung 
1 ,2,...) regddf, die HdLhehene aSs^y sei frei von Polen, 

f{s) lasse sich als ^-Transformierte der Funktion 

y+<«> 

J eff(s)ds 

y— <00 

darsieUen*, Gibt es ein festes k>ö, so daß s*/ (s) auf den 8ls ^y gelegenen 
Bogen der Kreise j s j = (n = 0,1, 2,...; Pn beschränkt ist, so gilt: 


wobei die die Koeffizienten des Haupüeils der Laurent-Entwicklung 
von f{s) in der Umgehung von s, sind: 

/ i *«! ^»0 ^ 

Die Ausdrücke in der Reihe für F{t), die den Polen zwischen zwei kon¬ 
sekutiven Kreisen | 5 | = pn—1 1^1 = Sh entsprechen, sind zu einem 

Glied zusammenzufassen 

Beweis: Das Residuum von ^*f{s) im Pol ist 

mp 




'H' 






Wir setzen s = Qe*^ und bezeichnen mit den Bogen des Kreises 
Q = Qn» Ihiks von der Geraden SUs = y liegt; der im Kreis liegende 
Abschnitt dieser Geraden heiße S^. Dann ist nach dem Cauch3^chen 
Residuensatz, wenn die Anzahl der Pole innerhalb Q<Qn bedeutet: 

hn mp 




aM -L. _ 




PnuO ^-1 ” ' Sj, C* 

wobei die aus und gebildete Kurve im positiven Sinn zu durch¬ 
laufen ist. Das Intfegral über C„ strebt für ^>0 mit wachsendem n 
gegen 0. Denn wenn 

|s*/(s)|<M auf den Bogen C^, 

so güt: |„+a. 


% 


3 




* Dazu genügt es, daß /(5) die Bedingungen von Satz 2 [ 6 . 10 ] erfüllt. 
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WO 


= arcsin-2L. 


Qh 


Für die gefundene Schranke kann man schreiben: 

n 

S « 2 

G = 2ei-*Af 


sin^. 


-öii 




Es sei zunächst y^O. Da sijn^>'vfür ist, so ergibt sich: 


2 

G^2eJ-*M / ^(>T_r"“T). 

Wegen ist G->0 für «->00. — Für y >0 dagegen ist 

1 i \ 

\o 0 / 

^ JC 

also wegeny<sin^<^ für 0<^<Y- 

G^2el-*Af( + 

\o 0 / 


= |^(i_2c '*" <+e'««"»)-»-0 für « 


-►00, 


Das Integral über strebt nach Voraussetzung gegen F(^), womit 
die Behauptung bewiesen ist. 


§ 5 , Entwicklung der /-Funktion in eine Reihe nach Potenzen von e’"!'*. 
Da /(s)=S{F} das Analogon zur Potenzreihe in der Gestalt 

00 

99(0’"®) — ^ ß“”* darstellt, so liegt der Versuch nahe, / (s) auch in eine 

0 

Reihe nach Potenzen von ö*“® zu entwickeln. Zu gibt es aber keine 
L-Funktion. Wäre nämlich e“”* = S{ö}» so würde durch Differenzieren 
nach s folgen: 

= ß{/ Q}, 

Nach dem Eindeutigkeitssatz müßte also 

= Q(t) + Nullfunktion, 

mithin Q selbst eine Nullfunktion sein, was offenbar unmöglich ist. — 
Dagegen gelingt es oft, f{s) nach Potenzen von 0”^ zu entwickeln. Zu 
ß-ny* gehört als L-Funktion die Funktion y(n, /) [siehe 3.4, Beispiel 9 ]; 
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manchmal tritt statt dessen auch das Funktionenpaar 

[siehe ebenda] auf. An Stelle eines allgemeinen Satzes wollen 
wir ein spezielles Beispiel yorführen, und zwar knüpfen wir wieder an 
die schon in § 4 behandelte Funktion 

cos (2t/—i)y^^ Cof (2 g — i) yi 




an. Es ist 


y^siny—s 


<Sin 


/(v, s) = 




Für SU Vs > 0, d. h. für alle s xnit Ausnahme von 0, kann man diese 
Funktion in eine geometrische Reihe entwickeln: 

00 

(1) / (». s) = ^ 

( 00 00 \ 

<*—0 »-0 / 

00 00 \ 

»•■1 » — 1 / 

Beschränken wir nun v auf das Intervall so ist stets v^O, 

« + v> 0 , n —u^O, also für die gliedweise Übersetzung die Formel 




(oc^O) 


“ l=v 

anwendbar, wodurch Wir zunächst fomal auf 

4 / ^ (»+»)• “ («»-»)* \ 

' \ »—1 »=i / 

geführt werden. Daß tatsächlich S{F(i;,f)} = /(i;,s) für Sfts >0 ist, sieht 
man unmittdbar durch Anwendung von Hilfssatz 1 (Anhang) ein. Natür¬ 
lich,erhalten wir wieder ^^{v, f), diesmal aber in transformierter (Gestalt: 

+2? (<>+<»)» 

' —oo 

In den beiden Ableitungen in § 4 und 5 haben wir dainit zugleich einen 
Beweis der grundlegenden linearen TransformaHonsformd der Theta- 
funkHon^: 

^ 4 42? »+")• 

(2) [#,(«,/) = ]t+2^cos2vjr»e--’'‘’^‘ = -;= * 
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Zusatz: Die Formel 




cos (2 t;— 1) V—5 
Äsin 


ist bewiesen und gilt nur für 0 ^ z; ^i. Da ^3 (t;, if), wie man seinen beiden 
Gestalten unmittelbar ansieht, in v die Periode 1 hat, so kann man 
Sftfg} auch leicht für v außerhalb des Intervalls erhalten. 

So muß z. B. für •—1 ^t /^0 


also 


sein. 


1|^)} O^V+1^1 

_ COS (2 (i> 4-1)<) 

y^ sin * 




cos (2 t; + i) y^ 
y—5sin ')l~$ 


für —l^v^O 


§ 6 . Weitere Umkehrformeln. 

Es gibt noch eine Reihe von Umkehrformdn von einem ganz anderen 
Typus. Wir nennen sie hier ohne Beweis, weil eine exakte Abgrenzung 
ihrer Gültigkeit und ein befriedigender Beweis nur im Raum der im 
Lebesgueschen Sinn quadratisch integrierbaren Funktionen möglich ist. 
1 . Umkehrung der zweiseitig miendlichen Laplace-Transformation. 


00 -f 00 


( 1 ) 



e */(s)cosy (< + s)<is. 


0 —00 

Für die Gültigkeit dieser Formel, die ein zweifaches, aber ganz im Reellen 
verlaufendes Integral benutzt, ist hinreichend, daß 


+ 09 



— 00 


+ 00 

/ «-I/WI 


— 00 


»ds, 


+ 0O 

/ WWv 


— oo 


mit 


+ 00 

C (y+**)* 

v^y)=-^ j « ‘ ns)ds 

— oo 


konvergieren, /(s) muß für die Anwendbarkeit dieser Formel insbesondere 
nicht bloß in einem Streifen, sondern längs der ganzen reellen Achse und 
damit in der ganzen Ebene existieren 

2 . Umkehrung der einseitig unendlichen Laplace-Transformation. 


( 2 ) 


F(/)= lim-:- 
0(^00 


00 ot 

" / ’ 




dy. 


Uoetsoh, Laplace'Tranifoirination. 


10 
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Hinreichend für die GMtigkeit dieser Formel ist, daß /(s) für Sls>0 
analytisch ist und dort die Bedingung 
00 

J\t{x-)riy)^iy^M für x >0 

— c» 

erfüllt, daß ferner lim existiert". 

äc^oo 

Es sei bemerkt, daß man wie von der komplexen Umkehrfonnel 
in 6.10 so auch von den übrigen Umkehrformeln aus das Darstellungs¬ 
problem angreifen kann**. 


8 . Kapitel. 

Die Abbildung der fundamentalen Operationen 
an Funktionea 

In diesem Kapitd behanddn wir folgendes Problem: Von mehreren 
I-Funktioneai Fj, F|, ... sind die zugehörigen /-Funktionen /i, /*,..* 
bdcannt. Man übe auf die i-Funktionen gewisse Operationen aus, z. B. 
man bilde ihr Produkt. Wie läßt sich dessen /-Funktion aus den Funk¬ 
tionen /i, /„ ... berechnen, mit anderen Worten, wie bildet sich die 
Operation der Multiplikation von L-Funktionen im Raum der /-Funk¬ 
tionen ab ? Oder: Welche Operation an / entspricht der Ableitung von F, 
d. h. wie läßt sich ß{F'} aus 2 {F} = f berechnen? Dasselbe Problem 
läßt sich auch in umgekehrter Richtung stellen: Wie sieht die zu /i* /* 
oder die zu /' gehörige i-Funktion aus ? Wir gelangen auf diesem Weg 
zu den grundlegenden Abbüdungseigenschaften der Funktionaltransfor¬ 
mation ß{F}==/, die die vielseitige Verwendbarkeit der Laplace- 
Transformation in den Anwendungen begründen. Es wird sich nämlich 
heraussteilen, daß gewisse komplizierte Operationen in dem einen Raum 
sich in ganz elementaren Operationen im anderen Raum widerspiegeln. 
Das eröffnet die Möglichkeit, verwickelte und tiefe Zusammenhänge in 
dem einen Raum an ihren viel leichter zu übersehenden Bildern in dem 
anderen Raum zu verfolgen und aufzuklären. Der ganze Ixihalt des 
IV. und V. Teiles wird in Anwendimgen dieser Idee, von der schon im 
2 . Kapitel gesprochen wurde, bestehen. Es handelt sich also hier um einen 
speziellen Fall des für die ganze Mathematik so wichtigen und fruchtbaren 
ÄbbÜdungsprinzipSf das besonders in der Greometrie und geometrischen 
Funktionentheorie so sinnfällig und erfolgreich in Erscheinung tritt. 
Um an ein bekanntes Beispiel zu erinnern; Die Zyklographie bildet die 
Gesamtheit der orientierten (d. h. mit einem UnüauMnn versehenen) 
Kreise einer Ebene auf die Punkte des Raumes ab, indem sie einem 
Kreis denjenigen Punkt zuordnet, der senkrecht über dem Mittdpunkt 
liegt und dessen Abstand gleich dem Radius ist, wobei sich dessen Vor¬ 
zeichen nach der Orientierung des Kreises richtet. Dem Satz, daß die 
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äußeren Ähnlichkeitspunkte dreier Kreise auf einer Geraden liegen, ent¬ 
spricht dann die Tatsache, daß die Verbindungsgeraden der die Kreise 
(bei gleichsinniger Orientierung) repräsentierenden drei Raumpunkte 
die Ebene der Kreise in Punkten (eben jenen Ähnlichkeitspunkten) 
treffen, die auf der Schnittgeraden dieser Ebene mit der durch jene drei 
repräsentierenden Punkte gehenden Ebene liegen. So wird ein Zusammen¬ 
hang, der in der Kreisgeometrie keineswegs auf der Hand liegt, bei der 
Abbildung auf den Punktraum zu einer Selbstverständlichkeit. 


§ 1 . Die Abbildung der linearen Substitution. 

Wir beginnen bei den Operationen, deren Abbildung wir suchen, mit 
einer ganz einfachen, nämlich der limaren Suhstiiidion an der Variablen f, 
indem wir aus einer L-Funktion F (^) die neue Funktion (^) =F {at—’b) 

hersteilen. Dabei soll a>Q, b >0 sein. Für ist 6<0, 

und für negative Argumente braucht F nicht definiert zu sein. Wir 
setzen aber nun fest, daß F (^) = 0 für i < 0 sein soll. Dann ist = a ^—6, 

a a J 




■■>=/ 


^‘F{at-b)dt. 


, r -i-r 

-e ^ je ^ 

-b 

oc 

■/ 


F(r) dt 


b 
a 


e * F{x)dx. 


(a>0, ö>0), 


Dieses Ergebnis können wir so formulieren*: 

1 ,. Bildet man am einer L-Funktion F (f) die neue Funktion 
\F{at — b) für at—b^O 
0 für at-b <0 
so ist Fl eine L-Funktion ufid für ihre UFunktion gilt: 

Die lineare Substitution in F spiegelt sicn also in einer linearen Sub¬ 
stitution an / und Multiplikation mit einer Exponentialfunktion wider. 
Wir merken die SpeztalfäUe 6 = 0 bzw, = f besonders an: 

IJi, Zu Fi(t) =F(at) {a> 0 ) gehört 


* Wegen der großen Bedeutung dieses Kapitels für die spateren Anw^dungen 
sind die auf die einseitig unendliche Laplace-Transformatipn sieb beziehenden 
grundlegenden Gesetze mit römischen Ziffern bezeichnet. Der Index a deutet 
an, daß der Z-Raum, der Index b, daß der /-Raum der Ausgangspunkt ist. 

10* 
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I". Zu 


gehört 

/i («)-«"‘V(«)- 

Wir machen jetzt das Analoge mit /(s), indem wir /i(s)—/(«s+Ä 
betrachten mit a >0 und ^ beliebig (auch komplex), wodurch der Defi- 
lütionsbereich für /^(s) eine Halbebene bleibt. Es ist 

00 00 r ^ 1 

0 0 
so daß wir das Ergebnis bekommen: 

Ib. BUdä man, aus Huer l-FunkHon f{s) die neue Futiktion /i(a) — 
/(as+jJ) ^a>0, ß belitibig komplex), so ist diese eine UFunkHon, und für 
ihre L-Funktion gilt: 


0 für t-b<0 


(S>o) 




Auch hier spiegelt sich also die lineare Substitution in / in einer linearen 
Substitution an F und Multiplikation mit einer Exponentialfunktion 
wider. Wir merken die SpezialfdUe ß = 0, a = i an: 

Zu /i(s) = /(as) («> 0 ) gehört 

Ik'. Zu /i(s) =/(s + ^) (ß bdieUng komplex) gehört 

Ib bedeutet natürlich dasselbe wie 1 «. In den Anwendungen kommen 
die Begehungen I«' und 1 ^' besonders häufig vor. 

Ein einfaches Beispiel: Nach }A, Bebpiel ^ ist 

für 8 la>-i. 


Also ist 




_ r(a + i) 

(s + /r)«+i- 


§ 2 . Die Abbildung des Integrierens. 


1 . Integration der Z-Funktion. 


Wenn F eine Z-Funktion ist, so werden wir sehen, daß ihr Integral 
auch wieder eine solche ist. Dagegm braucht die Ableitung F' keine 

-1 , _i 

zu sein, wie das Beispiel F(f)= t » zögt, denn * ist nicht 

bis zum Nullpunkt integrabeL 
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Satz 1 . Wenn S{<P} für ein reelles €o >0 ^nfach konvergiert, $0 


konvergiert auch S |/<P(t)^t| für s^, und es ist 
«oßj — So}, 

ssj/<P(T)<iT[ = S{0} für 


( 1 ) 

tiso auch 


ls>So>0. 


Überdies ist 


f 0{r)dT = o («*•') für t-»-oo, 


so daß flj f0{r)dT^ /ör 9is>So sogar absolut konvergiert*’^. 

Bemerkung: Die Voraussetzung, daß Sg reell und >0 sein soll, ist 
wesentlich. Ist nämlich Sg reell, aber ^ 0 , oder komplex, so folgt aus,. 

der Konvergenz von ö {0; Sg} nicht notwendig die von Ö | y 0 (t) dr‘, Sg 

Gegenbeispiele; a) Für die Funktion 

1 für 0 ^iS <1 I , \t für 0 ^ 2<1 

1 für t^\, 2 -| für t^i 


0{t) = 


ist S{ 0 ; 0 } konvergent, 0 {T)dr; 0 aber nicht. 


b) Für die Funktion 

1 für 0^<<1 


0(f) = 


0 für 


/ 0(T)<fT^ 


t für 0 S <<1 
1 für 


ist ß {0} in der ganzen Ebene konvergent, also z. B. für Sg &= — 10 , 


ß 

lö 
Für 


{/0(T)rfT 


aber nur für Sg > 0 . Oder ein weniger triviales Beispiel; 


0(t)—e~*, J0{v)dt = i — e~’ 

0 

ist ß {0} für Sg> —1 konvergent, ß|y0(T)<iT| aber nur für $q> 0 . 

c) Für die Funktion 

1 für < 1 , 


0 W = 


y für < Ä 1 


t für 0 ^f <1 


ist 8 { 0 } für s, = *yg(yg^O) konvergent, ß|y 0 (T)iT| aber nicht. 
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Sdbst wenn s,} nnd ÄjAw df, s.j beide existieren, braucht 

für So^O die Gleichung (1) nicht zu gelten, wote man la<it 
bilden Vann Dagegen gilt die Aussage über die absolute Konverge 

von sj/<P(r)rfTl auch noch im Falle So = 0. Denn wenn S{0; 0> = 




f 0 (t) dx existiert, so hat die Funktion j0 (t) dt für t 

A 0 


- cx> einen Grenz- 


daß ihr”ß-Integral für lRs>0 absolut 


V « 

wert, ist ^also beschränkt, so 
konvergiert. 

Beweis von Satz \: Wir setzen 

* r 

^{x) = J «■*•' dtj0 (x) dx 
0 0 

und wenden den Stolzschen Grenzwertsatz * an: 

Wenn H{x) reell ist und für x^^oo gegen oo strebt, G'(x) und H' (^) 
für x>x^ existieren und H'{x) + 0 ist, so ist 


lim 


G(*) G'W 


sofern der Grenzwert auf der rechten Seite existiert. 

Mit 

G(x) = «»•*!?(*). H{x) = e>-* 
ist if(z)-+-oo (hier wird s^>0 gebraucht) und 
G’[x) . .«.*(^y+yO _ 1 . 

(IF' existiert, da f 0\x) dx stetig ist.) Explizit ist 
0 

X t % 

= Sf,f «“*•' dtj0 (t) dx + «”*•*/0 (t) dx, 

0 0 0 

was sich durch veraUgemeinerte partielle Integration (vgh S. 16 ) ~o 
umfonnen läßt: 

i ^ * X X 

-e—**J0{x)dx + f er*»*0{t)dt + e—*f0(x)dx:= f e~’>*0(t)dt. 

® ® 0 0 0 
Da S{0; konvergiert, so besitzt dieser Ausdruck für X’-^oo den 

Grenzwert ß{®; s^}. Also hat den Grenzwert Sq}, 

womit <he erste der Behauptungen bewiesen ist. ** 

,. reelle s>s^ trifft die Voraussetzung erst recht zu, so daß 

die Glöchung auch für diese s güt. Wegen der Regiilarität der rechts 
nnd links st ehenden Funktionen dehnt sie sich auf ?lis>«o aus. 

* beamdns einfadioii Bewei» stehe bei F. Lsttbnmbvbb; Über die 

oogenaimteHoqutalBcheRegel. J.f.d.reineu. angew.Math. 174 ( 1936 ) 3 . 246 — 247 . 
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Schließlich folgt noch aus dem Resultat 

lim lim •^(80^ + ’?'). 

g-*-eo *-»-oo “® 

daß 


lim y' = Um 8 "*'*/ <P (t) dr = 0 , 

*^00 0 

V/'as iiait der letzten Behauptung gleichbedeutend ist. 

Diesen Satz können wir sofort auf iterlerte Integration verallgemeinern 
[vgl. IS.3 (21)]: 


lift. Wmn S{(P} für ein reelles Sq >0 einfach konvergiert, so konvergiert 
auch die Q-Transformation des v-fach iterierten Integrals (v ganzzahlig> 0 ) 

W(t) = 0 (T) =-(^1 (T) dx 


für Sq, und es ist 

= So}. 

also auch 

s'fl{y^ = ß{0} für SRs>So>0. 

Überdies tsl 


!P(i) = 0 («*•') für t~*-oo, 

so daß ß {•!?} für SR s > Sq > 0 sogar absolut konvergiert. 

Die Formel ß {!P} = ß { 0 } zeigt, daß der transzendenten Operation 
des mehrfachen Integrierens der I-Funktionen im Gebiet der ^Funktionen 
die ganz elementare Operation der Multiplikation niiit einer Potooz 

von -y entspricht. 


2 . Integration der /-Funktion. 

Wenn /(s) = ß{F} für ffts>ß ist, so gilt ebenda (s. Satz6 [ 4 . 1 ]): 
/'(8) = ß{-/F}. 

Wir setzen 

/'(s)=99(5), -/F(O==0(O. 

Da/(s)->-0 für s->oo in einem Winkelraum ® (Satz! [ 4 . 3 ]), so ist, 
wenn wir die Integration von der komplexen Stelle s längs der Hori¬ 
zontalen nach rechts (oder längs irgendeiner Kurve, die von s aus nach 
rechts ins Unendhche läuft) erstrecken: 

//' (a) da = /?! (or) rfa = — / (s) 

i s 

f 9)(a)da=ß[^j. 


Öder 
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Da mit 7 auch /' und Timgekehrt mit auch /^((t) da analytisch ist, 
so können wir das Resultat so formulieren: 

oo 

IIb> -Ts/ 9 >(s) für ^s>ß analytisch und ist fq>(a)da (das Integral 

längs eines Weges in einem Winkelraum SB erstreckt) eine l-Funktion, 
so ist auch ^(s) eine solche. Ist q)(s) = S{(p}, so ist 

. 00 

f<p[a)da=^^^Y 

Der transzendente Prozeß der Integration der /-Funktion spiegdlt sieh 

ajso in dem dementaren Prozeß der Multiplikation mit -j- an der L- 

Fualftion wider. Die Verallgemeinerung auf mehrfache Int^ration ist 
leicht ausführbar. 

Anwendung: Setzt man so ist fip{o}da==‘ 

logor--log(a-|-l)|f=logi±i. DieFunktion]og(l 

ist, wie man nach Satz 3 .[6*tO] sofort erkennt, eine /-Funktion; es ist 
?» (*) ~ S {! — «“'}. Die Formd von 11^ ergibt: 

§ 3, Die Abbildung des Differenzierens. 

i. Differentiation der L-Funktion. 

Es sei JF{t) für 0 defimert, für f > 0 differenzierbar und in / = 0 
nach rechts stetig. [Das kann man, was für spätere Anwendungen 
pr^^ ist, auch so ausdrück^: F{t) sei für f > 0 differenzierbar und 
für ^”** + 0 einen (zur Vereinfachung mit F{0) bezeichneten) 
Gr^^]. Ferner sei F'(f) eine L-Funktion. Dann ist F'(<) int^bel 


F(t)^F{ 0 ) + jF^{T)dx. 

_ 0 
Setzen wir nun in Satz 1 [8.2] 

0 (t) = F' [t) , J 0 {r) ir «F(f) --.F(o). 

0 

so erhalten wir wegen S{F{0)} = 

ßr t>0 differensierbar ist und für /-► + 0 
dm Grei^ert F(0) hat, leenm ferner S{F'} für ein reelles s,>0 einfach 
konvergiert, so konvergtert auch ^d{F} für s^ und es ist 

ß{F'; s,} = s,S{F; «,}_F( 0 ), 



also auch 
Überdies ist 
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S(27'} = sS{F}—F( 0) für 8is>s,>o. 
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FW = " («*•*). 

so daß &{F} für ^s> Sa sogar absolut konvergiert”^. 

Diesen Satz können wir sofort auf Ableitungen höherer Ordnung 

veraÜganeinem. Wenn F<'’> W für i >0 existiert (»>!), lim F*—!) (<) 

*-►0 

^ 0 ) vorhanden ist und Ö{F^'’'} für s ,>0 konvergiert, so kon¬ 
vergiert nach Satz i, angewandt auf Fl’-‘) an Stdle von F, auch 
ß{F<'’“^>} für So. '“‘1 

Ö{FW; So} = So»{F<'-i): s,}-i«'-i)(o). 
ferner (0 =o(«^‘). 

also für 8 ls>So absolut konvergent. Wenn nun weiterhin 

limF^'“** W =F<’’~** ( 0 ) existiert, so konvergiert auch SIF”“*)} für s„ 

und es ist ^ß{F<»-»»: So}-F-*)( 0 ), 

jrt»-*) (<) = ()(«•.») 

und S>{F^*~^} für 91 $> 8 # absolut konvergent. Hieraus folgt: 

a{F<'): So} = s;ß{F-»); So}-F-*>( 0 )«.-F'-^(o). 

Fahren wir in dieser Weise fort, so erhalten wir folgendes Gesetz: 

III,. Wenn F(<) für t >0 die AUeitmgen F'.F'',....,^’’» (v^l) 
besitzt und die Grenzwerte 

Um F W = F ( 0 ), Um F' {*) = F' ( 0 ). W = F«»-^) ( 0 ) 

M. ««m fmu. a{f1) iW. 

^lergM, so komsrgia-dn asich 2{F}. 2{F}..--2{F^ •} /Wr V 

und ^ 

ßlFl”»; So} = s;ß{F: So}— F( 0 )sj-^—F'( 0 )s;-*—•• F'-^»(o), 

also auch 

ß {Jrt'’»} = s” ß {F}—F (01 s' - ‘ —F' ( 0 ) s'-*-F* ( 0 ) ^ 9 ls > Si, 

Überdies ist , , 

F(i) = n(s*.‘). F'{<) = o(s*.‘). jr(*-i)(«)=o{S».‘)/ö*'<->oo, 

SO daß die ^-Integrale dieser Funktionen für Ms >Sa sogar absolut koth 

vergieren “. 

Bemerkungen: j, 

t. Nach Hüfssatz 3 (Anhang) sind die 1 ’; ■ ‘ sie 

im Punkte' / = 0 nach rechts vorhanden und stetig. (Für > 
sowino sicjier stetig, da sie dort differenaderbar sind.) 
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2. Die iPönntd iü 111, kann auch sb geschrieben werden: 




= s*s|jf(<)- 


f(0) + 


P'{o) 

11 


t + 


+ (v—1)1 


—1)1 ^ Jj' 


Der Ausdruck in [• “] ist der Anfang der Täy^löir-hieihe von F ; die 
Funktion F (t )—[* * •] hat die Eigenschaft, daß ihr Wert und der ihrer 
v—i ersten Ableitungen fÜf t = 0 verschwindet. 

3. Die Eönnel Vön lil* efgiht sich aüch aus der Taylorschen Formel 
mit dem Laplaceschen Inte^^estglied: 

Wenn faan bdi def B-Träürfonnation des Restgli^des das Gesetz Itn 
anwendet. 

Geht man im Raum det i-Funktionen in den Ableitungen (voraus¬ 
gesetzt, daß diese wieder i-Funktionen sind) über — ein transzendenter 
Proz^^ so bedeutet das im /-Ramn die elementare Operation der 
Multiplikation mit einer Potenz von s und Addition eines Polynoms, 
Koeffizienten von den „Anfaügswerten“ def Fxinktion F und ihrer 
Abl^tungen abhängen. Gerade die letztere Tatsacbe ist für die An- 
w^dmgen außerordentlich bedeutungsvoll. Sie hängt damit zusammen, 
^ dM S-Integral voü 0 an erstreckt ist, wie man sieht, wenn man die 
^ unter Benutzung der oben bewiesenen Abschätzung 
F(l) = o («^') venmttels partiefler Integration ableitet: 

fe F {ijdt = e “F{t)\'^-{.sfe-‘*F{t)dt für s — s^ und 8i «>«(,• 

Zusatoli^^^^^ ««««Ö.CÄ«» Laplace~Transfortnation treten derartige 
Zusatzgheder dementsp^end nicht auf, es güt nämlich 

ist definiert -und differenzierbar 

damit für s,<^I'^A T ** Werte und s, >s, einfach (und 
und s!Xides ist ^vergtert, so konvergiert auch S„{F} für 

F = o(e»i‘) /-++00, 

■^ = o(e^') für t-^—oo, 

" ^ ßn{F} für s,<^s<s, absolut konvergiert. 

Beweis: Setzen wir FM) = so 

./.-«r w 

h 
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also nach Satz i: 

0 

J {t)dt==i 


- s, / tf- (-*«>' Fl (Q - Fl (0) 

0 

0 

= Stfe—‘*F{{jdt + F(0) 

— oo 


und 


d. h. 


Fi(<) = 0 («“*•') für t-* + oo, 
F(f) = o («*•*) für #-*•— oo. 


Ebenso ist 

0 0 

f e—*F'({)dt = s /tf-*‘F(/)rf/ + F(0) für 

— OO —00 


Hierzu addieren wir die nach Satz 1 für s = Si und 91 s > Si gültige 
Gleichung 

00 00 

/ e-’*F'(t)dt = sf e—*F(i:)dt~F(0). 

0 0 

in der 

F(f) = o («**') für f-+oo 
ist, wodurch sich die Behauptung ergibt. 


2. Differentiation der /-Funktion, 

Den einschlägigen Satz haben wir bereits in 4.1 bewiesen. 

Illb. Wenn /(s) eine l-Funktion ist: /(s) = S{F} für ^s>ß, so 
sind auch alle Ableitungen UFwnkUonen, und mar ist 

/W (s) = S {(- <)''F} für 915 > ß. 

Differenzieren im /-Raum bedeutet also im D-Raum Multiplikation 
mit einer Potenz. 


§ 4, Über die Faltung. 

1. Das Analogon bei Potenzreihen. 

Dem Produkt zweier Funktionen in dem einen Raum entspricht im 
anderen Raum ein aus den zugeordneten Funktionen gebildeter Irttegral- 
ausdruck, den wir als „Faltung" bezeichnen werden. Allerdings gilt 
das nicht allgemein, sondern wir müssen uns bei dem ausgesprochenen 
Satz auf gewisse Unterklassen unserer L- und /-Funktionen beäihränken. 
Das erhellt schon aus der Tatsache, daß das Produkt zweier Z-Funktionen 

gar keine Z-Funktion zu sein braucht; so ist z. B. /"i eine Z-Funktion, 
t~^ • t~'^=:t~'^ aber nicht. 
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Wir wollen uns die Zusammenhänge zunächst an dem viel einfacheren 

00 

Beispiel der PctetutreiheH klamuifheii. Zwei Potenzreihen ~ £ i"» 

00 ® 

seien für 1*|<>’ konvergent. Dann sind sie dort auch 

absolut konvergent, können also gliedweise nach der Cauchyschen Regd 
multipliziert werden: 

fiMO^iPiO 0 

Das Produkt ist wieder eine Potenzreihe mit den Koeffizienten 

^0 ^#1 -1 + ’ “' + Ä ,» . 

Schräbt man die Indizes 0, f, ,.w auf einen Streifen Papier und faltet 
ihn in d^ Mitte, so kommen gerade diejenigen Indizes zur Deckung, 
deren Glieder miteinander zu multipKziereu sind. Daher nennen wir 
eine derartige Bildung eine „Faltung". Dem Produkt zweier Potenzreihen 
(Rcsultatftmktionen) entspricht also bei den Koeffizienten (Objekt- 
funktionen) die Faltnn^. 

Nun bilden wir umgekehrt aus den beiden Potenzreihen die neue 

««>0 

(Dia Reihe konvergiert sicher in einem Kreis, Radius gleich dem 

Produkt der Konvergaizradien gi, g> der Ausgangsreihen ist.) Wie man 
leicht durch Ausmultiplizieten und gliedw^ses- Integrieren (bei Potenz¬ 
reihen erlaubte Operationen) feststdlt, ist. 

<2) 

Wb * jede komplexe ZaU mit jrl<gig* bedeuten kann und die Inte¬ 
gration längs eines Kreises (mit dem laufenden Punkt f) auszuführen 
ist, auf dem 

güt". 

Dem Produktbilden der, Koeffizienten (Objektfunktionen) entspricht 
somU im Raum der Potenzreikm (Resultatfunktionen) die Bildung des 
Integrals ip{z), das übrigens durch die Substitutionen 

die die Potenzreihe in eine dem S-rInt^;ral analoge Form überführen, 
die Gestalt anmimnt: 

Vi(s— 

integriert über eine gewisse Vertikalstcecke. 
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Wir werden nun sehen, daß diese bei Potenzidhen r'isnahmslos 
gültigen Zusammenhänge wenigstens bei gewissen Klassen von Z- bzw. 
i-Funktionen, nämlich £<* und L^i bzw. /*> und Ift, ihre Analoga haben. 
Zuerst aber behanddn wir die allgemeinere Klasse der absolut kon¬ 
vergenten Laplace-Transformationen, für die wir allerdings nur die eine 
Hälfte unserer Sätze; nämlich den auf die Multiplikation der ^Funktionen 
(nicht aber der i-Funktionen) bezüglichen Teil beweisen werden. Wir 
schidcen eine Betrachtung über die dabei auftretende, zu (i) analoge 
Integralbildung voraus. 

2 . Allgemeine Eigenschaften der Faltung. 

Die zu (1) analoge Bildung bei Integralen lautet offenbar: 

0 

Wir nennen sie „Faltungsintegral" oder kurz „FaÜung*' von jFi und JF,. 
(Französisch „composition“, englisch „convolution"* oder „resultant“ 
Manche amerikanische Autoren gebrauchen auch das deutsche Wort 
Faltxmg.) Wir schreiben F(f) symbolisch als Produkt, verwenden aber 
als Malzdchen ein Sternchen: 

(?) f Fi(t) Ft(t—r)dr=Fi* F,. 

0 

Soll das Argument t besonders zum Ausdruck gebracht werden, so 
schreiben wir F^ * F^ {t). Diese Schreibweise wird sich als überaus praktisch 
bewähren, da die Faltung sich in vieler Hinsicht ganz wie ein Produkt 
beninunt. Es liegt hier ein ähnlicher Fall wie beim Produkt von Mairigen 
vor, zu dem die Faltung übrigens ein Analogon darstellt. Unter dem 
Produkt zweier n-reihigen Matrizen mit den Elementen an und bft ver¬ 
steht man die Matrix mit dem allgemeinen Element 

n 

/-I 

Die entsprechende Intcgralhildung sieht so aus: Man hat in einem Quadrat 
a^y^b zwei Funktionen zweier Variablen JPi(x, y), F^ix, y) 
und bOdet aus ihnen die neue Funktion 

F(x,y) = /F,(z,f)F,(f,y)if. 

a 

Diese in der Theorie der Integralgleichungen (,,iterierte Kerne*') auf¬ 
tretende Bildung wurde von Volterra ,,Komposition zweiter Art" ge¬ 
nannt. Ist speziell 

y) = 0 für y>x, 

Pt{x,y) = 0 für y>x, 
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d, h. verschwinden die Funktionen oberhalb der Diagonalen von («, a) 
nach (6, b), so ergibt sich die Gestalt 

F{x,y) = fF,(x.i)F^{i.y)dS. 
y 

die von Volterra „Komposition erster Art“ genannt .wurde und die bei 
Integralgleichungen mit variablen Grenzen auftritt, so wie die Kompo¬ 
sition zweiter Art bei solchen mit festen Grenzen. Hängen weiterhin 
die beiden Funktionen l^,Fj nur von der Differenz der Variablen ab: 
Fi(*.y) = Fi{x—y). Ft(x,y) = Ft(x—y), 

so ist 

F{x,y) = J Fj_{x—^Ft{i—y)dS = f Fi(x—y—t)Fa(T)dx. 
y 0 

Das ist das Faltungsintegral für den Wert x-^- y 

Damit die Faltung für ^>0 existiert, genügt es, daß und F^ 
/-Funktionen sind (siehe 3.1). Sie ist dann zu definieren durch 

lim f Fi(t) t) rfr. 

Läßt man zu, daß F^ und F, noch an anderen Stellen als ^ = 0 un¬ 
eigentlich integrabd sind, so braucht F^ * Fg nicht zu existieren. 

Beispid: F^ ä / Fg = 11 für = 1 existiert F^ ♦ Fg nicht. — 

Ein anderer naturgemäßer Bereich, in dem F^ ♦ Fg immer existiert, ist 
der der quadratisch integrablen Funktionen, der aber für uns aus früher 
dargdegten Gründen nicht die Bedeutung hat, wie der Bereich der 
/-Funktionen, den wir im folgenden zugrunde legen. 

Ist von den /-Funktionen F^, Fg mindestens eine eigentlich integrabd, 

z.B. Fj, so ist limFi*Fg = o, denn dann ist |Fal<M, also 
«-►0 

i i 

f Fi(r)F|(^—T)rfT /lFi(r)jiT“>-0 

0 0 

für ^-►O. Sind dagegen F^ und Fg beide uneigentlich integrabd, so 

braucht das nicht zu gdten. Beispid: Fi(i) = Fg(^) = -4=. Hier ist 

{/nt 

für f>0, wie man Idcht nachr^hnet, Fi*Fg=i, sdso überhaupt 
konstant. 

Die Faltung erfüllt das kommutative und das assoziative Gesetz: 

Fi*Fg = Fg*Fi, 

(F,*Fg)*F3 = F,*{Fg*F,). 

Das erstere ergiDt sich durch die Substitution t = w, für das letztere 
werden wir in 8.5 einen sehr einfadien Beweis kennenlemen. Auf 
Grund des assoziativen Gesetzes hat ein S5rmbolisches Produkt 
Fl ♦ Fg ♦ * • • * F,j auch ohne weitere Angabe einen eindeutigen Sinn. 
Für F *F schreiben wir kurz F**, ebenso F«F♦F = F*® usw. 
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Wichtig ist die folgende Eigenschaft der Faltung: 

Satz 1. Die Faltung zieeier I-Funktionen ist für t>0 stüig. 
Beweis: Wir haben zu zeigen: Die Differenz (< + d>0) 
D(t, S) = Fl*Fj(< + (5)-Fi* Fi(0 


< + « t 

= I -PiW ^—t) dr— f Fi(t) F,{f— t) dr 

0 0 

ist für alle hinreichend nahe an 0 gelegenen d absolut genommen beliebig 
klein. Wir wählen Cj und e, so. daß 0 < ^i < f—e, < < ist und zerlegen D 
zunächst unter der Voraussetzung d>0 so: 

D{t. d) = / Fi(t) [F,(f + Ö-T) - F,(t-r)] dr 

0 

t-H 

. + f F^(r)[F^(t + d-r)-Ft(t-T)]dt 


+ 

+ 


/ Fi(r) [F,(< + a-T)-F,(f-T)] dr 


P 


F,(T)F.(f + 


a— t) dr = Ii + Ij + J, + -i«. 


Man sieht sehr leicht, daß die eventuell uneigentlichen Integrale Ii, I^, 
für alle positiven a < Ca dadurch beliebig klein gemacht werden können, 
daß man Cj und hinreichend klein, aber fest wählt. Da dann Fj auf 
der Strecke Ci,c, beschränkt ist: |Fi(T)|<Af, so ist 

/|Fa(<+a-T)-Fa(f-T)ldT = Af7|Fj(« + <5)-Fa(«)| flf«. 

«I «g 

Nach Hilfssatz 4 (Anhang) ist dieser Ausdruck für alle hinreichend 
kleinen d beliebig klein. — Analog verläuft der Beweis für d < 0. 


Die Faltung ist im allgemeinen nicht differenzierbar, wie folgendes 
Beispiel zeigt: 


Hier ist 


Fi(t) = r 2 
F,(<)=|<“ = 


0 


für 

für 


0<fs1 

^>i. 


_ „ Iot für 0<<^1 

F, *Fg = 1 ■ 

(tt— 2arctg]/<—1 für t>i. 

Für t=i ist Fl* Fj nicht differenzierbar, da dort die Ableitung von 
links gleich 0 , die von rechts gleich —oo ist. 

Dagegen gilt der 

Satz 2. Fi(<), Fi(<) und Fi{t) seien I-Funktionen, Fj habe für t-*-^Q 
einen (mit Fj(0) bezeichneten) Grenzwert. An jeder Stelle t, wo Fg(/) die 
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/ 

Ableitung von rechts (links) von f J*, (t) dr ist (also z. B. an jeder Stetig- 

0 

keitssteüe), ist nach rechts (links) differenzierbar, und 

zwar ist 

t 

Ist J^(0) = Oj so ist die Voraussäsung = Ff:i^)drüberflüssig*^. 

0 

Beweis: Unter nnseren Voraussetzungen ist 

0{ti = jF,(t-z)^Jn(x)dx + FAO)^dx 

^lF^(t-T)dtfFi{x)dx + Fi{0)fF,{x)dr. 

0 0 0 

Da Fl und F^ an den eventuell vorhandenen Stdlen uneigentlicher 
Integrabilität absolut integrabel sind, so kann.man das iterierte Integral 
in ein Doppelintegral über das Dreieck O^x^x^t der T*-Ebene ver- 
wanddn** und dieses dann vermöge der Koordmatentransformation 
T = — y + r + f oder y = —r + at + f 

*= X z= * 

überführen in das Doppelint^;ral 

ffF'x(*)Ft{y->)dydz. 

erstreckt über das Dreieck O^r^y^f d«r yr-Ebene. Dieses kann 
wiederum als iteriertes Integral geschrieben werden (da das innere 
Integral existiert), und man erhält: 

- /! d^dy + F^iO) f F,(t) dr. 

_ 0 lo I 0 

i 

♦ Schreibt man t)JFi(t)4t, so stimmt die Formel für 0' mit 

0 

der bekannten klassischen Regel fOr die Ableitung eines Integrals nach emem 
Parameter, der im Integranden und in den Grenzen vorkommt, überein: 

^ J J —g^^dAP + Ä{(a)/(Ä,{(z),a) - 

*,(«) *t(«) 

Diese Regel ist aber hier wegen der bei ihr üblichen Voraussetzungen nicht an¬ 
wendbar. 

b i 

*• Wenn das iterierte Int^^ral f du f f(u, v)dv existiert, so braucht das 

a c 

b d 

Doppelintegral / J f{u, v) du dv nicht zu existieren. Im obigen Fall aber existiert 
a c 

das Doppelintegral sicher, da der Integrand das Produkt zweier Faktoren ist. von 
denen jeder nur von einer Variablen abhängt. 
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Hier kommt t nur noch in der oberen Integralgrenze vor. Der erste 
Int^pcand ist nach Satz 1 stetig, das erste Integral ist also differen¬ 
zierbar und hat zur Ableitung; beim zweiten nutzen, wir die Vor¬ 

aussetzung über Fx aus, es hat Fx (f) zur Ableitung nach rechts (links). 

Die durch (3) definierte Faltung wird uns in der Theorie der einseitig 
unendlichen Laplace-Transformation begegnen. Bei der zweiseitig un¬ 
endlichen Laflace-Transformatioh und der Fourier-Transformation spielt 
die Bildung 

( 4 ) J"Fx{r)Fx{t-r)dx 

— 00 

diesdbe Rolle*. Sie ist das Analogon zum Koeffizienten des Produkts 
zweier Laurmt-Reihen: 


mit 


+ 00 +00 
»C3 —00 f* — -OO 


+ 00 
na —00 


+ 00 
c, = ^ 

-.00 


Damit (4) für jedes t existiert, ist hinreichend, daß und in jedem 
endlichen Intervall eigentlich und in (-00,4- 00) absolut integrabel 
sind. Verschwinden und für ^<0, so geht (4) in (3) über. 


§ 5. Der Faltungssatz für absolut konvergente Laplace*-Integrale tmd 
Verallgemeinerungen für bedingt konvergente Laplace-Integrale. 

IVb- Sind S{Fi} und S{jFg} für dasselbe s = absolut konvergent, 
so konvergiert auch S { Fi*F^} für s == Sg absolut und ist gleich Ä { • ß { F^}. 

Das heißt: Beschränkt man sich auf den Raum derjenigen f{s), die 
durch absolut konvergente fi-Integrale darstellbar sind, so gehöit das 
Produkt zweier solcher Funktionen wieder zu diesem Raum, und im Z,.- 
Raum entspricht ihm die Faltung*®: 

( 1 ) ^{F^*F^}^Z{F,}•Sl{F,}, 

Wir nennen jeden Satz, der unter gewissen Voraussistzungen eine 
Formel vom Typus (1) behauptet, einen Faltungssatz, 

Beweis: Wegen der absoluten Konvergenz der Integrale sind folgende 
Umformungen legitim: 

00 00 

J e‘'**^Fx{u)du-f e'‘**^Fi{v)dv^ ff e~*^^^'^^'^Fi{u)F2(v)dudv, 

0 0 


• Um die verschiedenen Faltungsaxten alle durch ein Sternchen 83mibolisier6n 
und doch unterscheiden zu können, setzt man, wenn Verwechslungen zu be¬ 
fürchten sind, die Integrationsgrenzen an den Stern, z. B. 

t +00 

-p.* 


Doetsch, Laplaco-TrandonnahoiL 


11 
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wobei das Doppelintegral über die Viertelebene « > 0, » > 0 zu erstrecken 
ist. Die Substitution 

U + V=:t 
l) = t 

führt es über in das Doppelintegral 

//«-•‘Fi(<-T)P,(T)iidT, 

erstreckt über die Achtelebene zwischen der <-Achse und der Geraden 
T = f. Dies ist aber gl^ch den iterierten, absolut konvergenten Integral 

/a-‘“|/Fi(i-T)F,(T)iTjd<. 

Aus IVt ergibt sich ein sehr einfacher Beweis*^ für das assosiaÜve 
Gesetz der Faltung. Sind drei /-Funktionen Fi{t), Fa(<) gegeben, 

so ändern wir sie für f > T > 0 ab und setzen sie dort gleich 0. Dann 
existieren ihre S-Transfonnierten für jedes s und konvergieren absolut. 
Also konvergiert nach IVb auch S{Fi*Fj} absolut, und es ist aber¬ 
mals nach IVb 

S{(Fi« F.)« F,} = S{Fi« F,}. ß{F,} = »{FJ • ß{F,} • S{F,}. 
Dasselbe Resultat liefert aber auch 2{Fi* (F,*F,)}. Folglich ist 
S{{Fi«F.)*F,} = ß{F,«(F,.F,)} 
und damit nach dem Eindentigkeitssatz für 0<f^r: 

(Fj • F,) * F, = Fj • (F, * Fj)-f Nullfunktion. 

Weil aber beide Faltungen stetig sind, ist die Nullfunktion identisch 0. 
Da T jede Zahl > 0 bedeuten kann, ist die Behauptung allgemein 
bewiesen. 

Auf diesdbe Weise wie IVt, ergibt sich 

Satz 1. Sind fln {Fj} und ßn {F,} ßr dassdbe s = s^ absolut kon¬ 
vergent, so konvergiert auch ßn | J Fi{t) F,(f— t) irj ßr s = s^ absolut 

und ist gleich Sn{Fi}-ßii {F,}. 

Ein Spezialfall hiervon ist 

+ 00 +00 

Satz 2. Wenn f \F^[x)\ix und f \Ft(x)\dx existieren, r also die 

-00 -00 l I A 

Fourier-Transformationen reelle y absolut 

konvergieren, so konvergiert auch gfj / ■Px(f)^ 2 {^—jedes 
reelle y absolut und ist gleich 

Wir gehen nun darauf aus, andere Faltungssätze mit teilweise 
schwächeren Voraussetzungen, dafür aber auch teilweise schwächeren 
Behauptungen aufzustdlen 
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Für PotenzreiheQ gilt bdcanntlich folgeader, manchmal nach Abel 
benannte Multiplikationssatz: 

Sind die drei Reihen 

q>i(z) = 9Jj(2) = JS 6,2», 93(2) = £ c,2» 

mit 

n 

Cft JS 

K-O 

für densdben Wert z = Zq einfach konvergent, so ist 93 (z^) — tpx (29) (20). 

Der Beweis ist sehr einfach: Die Reihen für 93^ und 931 sind für 1 2 1 < 1 2o| 
absolut konvergent, also ist für diese 2 

931(2) 93, (2) =93 (2). 

Läßt man in dieser Gleichung 2 (geradlinig) gegen 2o streben, so ergibt 
sich vsregen der vorausgesetzten Konvergems der drei Reihen für Zf, nach 
dem Abelschen Stetigkeitssatz ^{zn)<Pi(z^) =ip{zo). 

Ganz analog gilt für die Laplace-Transfoimation: 

Satz 3. Sind S{Fi}, 2(^2} und ß{Fi*Fa} für dasselbe s==So 
konvergent, so ist für s = s^ 

S{F,*F,}=S{F2}-ß{i^,}. 

Der Beweis läßt sich nicht unmittelbar so wie bei Potenzreihen führen, 
da aus der Konvergenz eines ß-Integrals für s = s® nicht die absolute 
Konvergenz für 8fls>8ls0 folgt. Wir können aber nach Satzl [3.2] 
jedes einfach konvergente Laplace-Integral in ein absolut konvergentes 
umformen und dann denselben Gedankengang wie oben anwenden. 
Den angefühlten Satz können wir in der Faltungssymbolik so schreiben: 

Ist S{F} für s = So einfach konvergent, so ist für 8fts>?ÄSo: 
ß{F} = {s-s„)aK-»*F}. 

wobei das ß-Integral auf der rechten Seite absolut konvergiert. 

Wir setzen nun F = und falten beiderseits zweimal mit «*•*: 

2**' * (g**' »F) = («*•' * Fj) • («*•' * Fj). 

Da für 5 fts> 8 lso das ß-Integral von «*•' und nach dem obigen Satz 
auch das aller drei Klammem absolut konvergiert, so ist nach IVt 
für 8lis>SHso: 

ß • ß {«*•' *F} = ß {«*•*• Fl} • ß ‘ * F*}. 

Dies b«ifeutet, abermals nach dem benutzten Satz: 

1 fl{F} ßfFi} ßff,} 

S — S, S — S, S — «0 s — s, ' 

also für 9 ls> 3 iso: 

ß{F} = ß{Fi}ß{F2}. 

Nach Satz i (4.2) folgt hieraus für s->-Sq die Behauptung. 


< 1 * 
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Weitere Faltongssätze' für nicht notwendig' absolut konvergente 
S-lntegrale ergeben sich, indem man das Faltungsintegral, bevor man 
es der S-Transformation unterwirft, rnit gewissen Hilfsfunktionen faltet 
und es dadurch wieder reif zur Aufspaltung macht. Die Behauptung 
wird daim allerdings nicht mehr für s®, sondern nur für 31 s > «o (reell) 
ausgesprochen werden können. 

Satz 4. Wenn für ein redles Sg^O einfach und S{-F»} 

8 ts>So absohd konvergiert, so ist für 31 s >So: 

wobei das ^-lidegred auf der Unken Seite absolut konvergiert. 

Beweis: Setzen wir F =* F^* F*, so ist 

t 

i * Fl ist nichts anderes sis JF^ (t) dr. Ist mm zunächst s# > 0, so 

konvergiert nach Satz! [ 8 . 2 ] ß{i*Fi} für 3 ls>Sg absolut und ist 
gleich y £ {Fl}. Die Anwendtmg von IVi, liefert also die Behauptung. 

Ist Sf — 0 , so ist nach der Bonerkung zu Satzl [8.2] ß{f *Fi} für 
3 ls>0 absolut konvergent, so daß IVg ergibt: 

.ß{l*F} = ß{l*Fi}-ß{F,}, 
wobei die linke Seite absolut konvergiert. Da nun ß{i}, 

£{1 »Fl} für 8 ls >0 konvergiöen, so ist nach Satz3 für 3 ts> 0 : 

£{i*Fi} = £{l}.£{Fi} = 4-£{Fi}. 

womit auch in diesem Fall die Behauptung bewiesen ist. 

Bemerkung: Für S(|<0 ist der Satz im allgemeinen falsch. So ist 
z. B. S {e^ für jedes s >—i absolut konvergent, aber S {1 * ^ *} 

= ß{l-—ie*“*} konvergiert erst für s>0. 

Satz 5 - Wenn S{Fi} und S{F|} für ein reelles einfach 

konvergieren, so isl für Sfls>So: 

£{l*Fi*i*F.} = -l£{Fi}-ß{F,}, 

wobei das 2 rlntegral auf der Unken Seite absolut konvergiert. 

Da i • 1 = f ist, so ist die linke Seite gleich £{f * 2 ^ • F,}. 

Beweis: Wie bd Satz 4 zeigt man, daß £{1 *Fi} und £{1 * F,} 
für 3ls>So absolut konvergieren und gleich -^£{1^} bzw. -j£{F,} 
sind. Die Anwendung von IVi, liefert die Behauptung. 

Aus iVb, Satz 4 und 5 folgt 

Satz 6. Werden die Abszissen der absoluten Konvergenz von £{Fi} 
und £{F,} mit oci bzw. o,, die der bedingten Konvergenz mit ßi bzw. ß. 
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bezeichnä, so giU: Die Abszisse absohUer Konvergenz von 

(a) *s/^ Max(«i, o,), 

(b) 

(c) S{1 * • 1 * F,} ist m Max(A, ßt, 0). 

In den Sätzen 4 und 5 wurde die Faltimg so erweitert, daß ihr &- 
Integral sogar absolut konvergierte. Es gilt nun folgendes Seitenstück 
zu Satz 4 , bei dem die Faltung in der ursprünglichen Gestalt * F« 
auftxitt, dafür aber auch nur einfache Konvergenz des Iß-Int^prals 
ausgesagt werden kann. 

Satz 7 . Wenn für ein beliebtes s absolut unä ß{F,} ßr 

dasselbe s einfach konvergiert, so konvergiert S {F^ * Fj} auch für s einfach, 
Uftd ds 

S{Fi*F,} = Ä{FJ-ß{F,}. 

Beweis: DieFunktion«"*' Fi (r) F, (t—r) ist in dem Dreieck 0< t< f < J 
der f T-£bene zweidimensional integrabd, ihr Integral läßt sich durch 
iterierte Int^rale ausrechnoi, da diese existieren; 

Ix(T) = f e~‘*dt f Fi(x) F,(1—t) dr = /F^fr) dx f e~‘* F,(<—r) dt. 

0 0 0 * 

Durch die Substitution 


t = x-\-u 

T-x 


erhält man rechts: 

h(T) 

Wir setzen nun: 

Q{Fx} = fx(s), 

Dann ist: 

hiT) = /e-»Fi(T) U,{s)-W(T-x)]dx, 
0 

t T T 


Je-" Fl (t) dx f F, («) du . 

0 0 

ß {F,} = /,(s). 7e-‘-F,(«) du =!?{»). 


also 

r 


fe-**dtfFx (t) F,(f-T) ir = /, (s) /Fi (t) dx-fe-^Fj, (t) ^ (T-x) dx. 
0 0 0 0 
Offenbar genügt es jetzt, nachzuweisen, daB 

T 

h{T) Fi(t) ^(T^t) dr^O für T-^oo. 

0 

Dazu zerlegen wir It(T) folgendermaßen: 

T 

h(T)=Je-^ Fl( t) W(T-x) dr + /• • • = I,(F) + /i(7) • 
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Es ist 


Nun ist aber 


|J,(r)|s Max \nv)lf\e-”F^{r)\dr. 


lim !F(v) =0, 


so daß für r-»-c» der erste Faktor der Abschätzung gegen 0 strebt, 
während der zweite wegen der vorausgesetzten absoluten Konvergenz 
von Z{Fi} einen endlichen Grenzwert hat Also ist /2(r)“^0 für 
T-^oo. Ferner ist 

|J,(r)|^ Max \W{v)\J\6--F^(r)\dr. 

T T 

OÄKÄ-j- -j- 

Hier ist der erste Faktor beschränkt (da W (») für o ^ 0 stetig ist und für 
v‘^00 einen Grenzwert hat), während der zweite mit wachsendem T 
gegen 0 strebt. Also ist J|(r)-*-0 für T-*-oo. 


Im Falle bedingter Konvergenz von ß{Fi} und kann man 

zwar, wie Satz 5 zeigt, das Produkt aus und den beiden S-Integralen 

wieder als SJntegral schreiben, aber nicht genommen über die Faltung. 
Das 2 -Integral der Faltung braucht nicht zu konvergieren. Das steht 
in Analogie zu der Tatsache, daß das Cauch3rsche Produkt zweier (in 
einem Punkt) bedingt konvergenter (Potenz-)Reihen nicht zu kon¬ 
vergieren braucht. Diese Schwierigkeit wird durch die Cesärosche 
SunmaMitätsiiheorie überwunden: Das Produkt ist wenigstens Cesäro- 
summabd erster Ordnung, d. h. das arithmetische Mittel seiner Partial¬ 
summen konvergiert. Allgemeiner ist das Cauchysche Produkt einer 
(C, AJ-summaWen und einer (C, A,)-summablen Reihe und A, > — 1) 
sicher (C, + A, + i)-suinmabd*. Eine analoge Theorie läßt sich für 

das ß-Integral aufst^en: Anstatt die Konvergenz von 

0(T)^fe-^*F{t)dt 

0 

für T-^oo zu verlangen, untersucht man gewisse den arithmetischen 
Mitteb nachgebüdete Integralmittd der Funktion 0{T) [siehe S. 204 ]. 
Wenn das Mittel A-ter Ordnung konvergiert, so kann man sagen, es 
existiere die veräUgemeinerte Laflace’^Transformierte ßW von F (für 
den Wert s ). Es gilt dann in Analogie zu dem Satz von Cesäro: 

Q Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen. 

5 . 506 . S.Aufl., Bcdin 1931 . 
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Allgemeiner Faltungssatz. Wenn {F^} und 2 ^*^ {F,} tnü 
*1^0, *,feO /är $ = So konvergieren und gleich /i(So) /i(So) 
so konvergiert S**>+ {i^ * Fj} für Sf, und ist gleich /i(So)‘/»(*o)‘ 

ß(*.+*. + i){i?^* Fj} = ß(»«){Fi} • S<*^{F,}i'». 

Ein näheres Eingehen auf diese Theorie würde hier zu weit führen. 


§ 6. Abbildimg des Produktes im L^- bzw. F-Raum 
(einseitig unendliche Laplace-Transformation). 

In diesem und dem folgenden Paragraphen beschäftigen wir uns mit 
einem Spezialfall, wo das Produkt in jedem der beiden Rämne, dem JL-Raum 
und dem /-Raum, wieder dazugehört und als Abbild eine Faltung hat. 

1. Produkt zweier ^“-Funktionen. 

Fl und F, seien i®-Funktionen, d. h. ganze Funktionen, für deren 
Maximum Afi{r) bzw. Afg(»') auf \t\—r gilt (siehe 5 . 1 ): 

f-»-oo r-J^co ^ 

Die zugehörigen F-Funktionen /i und sind dann genau außerhalb 
des Kreises ls|=gi bzw. |s|=ßt (und außerhalb keines kleineren 
Kreises) regulär. Wir behaupten mm: 

IVj. F(/) = Fi(/) • F2(/) ist auch eine U-Funktion, für die 
77— log At (»•) _ 

e= 

r-Foo 

ist, Ihr entspricht eine mindestens für l^l >61 + ^2 reguläre l^--Funktion^ 
die sich aus und /j durch die ,,komplexe FäUung**'^, 


/(^) "“ 2ni f z)f2(x)dz 

berechnet, wobei das Integral im positiven Sinn über einen Kreis |jaf| = jp 
zu erstrecken ist, für den gilt: 

Pa<F<|s|—foi“. 

Beweis: Da offenbar M[r)^Mi{r)M,(r) ist, so ist 
^ Jogj^^ ^ /tog 4 . los \ 

»•-»•00 *" r-*-eo ' *' / 


77^7 logAfi(r) , 77— logJlf|(r) , 

S hm —hm ■ ■ = gi + fit- 

f-*-oo f.*.oo ^ 


F (/) ist also eine £®-Funktion und hat daher eine zugehörige F-Funktion 
/(s), die sich zunächst einmal für 9ls>ei-|-eg so darsteUen läßt: 

/(s) Fl (/)F,(/)d/. 

__ 0 

* Faltet man die komplexe Ebene längs der Mittelsenkrcchten *u der Strecke 
0». .s und dann nochmals längs 0.. .5 selbst, so fallen die Funkte z und s ^ z 
zusammen. 
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Nun ist nach 5.1 : 

wo das Integral über jeden Kreis |r| = P mit P>q% erstreckt werden 
kann, also 

00 

= f er’^Fi{t)dt f e*‘‘ft{z)dz. 

Wählen wir nun noch j®<8ls—gi, so ist 

1ll(s—r)fe8ls—P>ei, 

und die Werte s— z gehören also einem endlichäi Bereich im Innern 

00 

der Konvergemhalbebene vom ö{Pi} an, so daß f Fi(t) 

gleichmäßig für |jr|=P konvergiert und wir die ^Integrationsfolge 
vertauschen können: 

00 

/(*) f /»W dt 

1*1-^ 0 

“äir / U{»)fi(s-z)dz. 

Hier ist zunächst 9 is>gi + e, und g,<P<8ls—ft. Wir können die 
Formd aber ebenso für jedes s mit |s| >gi+’e, und dementsprechend 
gt<P< l«!—ft beweisen, indem wir in der Darstellung von f{s) durch 
ein fi-Integral und analog in der von/i(s—z) nicht die positiv reelle Achse, 
sondernden beliebigen Strahl von 0 aus als Integrationsweg verwenden 
(siehe 5.2 j, wodurch die Halbebene 9 t s > ft 4- g, durch jede beliebige, den 
Kreis |.r| = ft + 61 von außen berührende Halbebene ersetzt werden kann. 

2 . Produkt zweier /‘‘-Funktionen. 

Wenn /j und P-Funktionen, also P^ und P* ^"-Funktionen sind, 
so sind ß{ 2 ^) und ß{Pt} überall, wo sie konvergieren, auch absolut 
konveigent. Es gilt also für sie der Faltungssatz IV),. Man kann nun 
aber diesen Satz, der sich nur auf redle t und einoi reellen Integrationsweg 
im Faltungsintegral bezieht, für /"-Funktionen so verallgemeinem: 

IV®. Sind fx und P-FunkHonen, so «/ auch /(«) =/i(s) •/*(«) 
eine P-Funktion. Die zu ihr gehSrige L^-FunkHon F(t) berechnet sich 
aus Pi und Pj durch die vendlgemeinerte FaUung - ' , 

P(/) = /Pi(t) P,{/—t) dr, 

0 

wo t jeden komplexen Wert bedeuten kann und das Integral längs der 
Strecke 0 .../ od«r einer bdiebigen rektifizierbaren Kurve von 0 nach i 
zu erstrecken ist. 



§6. AbbQ^VKS des Produktes im £*- bsw. P'Raiun. 

Bi^eis: Den Beweis kann man auf mehrere Arten fahren. Am ein- 
fachsfen ist es, IVS auf IVb zurückzufOhren. indem man, wenn 
t = ist, fl und /, in einem gewissen Teil ihres Existenzgebietes, 
nämhch in einer Halbebene mit einer Begrenzungsgeraden senkrecht 
zur Richtung — q>, durch 

00<*f 00 

/x(s)= / e—Fi(z)dz^fe-'^*Fi{re**)i^*df, 

0 0 

oo#»V 00 

ft (s) = / Pi (■*) dz=:f Ft (f dr 

0 0 

daistdlt, was nach 5-2 mOglich ist, und 

e*f Fl (r e**’) = <Pj (r), e*» F, (r «*») = 0 , (r) 

setzt. Dann ist 

fi(s) - S{0,; se*^}. fi(s) = S{0,; 

wo diese fi-Integrale im gewöhnlichen Sinn, nämhch längs der positiv 
reellen Achse, zu nehmen sind, imd die se*^ eine Halbebene mit vertikaler 
Begrenzung ausmachen. Da die S-Integrale absolut konvergieren, weil 
und Fj vom Exponentialt3rpus sind, so ist IVb anwendbar und eigibt: 
Zu /(s) =/i(s)/i(s) gehört eine Funktion 0 {r), so daß 

/(s) = S{ 0 ; se**} = 

0 

ist, und 0(r) berechnet sich so: 

<^(r)^f 0 iiß) 0 t{r-e)de. 

0 

Setzen wir 0 {r) = ^^F so können wir das Resultat so schreiben: 
Es gibt eine Funktion F(t)=F (r «*»’), so daß 

00 oo<r^<® 

/ (s) = / tf- (r c‘>) dr= f e—‘F{(idt=Si{F} 

0 0 

ist, tuid F berechnet sich so: 

r 

Fi(e F,((r—g) e**) dq 

0 

oder 

F(<)=/F,(T)F,(f-T)dr. 

0 

Dabei ist das Integral längs der Strecke Op..^ zu nehmen, an deren 
Stelle nach dem Cauchyschen Satz wegen der Regulaiität von Fi und 
Pji jede'rektifizierbare Kurve von 0 nach / treten kann. 
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Man könnte den Beweis auch unabhängig von IVb Bahnen 

des Beweises von IV? führen, indem man zunächst F{t) durch ein 
komplexes Integral ausdrückt: 

c 

/j(s) durch sein Laplace-Integral darstellt und daim die Reihenfolge 
der Int^rale vertauscht. Dabei kann man aber für C keinen Kreis 
um den Nullpunkt verwenden, weil das SJ-Integral für /j (s) nicht für alle s 
auf C konvergieren würde. Man muß vielmehr die allgemeine Darstellung 
nach Satz 2 [6.5] benutzen. Diese läßt sich für /“-Funktionen dahin 
verallgemeinem, daß man als Integrationsweg eine beliebige Gerade 
außerhalb des Konvergenzkreises von f{$) benutzen kann. In dem 
2-Integral /j(s) = (f) dr wählt man den Integrationsstrahl so, 

daß es gerade für die s auf jener Geraden konvergiert. Vertauscht man 
daun die Integrationsfolge, so erhält man 

Das innere Integral liefert Fj {t—j) für SU (/—t) > 0 und 0 für IR (/—t) < 0, 
SO daß sich das gewünschte Faltungsintegi^ ergibt. 

Man kann den Satz IVj nicht auf Dirichletscke Reihen anwenden, 
da in der DarsteUuugemer solchen als 2-Integral (siehe 3 . 5 ) die£-Funktion 
keine reguläre Funktion ist. Für Dirichletsche Reihen existiert aber 
trotzdem ein in mancher Hinsicht analoger Satz, nämlich 
Wenn 




»»1 


für s > bedingt, für s > + Tj (t^ > 0) absolut konvergiert, 

oo 


r(s)= 

ntsftl 


für 5 bedingt, für 5 > oc^ + (t 2 > 0) absolut konvergiert und 

^>ai, y>a2, + 

ist, dann güt: ^ 

— a> 

te’KSMo.'t «r J'i md F, die Summen 

Satz die ^ setzen wären, treten bei diesem 

äd delOr ia aber die Faltung von / 

dupd. em lutegtal, müdem erneu lutegraJmittetoert zu 
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§ 7 . Abbildung des Produktes im Lfi- bzw. i^Raum 
(zweiseitig unendliche Laplace-Transformation). 

1. Produkt zweier AJi-Funktionen. 

und Ft(t) seien Z?i-Funktionen, d. h. Funktionen, die in d«^ Tn 
Horizontalstreifen regulär sind(f = f+ tj;) und dort der Ab¬ 

schätzung genügen: 

bzw. |Fs,(<)|<C‘«e*'”f für ffeO, 

11^1(0 |<C«V?’f bzw. |F,(0l<C«Vn für f<0 
mit 

bzw. 

Die zugehörigen /fi-Funktionen 

+ (» + »>? +00 + ^17 

/i(s)= / e-‘^F^{t)dt bzw. /,{s)= / e->*F^{t)dt (bls»?«) 

-oo + »f7 -oo+<,7 

sind in den Vertikalstreifen {s=: x + iy) 

<x< bzw. z^*’< z< z^®’ 

regulär und genügen in jedem schmaleren Streifen 

z^“-!-(Ss^c^z'g^^—d bzw. + d^xSxf^'—d (d>0) 

einer Abschätzung 

l/i(s)|<Ci(d)tf-'>*W bzw. |/2(s)|<Cj(d)s-'>-W 

(siehe 6 . 7 ). Wir behaupten: 

Satz 1 . F(<) =Fi(/) •F2(i) ist in ebenfalls eine Lii-Funktion. 

Ihr enispricht eine mindestens in -1- z'j®^ < 91 s < z^^^ -f- reguläre 
^i-Funktion f (s), die sich in diesem Streifen aus /j und /j durch die komplexe 
FäÜung , + 

berechnet t wo x - * oo 

zi*^<z<z'®’, 9 ts—A4‘'<z<8is—z‘,*’ 

zu wählen 

Beweis: Da die übrigen Behauptungen klar sind, so handelt es sich 
nur um den Ausdruck für f(s). Für z'”-|-Zj*'< 9 is < z'^*’-j-zJJ*^ ist 

f{s) = JZ-^*F,(t)F^{f)dt. 

Nach Satz % [6.7] ist ”” 

» + »00 

{zi»'<z<z«>), 

_ x~~ioo 

* Diese Bedingungen sind verträglich, da in unserem Streifen z5*'<8is— 

91 s - *;“< y". 91 s - y,>'< 5R4 - ist. 
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also 


+ 00 


x + ioo 




ir —<00 


Wählen wir nun noch 81«—d. h. *^’<8ls-T- *<a4^, 
so hleibt das. iterierte Integral infolge der Schranken für Fi{i) und /t(s) 
konvergent, wenn alle Funktionen durch ihre Absolutbeträge ersetzt 
werden: 


— 00 —00 

00 ' +00 0 + 00 

0 —00 —00 —oo 


oo u 

' vo J * n» J 


Wegen IRs—Zj“—* > 0 und ’ > 0 konvergieren die Integrale- 

Nadi- Hilfssatz 2 (Anhang) köimen wir also die Integrationsfblge ver¬ 
tauschen: 

;; + <oo +00 

äir / mda f dt 

< — <00 —bo 

< + <00 

= 2^ / /«W/lis— 

< — <00 


2. Produkt zweier Qj-Funktionen. 

Wir können hier den Satz 1 [8,5]. der sich nur auf reelle t und re^e 
Faltung bezidit, aufs Komplexe verallgmeinem. fi und /j seien In- 
Funktionen, d. h. Funktionen, die in drai Vertikalstreifen {s = x + iy) 
Xi^x^Xt regulär sind und dort den Abschätzungen genügen: 
l/i(s)|<Ci«-’>i"‘W (ij?^>0) bzw. |/,(s)|<C,e— {rif>0). 

Die zugehörigen Ljfi-Funktionen 

< + <00 < + <00 

/ ^•fx{>)äs bzw. = ^ / ^‘mds 
<—<00 < — <00 
(Xi^X^X^ 

sind in.den Horizontalstrdfen (t = S + ifi) 

r^^ulär und genügen in jedem schmaleren Streifen 

bzw. \ri\mri^-e 


( 0 < 6 <tl^ 
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einer Abschätzung 

bzw |i?,Wl<C“>(8)«*^« für f^O. 

bzw. iür f<0 

(siehe 6 . 7 ). Wir behaupten: 

Satz 2. /(s) = /i(s) • /j(s) isiißXi^x^Xf d>mfaUs eine ^-FunMion. 
Ihr entspricht eine mindestens in |?? 1 < »?o ^- 4 -1??’ reguläre L\rFwnMion 
F (<), die sich in diesen Streifen aus Fy und F^ durch die veraUgetneinerte 
Faltung 

+ oo + <S 

F(<)= / F,{T)F,(/-T)iT 

-00 + ^1? 

berechnet, wo 

«nd |a<—Ij|<i2f 

zu wählen ist. (Die Bedingungen sind verträ^ch.) 

Beweis: F{t) läßt sich für | 3 ^|<»io’ + Vo*’ darstellen: 

Ä-f <00 

= ^ / «‘*/l(s)/*(*)«** (*!<»<*,) 

;r —<oo 

x + ii} +oo + <ij 

= "2^7 / (l»?l<»?oV 

JP —<oo --00 + <IJ 

(Das innere Integral konvergiert für < 81 s < «i, also für diejenigen s, 
die in dem äußeren Integral gebraucht werden.) Wählt man nun außer¬ 
dem | 3 <—so bleibt das iterierte Integral, wie man analog 
zum Beweis von Satz 1 nachrechnet, konvergent, wenn man die Funk¬ 
tionen durch ihre Absolutbeträge ersetzt, so daß man die Integrations¬ 
folge vertauschen kann: 

+ 00+<l( * + <00 

F(/)= f F^{T)dr f ct‘-»>‘/,(s)ds 

— 00 + <»| * — <00 

+ 00 + <IJ 

= f Fi(T)F,(f—T)dT. 

—ooH-i»» 

Zusatz: Da die. zweiseitig unendliche Laplace-Transformation mit 
der MdUft^Transformaüon äquivalent ist, so kann man Satz 1 imd 2 
auch für letztere aussprechen. Unterdrücken wir die ausführlichen 
Voraussetzungen, die leicht nachgeholt werden können, so lauten die 
entsprechenden Aussagen kurz so, daß dem Produkt zweier in demsdben 
Winkelraum regulären M®-Funktionen 0 i{z), 0 %{z) die Funktion 

* + <00 

?’(«)== 

*—<oo 
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und dem Prodtild: zweier in demselben Streiten regulären w®-Funktionen 
9>i(5), <p^(s) die Funktion 

0 . 

entspncht. 


11. Teil. 

Reihenentwicklungen. 

Mit diesem Teil beginnen wir die Reihe der Anwetidungen der Laplace- 
Transformation. Sie gruppieren sich alle um die Idee, die Eigenschaften 
von speziellen Funktionen oder ganzen Klassen von Funktionen dadurch 
zu studieren, daß man sie vermöge einer Funktionaltransformation auf 
andere Funktionen abbüdet und nun untersucht, wie sich die Eigen¬ 
schaften derObjektfunktion in denen der Resultatfunktion widerspiegeln 
und imgekehrt. Man kann das als eine Art ,,Übersetzung** auffassen: 
Eine in der „Sprache“ des einen Funktionsraumes ausgedrückte und 
dort oft fast selbstverständliche Tatsache gewinnt durch den Akt der 
„Übersetzung“j d. h. der Funktionaltransformation, in der „Sprache“ 
des Bildraumes eine, häufig einen tiefliegenden Sachverhalt ausdrückende 
(^talt* (vgl. auch das zu Beginn des 8. Kapitels Gesagte). Wir zeigen 
die Verwirklichung dieser Idee zunächst an dem formal einfachsten 
Anwendungsbeispiel, niämlich an Reihenentwicklungen. 

9 . Kapitel. 

Die Übertragung von Reihenentwicklungen. 

Der Entwicklung der Objektfunktion in eine gewisse Reihe entspricht 
eine bestimmte Reihenentwicklung der Resultatfunktion und um¬ 
gekehrt. Von einem anderen Gesichtspunkt aus ist uns diese Beziehung 
schon im 7. Kapitel über die Umkehrung der Laplace-Transfonnation 
entgegengetreten. Dort wurden allgemeine Typen von Entwicklungen 
betrachtet, die sich bei ganzen Klassen von Funktionen an wenden lassen. 
Jetzt dagegen konzentriert sich das Interesse mehr auf speziale Funktionen 
mit gerade ihnen eigentümlichen Reihendarstellungen. Es werden sich 
dabei überraschende Zusammenhänge zwischen scheinbar sehr weit 
auseinanderliegenden Reihenentwicklungen ergeben. Natürlich kann es 

^ DaB der Sachverhalt in dem einen Raum tief, in dem anderen an der Ober¬ 
fläche liegen kann, erklärt sich daraus, daß die Schwierigkeit nunmehr in deü 
Akt der Übersetzung verlegt ist. Wenn in der Funktiouentheorie z. B. der Picard- 
sche Satz vermitt^ dtt elliptischen Modulfonktlon auf den trivialen Liouville- 
schen zurückgeführt werden kann, so liegt die ganze Schwierigkeit jetzt in der 
Theorie der Modulfunktion. 
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sich dabei nur um Vorführung einiger besonders schlagender Beispiele 
handeln, die den Leser anregen mögen, ähnliche Zusammenhänge zwischen 
anderen Entwicklungen aufzusuchen. — Es sei dabei generell bemerkt, 
daß die gliedweise Anwendbarkeit der Laplace-Transformation stets 
eigens, imd zwar häufig durch ziemlich umständliche Betrachtimgen be¬ 
wiesen werden muß, da es keinen allgemeinen Satz gibt, der alle vor- 
koramenden Fälle deckt. In diese scharf umrissene Aufgabe ist damit 
die etwaige Schwierigkeit der zu beweisenden Reihenentwicklung 
verschoben. Die Schwierigkeit bleibt also in gewisser Weise bestehen; 
aber der Vorteil des Abbildungsprinzips li^ darin, daß es eine in vielen 
Fällen in genau gleicher Wtise brauchbare Methode aufzeigt, bei der 
Anfang, Ziel und Weg völlig klar überschaubar sind. Um nicht zu weit¬ 
läufig zu werden und den Blick nur auf das Wesentliche zu lenken, lassen 
wir die Legitimierung der gliedweisen Übertragung allgemein fort und 
geben nur einige gelegentliche Hinweise. — Vgl. zum 9. Kapitel auch den 
Schluß des 11. Kapitels, wo die Übertragung konvergenter Reihenentwick¬ 
lungen als Spezialfall eines viel allgemeineren Prinzips erkannt wird. 


§ 1. Ableitung der linearen Transformationsformel für •d'^ (o, t) 
aus einer Fourier-Entwicklung. 

Wir haben bereits in 7-5 einen Beweis für die lineare Transformations¬ 
formel der Funktion #3 0 kennengelemt, auf die wir im nächsten 

Paragraphen zurückkommen werden. Für die sog. Thetanullfunktion 
^ä(0, t) wollen wir nun diese Formel auf einem anderen Wege ableiten 
In 3.4 (Beispiel 11) fanden wir durch eine einfache Rechnung: 

Nun läßt sich bekanntlich die Funktion 


S(z) = 


2n 


.JL + JL 

271^ 2 ^ 


X 1 

die im Intervall Q^x<2n gleich der linearen Funktion + Y 

ist und die Periode 2% hat, in eine Fourier-Reihe entwickeln: 


( 2 ) 


S(*) = 


oo 

1 8inw;if 

n 


(An den Sprungstellen x = m‘2Jt, m = 0, ± 1,..., stellt die Reihe aller¬ 


dings nicht den Funktionswert -j, sondern den Mittelwert 0 dar, was aber, 

da wir 5(^1::) integrieren, werden, nicht stört.) Also besitzt unsere L- 
Funktion die Reihenentwicklung: 


00 _ 

l/rl _L_L-L sinn ’i/i 

27t\ 2n 2 ST n 

n-il 
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Da (sidtie 3.4, Bdspid 8) 

_! _ ~ 

ist, so führt die gliedweise Anwendung* der Laplace-Transfonnation auf 


— y 


n' 

4< 


w 

( 3 ) (^> 8 ( 0 , 4 s)=) 1 + 22 «“' 


Setst man diesen Ausdruck mit (1) gleich, so ergibt sich die Formel 

■— 5 =+2 ^, 

»-1 

die für 4 s = f in den -Spezialfall » = 0 der Formel 7.5 (2) überg^t. 

Die Formel für die Thetanullfunktion erweist sich so als „äquivalent“ 
mit der ganz elementaren Fourier-Entwicklung (2), was besagen soll, 
daß man sowohl (3) aus (2) als umgekehrt (2) aus (3) ableiten kann. 
Ferner folgt aus dem Ergebnis in 7.4 und 7 . 5 , daß sie auch mit 


/ COtg-/^ 


V tR-s ■ . 

1 v^l 


»>1 / r-l 


und aus 6.8 (unter Anweidungsbeispid 4 ), daß sie mit der Riemann¬ 
schen Funktionalgleichung der ^-Funktion äquivalent ist Weitere 
äquivalente Formeln w^en wir in § 2 kmmenlemen (dort durch den 
Index 0 an der Formelnummer gekennzeichnet). 

§ 2 . Die Uneare Transformationsfonnel für 9 -^ («, t) und äquivalente 
Relationen für die Besselschen Funktionen^**. 

In 7.4 und 7.5 fanden wir, daß die Formel 

00 00 

( 1 ) (#*(v, f)=) 1 -1-22*0“***"*'cos 2 «®» = ^ e 

dtirch die S-Transfonnation mit 




coa (2 ty •—J) s 


‘) 

' «-1 


C082m7lV 
S -}- 

00 


.)yT 


\ jf sin y— Ä 

(2) =-ir j + V e-S(»+.)l/r+ Ve-*(—> 

l « — 1 «sal 

zusammenMngt Wir wollen nun zeigen, daß die klassische und überaus 

wichtige Formel (1) mit einer Formd von ganz anderem T3rpus für die 

* Der Nachweis, daß diese erlaubt ist, stöBt hier auf besondere Schwierig¬ 
keiten. Leichter ist es, zu zeigen, daB man vermittels der komplexen Umkehxformel 
von der Entwicklung der l-Eunktion zu der der JL-Funktion gelangen kann. 



§ 2 . Transfonnaiionsformel für (v, i) und äquivalente Relationen* i 77 


Besselsche Funktion /q äquivalent ist. Die vermittelnde Transformation 
wird wieder die ß~Transformation sein; während jedoch oben die Theta¬ 
funktion als L-Funktion auftrat, wird sie jetzt als /-Fimktion erscheinen. 
Für 


/.(*)=! w(Tr 


gilt 


108 


k^O 


für SR s > 0 und alle reellen Werte von n + v, also* 

^ i»+:?)• 
e 


Q 


+ 00 

2 /o((«+f)ir<)[=y 


I« — — 00 

Nach (1) ist dies gleich 


+ 00 

ns= —00 


4 s). 


Wenden wir auf 


'■M 


i + 2 ^ ß-*’*'"*’cos 2 »tw 




”)■ 




das Gesetz la (S. 148) an, so erhalten wir: Zu der Funktion 

^ > 4 w* TC® 




[ ® 

für 




für 

gehört 






|/l«- 

Also ist 


1 

f 


4 m* j**s 


1 +00 i j 00 

^ 7o((« + J') /<) = 2 Sj<Po(0 + 2 ^ (0 cos 2 WiT: w 

nm— 00 I i mal 

und folglich bis auf eine Nullfunktion 

+ 00 00 

Y ^ /o ((« + v) y<) =<PoW + '^2 <^»(0 COS2 WJIW. 

ft a » 00 mal 

Auf der rechten Seite verschwinden aber bei festem t alle Glieder bis 
auf endlich viele, so daß man unter Verwendimg der Substitution ^ = üf* 
die erhaltene Formel auch so schreiben kann: 


mal 


♦ Die Vertauschbaxkeit von Summe und ß-Integral läßt sich auch hier wieder 
am leichtesten bei Benutzung der komplexen Umkehrformel zeigen. 

Deutsch, Laplace-Transfonnatfon. 12 
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WO X positiv 4 * 2 »»« und f die größte ganze Zahl mit der Eigenschaft 
2 pn< X, also p = [■j^j ist*. Was v anbetiifft, so kann man sich, da 

beide Seiten die Periode 1 haben, auf das Intervall 0^»<1 be¬ 
schranken^**.— Diese Formel ist insofern sdir bemerkenswert, als die 
rechte Säte nur eine endliche, aber von x abhängende Gliederzahl 
hat; je größer x ist, unj so mehr Glieder kommen vor. Mit vx = w 
gewinnt die Fotmd die Gestalt 

+“ * C082mx — 

j 2/.(»» + ») = T + ».273=?S^ (Oä»<»). 

Links wenlen die 7 ,-Werte an den äquidistanten Stellen w + nx summiert, 
und die rechte Seite zeigt, daß diese Summe (bei festem *) mit u> na<^ 
Art einer endlichen Fourier-Reihe variiert. Für 0 <z< 23 r ist die 

Summe von v bzw. w ganz unabhängig, nämlich gleich-^. 

Der Spezialfall » == 0 unserer Formel ist natürlich mit den in § 1 
au^estellten Formeln äquivalent und lautet^ 

««•-oo «»«1 «»B»! ' 

Aus der auf /o bezü^chen Formel ( 3 ) kann man sofort eine analoge 
Formel für die allgemeine Besselsche Funktion (r > 0 ) 

00 


/»(*) = 




(- 1 )* 


(t) 




irir-hA-l-l) 

abldten. Für 8is>0 und alle reellen n + v gilt“^: 

f* » / \» _i2±^ 

also, wenn wir wegen des auftretenden Nenners n + v, der für « = 0, 
v = 0 sinnlos würde, v auf das Intervall 0 <v<i beschränken: 

I . +» 




/»{(" +») 


(«+< 


nma^OO 


jn + v}* 

4 « 


Beachtet man, daß 


-■7®! 2 A((« + ») l'<)j 


* Die etwa hixizukoxmnefide NnUfunlctiDn ist se o. Denn die rechte Seite hat 
offenbar nur in at« 2msi Unstetigiceiten; von der Unken aber kann man auf Grund 
der asymptotischen Abschätzung für die wir in 12.4.2 kennenlemen werden, 
zeigen, da6 sie in jedem Intervall + d gleichm&Oig 

konvergent, also auch nur in !v ss 2mn unstetig ist. (An diesen Stellen divergiert 
die Reihe.) 
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ist, tmd setzt für £ 7 o((« + ») den Wert aus (3) ein, so liefert* der 
Faltungssatz IVi,: 


■Heo / p 

. 4 - V 7 r((« + ») V<) ^ * , , V C 082 « 


il-V 


Die Fülttmg auf der rechten Seite läßt sidi ausrechnen. Ein einzdnes 
Glied ist, abgesehen von einem Faktor, gleich 

0 für 0ÄfÄ4*»*3** 




Durch die Substitution 


f 

J ■\/t — Afn*n* 


dl für t> 4 tn* 7 f^. 


T = 4 ♦»* «• 4- (<—4 jt*)« 

erhält man für das Int^ral: 

1 

0 

Also ergibt sich schließlich, wenn man noch t = x* setzt: 

V J>((n+«)4r) ^ jh / *i— 1-1-2 V{**-4«*?t^'"*COs2»»Jt» | 

(* + «')’’ Ä / 

Hierin ist v> 0 , * positiv4* 2 «ot, f = und 0 <w<f. 

Den Fall v = 0 mußten wir bisher au^diließen, weil auf der linken 
Seite das zu n — 0 gehörige Summationsglied für » = 0 sinnlos würde. 
Man kann aber für diesen Fall durch dieselbe Rechnung wie oben die 
Formel 

+r «• J" ^ +2^ («•-4«*»C)’ 

»=1 V »=•! 

ableitoi, die übrigens aus ( 4 ) dadurch hervorgeht, daß man den Grenz¬ 
übergang V-.-0 gliedweise vomimmt. 

Im Spezialfall » = y ist J, eine dementare Funktion: 


-t 


Die ‘Formel (4) liefert hier wegen 

1+2 cos 2 mnv = 


8m(2^ + 0 JgP 
sin^r V 


* Die Darsteilting von £j0((n + v)'^) nach ( 3 ) 2^gt, daß das Laplace- 
Int^[Tal absolut konvergiert. 


12* 
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die besonders einfache Relation: 


(5) 


+ ÖO 

^ ein (w '\“V)x _ sin {2p nv 

^ «-f ü sin jf V 

«BC'—OO 


wo 4 f 4 ‘ 2 «»Ä, 0<r<l. Die rechte Seite ist als Fufiktion 

von X stückweise konstant, also eine Treppenfunktion: z. B. für «== |- 

ist sie die Funktion ( i)^, — Aus (4®) ergibt sich für die bekannte 
Entwicklung 9.1 (2). 

Wir erhidten hier (5) auf dem Wege über (3) und (4) aus (1). Man 
, kann aber (1) und (5) auch direkt in Beziehung setzen, analog wie wir 
das für den Faü = 0 in § 1 getan haben. Es ist nämlich (siehe 3.4. Bei¬ 
spiel 8) für als>0 und alle redlen n + v: 

* 2 y 3 is* 

also vermöge (1) für 0<i;<t: 

+ 00 


•f 00 

n w —00 


sin (« + v) i/?! 


« -h 1/ 

) j 



1 xn (»+»)* 4 / \ 

Jr- = -L(4+2.2:e-®*‘’”*'cos2»»jnr» . 


Definieren wir folgendermaßen: 

0 für 0 S«ä4 »,*5 i* 
1 für i>4»»*«» 




so ist 
also 

fi 


(w > 0). 


+ 00 

i 'Sp sin {n-\-v)}ß 

n " n -f t/ 

.~00 


00 

f + 2 ^ (/) cos 2>«jri 


= S 


Ulmkl 


Hieraus fo^ die Identität der I-Funktionen, was mit (5) gleich¬ 
bedeutend ist. 

Betrachten "ww in (3) einmal x als konstant und v als variabel, so 
ist die rechte Seite eine endliche Fourier-Reihe. Die (für w’non Augen¬ 
blick mit q>{v) bezeichnete) linke Seite muß also dieselben Fourier- 
Koeffizienten 

1 

Jq>(v)co% 2 mnviv (»t = o, 1,...) 

haben: 

/ I : fÜT 0^W<-— 

Z 7o((« + w) *)cos2»t3iW(iu= v**-4»»»n* 2 n 

*»*•“■00 X 

0 für w>—. 

2 n 


0 




§ 3* Reihen nach Laguerreschen Polynomen. 
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Links vertauschen wir Summe und Integral, formen das einzelne Glied 
so um: 

1 n + l 

f Jo((f^ + v) x)cos2m7tvdv= J jQ[ux)co%2mn{u--n) du 

0 n 


1 

Jii{ux) cos2wjr« du 

n 

und erhalten: 

+ 00 

/ /o(^«)cos2wjrwrf« = 

— 00 

Dieser Formel geben wir eine übersichtlichere Gestalt, indem wir links 
xu=^z und dann y setzen. Beachtet man noch, daß /o eine 

gerade Funktion ist, so ergibt sich: 


yAr*--4 

0 für 


für 0^fn< — 

27t 


m> 



( 6 ) 


/ Jo{si)cosyzdz = 


--■■■■ ■ ■ für 
yi—y* 

0 für 


Diese Relation, die man auch in der Gestalt 

2 


+ 00 

/ h{z)^y’‘dz = 

— 00 


,_ für 

0 für 


0^y< i 

y >1. 

O^y < 1 
y >1 


schreiben kann, liefert die Fourier-Transformierte von /o“*. 


§ 3 . Reihen nach Laguerreschen Polynomen. 

Für Reihen nach Laguerreschen Polynomen, die durch die er¬ 
zeugende Gleichung 

00 tx 

(1*) = 
noiO 

oder nach verallgemeinerten Laguerreschen Polynomen, die durch 
(1) (a>-1) 

n«0 ' ^ 

definiert sind, kann man häufig auf dem Wege, den wir in diesem Kapitel 
verfolgen, auf überaus einfache Weise die Summenwerte finden. Wir 
geben einige Beispiele: 

1. Die rechte Seite der Exponentialreihe 

n«»0 
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ist wegen 
für reelles x gleich 


OL ~ 

Ä{f-^7.(Al/T)} = -^rTr (a>-l. Äreell) 


für die linke Seite erhalten wir wegen^ ' 

r(«+« + i) 


die Reihe 


s{i-LW(f)|^ 


Also ist“* 

( 2 ) 


00 

2 

«•»iO 


ö{i“ 


nt 

lW(<) 


/•(a + w + l) 


1 

^+l\ j ) 

«•l- 


2 r(aiiVl) */a(2|/*T) («> !)• 

«»«>0 

Für die gewöhnlichen Läguerreschen Polynome lautet diese Formd: 

ll»iO 

Man kaim (2) und (2^) als neue erzeugende Gleichungen für die 
Läguerreschen Pol3moine ansehen. Wir wollen nun zeigen, daß sie 
mit den erzeugenden Gleichungen (1) und (i®) äquivalent sind^^*. Dazu 
brauchen wir sie nämlich nur der ß-Traiisformation zu unterwerfen, 
diesmal aber hinsichtlich der Variablen x. Um die gewöhnte Bezeich¬ 
nungsweise ziLhaben, schreiben wir (2) zunächst in der Gestalt 

l)ie Sl-Transfoimierte der linken Seite ist 

»■■0 

Wenden wir auf die oben schon benutzte Transfonnationsformel für 
das Gesetz an, so ergibt sich: 




also für die S-Transfoimierte der rechten Seite 






g 
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§ 3. Itoihea nach Ugueneschen Polynomen. 

Ersetzt man noch s durch so hat sich eigeben: 

00 ^ 

was mit (1) gleichbedeutend ist. 

2 . Wir geben noch ein Beispiel eines ganz anderen Entwiddimes- 
t^i« bei dem zwd Variable Vorkommen und wo wir dem^^^S 
die ajransformaüon zweimal, namüch in bezug auf jede d« beiden 
Variablen anwenden. Es handelt sich also hier um die Funktion“ 
transformation („doppelte Laplace-Transformation") 

/(S-®) 

0 0 

die in der ThMiie der Funktionen von zwei Variablen ähnliche Dienste 
leistet wie die gewöhnliche Laplace-Transformation bei Funktionen 
von emer Variablen. Wir wollen folgende Formel beweisen“*: 

(^)~-t»»-i(0] [Ln {r)—Ln-i (t)] = {<,TfeO). 

Transformiert man die linke Seite zunächst hinsichtlich der Variablen t, 
so erhält man unter Berücksichtigung von S {£.,} =- 1 - 

f+ 2T[(^)"-(^)"~'][^»W-i,-i(T)] für 
Transformiert man weiter hinsichtlich r, so ergibt sich für 8 io>—: 


i»-i ' J 




1 

_ 5 -|- CT 

5 — 1 or—1 

5 iCT (S + CT — 1} 

1- 

5 a 


I«* für t>r, 

also lautet ihre S-Transformierte hinsichtlich 

J e~‘*e‘dt = —-H«* — 


_ i_ 

's(l—s) 1—* 
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Transformiert man diese Funktion hinsichtlich t, so ergibt sich: 
__1_1_ s + g 

S (1 — ä) (g + 5 — i) (i — 5) CT 5 o (s -{- er — 1 ) * 

also dieselbe Funktion wie links. 

Speziell für t = r liefert die Formel: 

(3*) = 

«-1 

Übrigens zeigt die explizite Formel 7.3 (1) für (<): 

Kit)—Ln-i{i) =—/ Ln-i W äx, 

also ist ° 

00 / i \2 


2 

n -1 


{x)ix 


für ffeO. 


§ 4 . Reihen nach Hermiteschen Polynomen. 
Die Hermiteschen Pol 5 mome H„{x) sind definiert durch 

(j*--** 

oder durch die erzeugende Gleichung 




Sie spielen wegen des Auftretens von e~*' überall da eine Rolle, wo 
diese Funktion wichtig ist, also in der Fehlertheorie, der Wärmeleitung 
usw. Es ist“'' 


I Hin (i/r) 


j- 


,- (2^)1 o-.r 

nl ^n+i • 


(2) g{B..^.(i/<)i— 

Der Vergleich mit der Formel für die Laguerreschen Polynome in 9-3 
zeigt, daß 

Wegen 

(2 n)!_ {2n)\ (2n)!2” 4** nl 


F(« + l) («--■i) {♦* —l-3“-(2n —3)(2«—lll/jiT V« 
erhalten wir zwischen den Laguerreschen und Hermiteschen Poly¬ 
nomen den einfachen Zusammenhang^^®: 

(3) 

und analog 

(4) = (<). 



§ 4. Reihen nach Hermiteschen Polynomen. 


<85 


Wir summieren nun die Formdn (i) und (2) und erhalten“*: 

„Ix 


ln-0 


8is>i- 


Nun ist aber, wie sich durch Reihenentwicklung ergibt: 

1 *• 


3 3^ 

s|^ @in «yF |==-js *e**. 


Also erhalten wir, wenn wir noch y< = * setzen, für die beiden Reihen 
folgende Werte**®: 

n ««0 

Multipliziert man die Formeln (i), (2) vor der Summation mit (— 1)*, 
so ergibt sich analog: 

(7) = 

n M 0 

( 8 ) 

n —0 

Die Kreis- und hyperbolischen Funktionen lassen sich also in Reihen 
nach Hermiteschen Polynomen mit denselben Koeffizienten entwickeln, 
die ihre Entwicklungen nach Potenzen aufweisen. Das ist kein Zufall, 
sondern liegt daran, daß es eine Funktionaltransformation gibt, die die 
cos- imd siji-Funktion in sich, die Hermiteschen Polynome aber in die 
Potenzen überführt. Aus der erzeugenden Gleichung für die Hermite¬ 
schen Polynome folgt nämlich für ein festes /^^O: 

+ 00 00 +O0 

J e-^ ^H,{x)H^(x)^dx= j e-^^+y)'H^{x)dx. 

— 00 v — ü —00 

Nun erfüllen die aber die Orthogonalitätsrelationen: 
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Also ergibt sieb 


oder auch 


+ 00 


f e-^‘+^HJx)dx=(2y)>' 

in J 

— 00 

1 } e-(*-y)'H,(x)dx = (-2y}>‘. 

v» J 


Die links stehende Titasformatian 
+ 00 


4 = f e-^*-y^0(x)dx=‘<piy) 
yn J 


heißt Gauß-TransfortnaUon^. Sie bildet die Hermiteschen Pol 5 naome 
auf die Potenzen ab. Ferner sind für sie die Fimktionen cos 2 x, sin 2 x 
Eigenfunktionen oder Invarianten^: 

+ 00 +00 

4= f e~(*“’^*cos2*i*=—cos2y, f e~^*~^''än 2 xdx = -^sin2y. 

i^J • i^J * 

— 00 —00 

Durch Anwendung der Gauß-Transformation gehen also (7) und (8) 

in die bekannten Potenzreihen für cos 2 x, sin 2 « über. 


III. Teil. 

Asymptotisches Verhalten von Funktionen. 

10. Kapitel. 

Abelsche und Taubersche Sätze. 

§ 1, Abelsche Sätze. 

1. Asymptotisches Verhalten von f{s) bei s — 0 oder 
einer anderen endlichen Stelle. 

Bereits in 4.2 haben wir das Analogon zum Abelschen Stetigkeits¬ 
satz für Potenzreihen kennengdemt, das, wenn wir dort speziell = 0 
setzen, so lautet: 

Ist S{JF} = f{s) ixß. Punkte 0 konvergent, so strebt /(s) gegen /(O), 
wenn s innerhalb des Winkdraums SB: |arcs|^^< Y gegen 0 strebt. 

In dieser Gestalt bedeutet der Satz eine Stetigkdtsbeziehung für 
die Werte einer /-Funktion. Wir wollen ihm nun eine neue Wendung 
geben, indem wir ihn in der Gestalt schrdben: 

Hat das Integral einer L-Funktion die Eigenschaft: 

t 

fF{r)dr-^l für 
0 
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so hat die zugehörige UFunhUon die Eigenschaft: 

/(s)-^/ für s->0 innerhalb ffi. 

In dieser Form sagt der Satz aus, daß man aus dem Verhalten von F 
bei Annäherung an ^ = oo etwas über das Verhalten von / bei Annähe¬ 
rung an s = 0 anssagen kaim. Die beiden Verhaltensweisen sind außer- 

t 

ordentlich einfacher Natur: fF{r)dr strebt gegen einen Grenzwert l, 

0 , 

und f{s) strebt ebenfalls gegen emen Grenzwert, zufälligerweise den¬ 
selben. Die Aussage, daß eine Funktion (p{x) gegen eine Konstante l 
strebt, kann man so schreiben: 

<p{x )—/ 0 

oder auch, wenn / + 0 ist: 

qi{x) wird hier in Vergleich gesetzt zu einer Konstanten. Es li^ nahe, 
diese durch eine bdiebige „Vergleichsfnnktion“ y>{x) zu ersetzen und 
Rdationen der Gestalt 

(1) <p{x)—ip{x)->-0, d.h. y(*)—vi(*) = o(l) 
bzw. 

(2) -*-A, d. h. = .4 + 0 (1) {A= beliebige Konstante) 

zu betrachten. Bei (2) müssen wir voraussetzen, daß {x) in einer gewissen 
Umgebung des Punktes Xg, gegen den x strebt, von 0 verschieden ist. 
Wir können uns von dieser Einschränkung befreien, indem wir schreiben! 
(2') <p(x) = {A+o (D) v»(*) = Ay>(x) + o{y> (x)). 

Die Verhaltensweisen (1) und (2) stehen nicht in der Beziehung zuein¬ 
ander, daß die eine die andere für A =1 umfaßt. Vielmehr kann (1) richtig 

sein (z. B. **—z-»-0 für *-^-0), während (2) nicht zutrifft strebt 
gegen 0 für z -► 0 und nicht gegen und umgekehrt kann (2) zutreffen 

^z. B. f fßr »-»-pej, während (i) falsch ist (*-|-log*—* 

strebt gegen oo und nicht gegen 0 für x-*-oo). Ist aber |y (*) [ < M in 
einer Umgebung von x^, so fol^ (i) aus (2), denn dann ist o (v(*)) = o (1). 
Ist umgekehrt |yi(z) | >«>0, so folgt (2) aus (1), denn dann ist 
0(1) = o(v» (*))♦. 

Wir werden in beiden Fällen sagen, daß das Verhalten von <p (x) bei 
Annäherung an Zg asymptotisch durch ip(x) beschrieben oder daß (p(x) 


* Man beachte, daß eine o~ bzw. 0-Aussage eine Abschätzung ist, also nur 
ln der Richtung von links nach rechts gelesen werden darf. So ist z. B. im letzten 
Fall I — V(a?) |< fi für hinreichend kleine |^ —Ji?ol vorausgesetzt, woraus 
e 


v(*) 


nt 


folgt, aber nicht umgekehrt. 


I 
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asymptotisch durch tp{x) dargestdU 'wird. Geht aus dem Zusammenhang 
nicht klar hervor, wdche Art gemeint ist, so nennen wir die Darstellung 
im Sinne von (1) ditfereugasymptotisch, während wir die Darstdlung 
im Sinne von (2) bzw. (2') quotietdmasymptotisch nennen und durch 

q>{x) Aip(x) 

ansdrücken. Im Falle A = 0 bedeutet das <p(x) = o(y(#)). 

Von diesem Gesichtspunkt aus kann man nun versuchen, den zu 

Anfang angeführten Satz dahin zu verallgemeinern, daß man fF{r)dT 

0 

oder auch F{t) selbst für t~*oo als asymptotisch darstellbar durch 
beliebige Funi^onen annimmt, um daraus Schlüsse auf das asympto¬ 
tische Verhalten von f{s) für s->0 bzw. für Annäherung an eine be¬ 
liebige Stelle So zu ziehen. Dabei wird man sich durch das Verhalten 
bekannter Funktionen leiten lassen. Die einfachsten Funktionen sind 
die Potenzen, da ihnen wieder Potenzen zugeordnet sind: Zu F(<)=:<“ 

(*>—1) gehört Wir werden mm zunächst zeigen, daß 

r ioL A- \\ 

/(s) für durch —■ quotienteuasymptotisch dargestellt wird, 

wenn F sich für quotientenasymptotisch wie verhält, so daß 

sich also das Verhalten von -F bei ^ oo, wenn es potenzartig ist, in dem 
Verhalten von /(s) bei 5 0 widerspiegelt. 

Sätze von dieser Art, bei denen von dem asymptotischen Verhalten 
der Objektfunktion an einer bestimmten Stelle auf das Verhalten der 
Resultatfunktion an einer gewissen anderen Stelle geschlossen wird, 
nennen wir, weil der grundlegende Satz in diesem Ideenbereich der Abel¬ 
sche Stetigkeitssatz ist, ganz allgemein „Abelsche Sätze". 

Satz 1, F(t) sei eine ^Funktion mit der asymptotischen Eigenschaß 
F(t)*^AV*’ für t-^oo {A hdiehig komplex, a> — i). 


Dann existietirZ {-F} = /(s) für JRs > 0 und ist asymptotisch so darstdlbar: 


f{s)r^A 


r(a+i) 

5«+i ' 


wenn s im Winkdraum SBJ; j arc s | ^ ^ < Y zweidimensional gegen 0 streht 
Beweis: Es ist 

F{Q = A^ + e(0^“ für ^^ro>0, 
wobei für <-> 00 , also bei ais>0 für jedes r^r«: 

T 

/(s) = / e-’*F{t)dt-ir J + 

0 T 

T 00 00 

= f e—*(F(i)—A^dt + J e-**At‘dt+ f e—‘s{i)i^dt 

0 0 T 

00 T 

= f e-*U{t)f‘dt + j e->*{F(t)-AV^dt. 
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Wählen wir zu gegebenem s > 0 ein festes so groß, daß | c (f) | ^ e 

für t&T ist, so ergibt sich: 


ww Oö OQ 

J e—U{t)P^dt Sfi J e-^>*1!^dt<s J = i 


r(a + l) 

ms)' 


,a + l • 


Ferner ist 




{\F{t)\ + \A\P^dt=:K. 


wo K eine von s unabhängige Konstante ist. Also erhalten wir: 


In 3B ist 




,a + l 


/’(«+!) 


<e 




K 


r{(x + i) 


1^ 


i«+i 


cos^ ‘ 

Ferner ist für alle hinreichend kleinen \$\, sagen wir |s|<g, wegen 
a +1 >0: 

/’(«+!) 1*1“'*'^ <®' 
also für alle s in SS mit 81s >0 und |s|<e: 

/(s)s“+^ . / 

/■(a + l) + 

Da e beliebig klein sein kann, folgt hieraus, unsere Behauptung. 


9)“ + 0 


Wir geben einige vorläufige Beispiele für die Anwendbarkeit von Satz 1. 

1. In der Theorie der Randwertprobleme wird uns das Integral 

00 

== / u)0{u) du 

0 

begegnen, wo y}(x, u) die S. 24 genannte Funktion und <P(w) irgendeine 
integrable Funktion ist, die das Integral <p {%) konvergent macht. Wir 
behaupten: Wenn ^P(«) in « = 0 nach rechis stetig ist, so gilt: 
<p(x)-^0[O) für x-^ + 0. 

Beweis: Setzen wir — = s, — = so ist 

4 u ' 


q}(x) 


00 

-/ 




JüL 

Au 


0{u) du 


00 


Nun ist 0(«)->-0(O) für «->- + 0, also 


*(t) 


^0(0)/ 


-k 



dt. 


für 


t-^oo. 
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Satz 1 liefert: 


^(xy 


0(0) 


r{\) 


:0(O) 


« '' 5* 

für s->0, d. h. *->0. 

oo 

2. Wir nannten früher (siehe 5-5) eine Reihe JE* Borel-sufhmabel 

0 


oder kurz B-sammahel zur Summe l, wenn G(x) == ^ ^ 

00 

konvergiert und f e~*G{x)ix^l existiert. Bobel hat ursprünglich 
0 . . 
für diese Methode eine andere Definition gegeben, die allerdings mit 

00 

der vorigen nicht völlig äquivalent ist: Eine Reihe JSd„ heißt B'-sum- 

0 

H OO ^ 

in 

.-0 0 


mabd zur Stunme l, wenn, Q„-=!^d. gesetzt, die Reihe Sin-rr ^ 

_A A " 1 

alle t konvergiert und 


. i* 

liiii <“* X ?»—r==i 
*-o * ♦»! 


/->oo 


ist. Der Zusammenhang zwischen beiden Methoden ist folgender: 

Wenn die Reihe «o + <^ + • * ■ Bsummeibd ist, so *sf 0 + + Cj + * ’ * 

B'-sutnmabel nur Reichen Summe uni umgekehrt*. 

Beweis: Wir setzen Co + «ti + ’ * * + «» = *» ^Jod zeigen, daß, wenn 

eine der b^den Rdhen £c^— imd —r konvergiert, das auch 

0 1 *** 

für die andere der Fall ist und die Gleichimg gilt: 

0 0^* 1 nj 

a) G (z) = c, — konvergiere für alle x, d. h. sei eine ganze Funktion. 

0 " ^ 

Dann gilt dassdbe für die auf der linken Seite stehende Funktion 9^(0» 

die demnach in eine beständig konvergente Potenzreihe JS 9^^^ (0) -rr 

0 

entwickdbar sein muß. Wir haben: 


* Es könnte verwunderlich erscheinen» hier ein Unterschied zwischen 
den Reihen c# + ^ 4- * • * und 0 4 c# 4 Cj 4- * • • gemacht wird. Aber die Borel- 
snnunablen Reihen verhalten sich, wie an Beispiele zeigen kann, keineswegs 
so wie konvergente Reihen, bei denen man endlich viele Glieder wegnehmen darf, 
ohne die Konvergenz zu stören. Viehn^ir irflnn es Vorkommen, 0 4^4^ 4 * * * 
sum^bel ist, während das für die gleiche Methode bei c, 4 c, 4 ' ‘ 
zutrifft. 
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t 

^ f e~*G{x)dx, also y(0)=0; 

% 

W'{t)=^effe-*G(x)dx + G(i)=W{{) + G(t). also IP' (o) = e* = V 

also !P"{0)=s„ + Ci = s,; 


y/<»){f) = + also yW(o) = !P<"-«( 0 ) + c,_i. 

Ist schon bevnesen, daß = s „_2 ist, so folgt 1P<*> ( 0 ) = s,_i- 

Da es für n = 0,i, 2 gilt, so ergibt es sich allgemein. 

OO M 

b) konvergiere für alle i. Dann gilt dasselbe für die 

OO 00 j» 

Ableitung ^s„_i = £Sn—, a3so auch für die Differenz 

1 —*/» 0 *** 

00 M # 

c- 4- JS(s^ — s»-i) --T ~ ^*-- 7 . Nun kann man wie bei a) fortfahren. 

I tf! 0 

Es ist also 

f e-*£o,^dxr=e~*£sn-i^. 

Ist Co + Cj -l- • • • B-summabd, so hat die linke Seite für t -»-c» einen Grenz¬ 
wert, also auch die rechte, d. h. die Reihe mit den Part i a l su mm en = 0 , 
z= « 0 , jg Ä Sj, • • •, d. i. die Reihe 0 -t- Co "l" "t" ’ ' ' ^ B'-summahd-. 

Trifft umgekehrt das letztere zu, so hat die rechte Seite für f-^-oo 
einen Grenzwert, also auch die linke, d. h. Co -f "f" ’'' ist B-summabd. 

Eine der in der Summabilitätstheoiie interessierenden Fragen ist 
die, wie sich die „Potenz" d. h. die Summierungdcraft eines V^ahrens 
zu der eines anderen verhält: Ist eine Reihe, die nach dem einen Ver¬ 
fahren summiert werden kann, auch nach dem anderen summabd? In 

dieser Richtung beweisen wir nun folgendes: 

00 

Ist die Reihe £ c* B'-summierbar zur Summe l. d. h. 

0 00 

0 

und ist c» z“ /«»' i * I < i konvergent (d. h. kann das Ahdsche Verfahren * 
Überhang angesetzt werden), so ist J c, auch Abd-summierbar zur Summe l. 

d. h. 00 

g{x) = £c„)f‘-*l für x^\. 

0 


Allgemeiner’. Ist 
so ist 


F{t)r^lV für t-*oo 




gW 


* Seine Definition sidie S. 78- 


//■(g-H) 

( 1 -z)» 


für 


I IM 




192 10.Kap,; A.bdBcbe und Taubersche Sätze. 


Bemerkung: Wenn für 1*|<1 konvergiert, so gilt das- 


sdbe für ^ s* ** == - ^ c„ Hieraus folgt aber, daß s« 

überall konvergiert, so daß diese für die Anwendbarkeit des S'-Ver- 
fahrens notwendige Bedingung von selbst erfüllt ist. 

Beweis: existiert für s>0, und zwar ist 

0 ’ 0 0 0 0 ' * ' 

wobei die Vertauschung von Summe und Integral nach Hilfssatz i 
(Anhang) gestattet ist. Aas F(t) für i-*-oo folgt nach Satz 1: 


für s-fO. 


Setzen wir 

so steht da: 

oder 


rq 7 Y' = *, also s = 


1 —;r 




lür »-.f. 


Der Satz besagt, daß die „Abd-Transfonnierte'* g(x) einer Reihe 
für i in demselben Maße gegen 0 (— 1 < a < 0) bzw, gegen oo (a > 0) 
strebt wie die „Bord-Transformierte'* F(t)' für 

Eine funktionentheoretische Anwendung: Das Funktionsdement 

OQ 

£ 0^ ^ ^ ^ habe den Konvergenzradius 1. Ist die dadurch 

0 

erzeugte Funktion in einem Punkte des Einheitskreises re^är, 
so ist die Potenzreihe dort sowohl nach Abd als nach Bord summierbar 
liegt daun im Innern des Bordschen Summabüitätspolygons). 
Ist der Punkt aber ein singulärer, so braucht weder das eine noch das 
andere der Fall zu sein. Unser obiges Ergebnis zeigt nun: Ist die Potenz¬ 
reihe in einem Punkt des Konvergenzkreises B'-summabel, so existiert 
sicher der Abdsche radiale Grenzwert, d. h. wenn dieser nicht existiert, 
so kann die Reihe auch nicht nach Bord summiert werden. Für Punkte 
des Konvergenzkreises ist also die Abdsche Methode „potenter** als die 
Bordsche^®. 
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In Satz 1 wurde etwas über das asymptotische Verhalten von F 
vorausgesetzt. Wir wollen aus ihm nun einen Satz ableiten, der eine 

t 

Annahme über das Verhalten von f F(r)dr macht und dadurch eine 

0 

Verallgemeinerung des Analogons zum Abelschen Stetigkeitssatz dar¬ 
stellt. 

Satz 2. F(t) sei eine I-Funktion und 

i 

= f F{r)dr für t-^oo (C beliebig komplex, y> — i). 

0 

Dann existiert fl{F} = /{s) für 3ls>0, und es gilt 

wenn f(s) im Winkelraum SB: |arcs|^ö<y zweidimensional gegen 0 
strebt. 


Beweis: Zunächst folgt durch verallgemeinerte partielle Inte¬ 
gration : 

J e~^^F{t) dt = — + s f e’^^^0{t)dt. 

e e 

Wegen 0(t) =0 streben bei Sfis > 0 für e -> 0, o) -> oo die beiden ersten 
Glieder gegen 0, während das letzte konvergiert, so daß auch die linke 
Seite konvergiert tmd die Beziehung besteht: 

/(s) = s/ e~^^0{t) dt. 

0 

Die Anwendung von Satz 1 auf dieses Integral führt zu unserer Be¬ 
hauptung ^26. 

Speziell für y = 0 erhalten wir das Analogon zum Abelschen Stetig¬ 
keitssatz. 


In Satz 1 stellten wir eine Beziehung zwischen t-^oo und s-*-0 
her. Verhält sich F[t) bei /=oo nicht wie eine Potenz, sondern wie 
eine Exponentialfunktion, multipliziert mit einer Potenz, so äußert 
sich das bei f(s) durch das Verhalten an einer von s = 0 verschiedenen 
Stelle. 


Satz 3 . F(t) sei eine I-Funkiion und 

F{t) r^Ae^^U^ für /->oo (A und Sq beliebig komplex, a>' 
Dami existiert f($) = S,{F} für 9{s>9iso, und es ist 

r(a+ 1) 




/(^)' 






wenn s im Winkelraum |arc (5 — Sq) j ^ zweidimensional gegen Sq 

strebt. 


Doetsch, Laplace-Transformation. 


13 
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Beweis: Auf und = /(s + Sj) läßt sich Satz 1 

anwenden und liefert: 

/(s + Sb)'^A ^jr+V ' für 
/’(« + !) 

für SH.s„. 

Die bisherigen Sätze bezogen sich auf quotientenasymptotische 
Darstellung* Wir gehen nun zu Darstellungen über, die einen differenz- 
asymptotis^en Charakter haben. 

Satz 4* JF{^) sei eine I-FunkUon uni für in der Form 

F{t) = A e^^f^ + Fi{i) {A, und ct beliebig komplex) 

darstellbar, wo den Hauptzweig bedeutet und Ä {Fi} eine Konvergenz¬ 
abszisse ßi besitzt mit ßi<h$Q* Dann existiert 2{F} = /(s) in der Halb¬ 
ebene 8ls>9t% läßt sich aber in die Halbebene yts>ß^ fortsetzen uni 
dort so darstellen: 

f(s)=A + g(s) ßr a=|—1,-2,,.. 

= /«»' « = -/•> 

wo p eine posiHve ganze Zahl und g{s) eine in "St s>ßi reguläre Funktion 
bedei4tet^. 

1 

Beweis: Da ß{Fi} für ais>^ regulär und Je ~’*eine 

0 

ganze Funktion ist (vgl. 4.1), so brauchen wir bloß 

OO 

/ e—*A^>*e^dt 

l 

ZU betrachten. Dabei können wir uns auf 5o = 0 beschränken, da die 
Multiplikation der i-Funktion mit nur den Ersatz von s durch 

s—S q bedeutet. Es handelt sich also um 

00 

I{s, ol) = f dt. 

1 

1. Ist SRa>~“l, so ist 

OO 1 

/(s, cl)^ f e'^**f^dt’— f e''^^P*dt. 

0 0 

Das erste Integral konvergiert für Sft s > 0 und ist gleich (s. S. 22), 

das zweite ist eine ganze Funktion. 

2. Es sei 8la^—i, aber a keine negative ganze Zahl. Dann folgt 
für 8ls>0 durch partielle Integration: 

00 
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Da = den Hauptzweig bedeutet, also log i = 0 zu setzen ist, 
so ist 1*“*"^ = 1 und 

/(s, a) ^ — ”_h t ot + 1)- 

Durch g'-malige Anwendung der partiellen Integration ergibt sich: 

\^r=H+(«+l)(a + 2) + ”‘ + (a+l)---(« + ^)j 

+ (ä + l)'.(« + ^ (s, « + ?) ■ 

(Da a keine negative ganze Zahl ist, so kann a + g nie 0 werden.) Der 
erste Summand ist eine ganze Funktion. Wir wählen q so groß, daß 
3 t a + y > — 1 ist. Dann läßt sich auf / (s, a + q) das unter 1. gefundene 
Resultat anwenden: 

I(s,a. + q)= + ganze Fimktion. 

Also ist 

I{.s, a) = - 7«^M' ■ + Funktion 

= ~ + ganze Funktion. 

3 . Es sei nun a eine negative ganze Zahl. Wir betrachten zunächst 
den Fall a = — 1: 

00 

/(s, —1)= J für 9ts>0. 

1 

/•(s.-,) — I,-di —_ -r+~'', 


Es ist 


also 


Definiert man die Funktion 


für w == 0 durch ihren Grenzwert 1, 


/{s, —1) = —logs + 

1 

1 — dj" 
u 

so ist sie in der ganzen Ebene regulär, ihr Integral also auch. Damit 
ist unsere Behauptung für a = — 1 bewiesen. 

Ist nun a = — ^ = 2 oder } oder ...), so wählen wir in der unter 2. 

bewiesenen Formel q — p--\ (das ist der äußerste Wert, für den wir 
sie noch anwenden können) und erhalten: 


/(s.a) = — fi - • ■ •+(a+i).-.{a + /)-r)j "*■ (ä + -i)^(*'*■*■ 

-I ... I _ .] + 


(- 1 )^ 

^ (p- 1 )T 5 ^ “ ^ log s + ganze Funktion. 


13* 
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In Satz 4 haben wir u. a. eine ^-Funktion bekommen, die in s = Sg 
eine Singularität vom Charakter (s—s^yiog(s~s„) hat, aber nur für 
jr = 0,1,2,... Es fragt sich, ob man nicht auch /-Funktionen mit 
diesem Verhalten für die Übrigen komplexen g hersteilen kann. Darüber 
gibt der folgende Satz Auskunft. 

Satz 5. P{i) sei eine I-Funktion und für tsi in der Form 

F{t)^A e**' (log /- W 

(^,So « beliebig komplex, aber 1,~2,...) 


darstellhar, wo den Haupfmeig bedeutet und S{Fi} eine Konvergenz- 
abszisse besitzt mit Dann existiert ß {F} = f{s) in der Halb- 

ebene 81s>81sq, läßt sich aber in die Halbebene 'St$>ßi fortsetzen und 
dort so darsiellen: 

f(s) = -A ■j~^JrÄ-log(s-So) + h{s). 

WO A(s) eine in ^As>ßi reguläre Funktion bedeutef^^^. (Für die hier aus¬ 
geschlossenen Exponenten wird gerade durch Satz 4 die Ergänzung 
geliefert.) 

Beweis: Für 9ia> —1 fanden wir unter Satz4 (8is>0): 

1 0 

Diese Gleichung differenzieren wir nach a, wobei die Integrale unter 
dem Integralzeichen differenziert werden können, weil die resultierenden 
Ausdrücke (bei festem fRs>0) in a gleichmäßig konvergieren: 

I e-‘<f*log<it = ^^^^^)-i^^^logs- f e-’^f^logtdi. 

’ 1 SS J 

jn/ j ^ V 

Subtrahieren wir hiervon die mit y multiplizierte, vorige Gleichung, 

so erhalten wir; 


00 


/ 





€lk±jll] 

r{cc + t)J 


dt = 




logs 


-/e-“/«(log/-y^)rf/. 

Das letzte Integral ist eine ganze Funktion von s, womit unter Berück¬ 
sichtigung der Anfangsbemerkungen im Beweis von Satz 4 unsere Be¬ 
hauptung bewiesen ist. 


2 . Asymptotisches Verhalten von f{s) bei s = cx). 

Wie wir aus 4-3 wissen, strebt f{s) mit wachsendem [s] in jedem 
Winkelraum [arc(5--5o)|^^<y gleichmäßig gegen 0, falls ein 



§ 1. Abelscbe Sätze. 


197 


Konvergenzpunkt ist. Das ist ein Satz von Abelschem Charakter, 
denn die Konvergenz von S {F} für s = Sq bedeutet eine Aussage über 
das Verhalten von P, und hieraus wird auf das Verhalten von f(s) für 
geschlossen. Man kann nun, wenn man noch Genaueres über 
das Verhalten von F{t) weiß, viel schärfere Aussagen über die Null- 
strebigkeit von /(s) für machen. Wir erinnern zunächst an einen 

Satz, der uns bereits bekannt ist und der die gleichmäßige NuUstrebigkeit 
nicht nur für einen Winkelraum von der Öffnung < 7 t, sondern für eine 
Halbebene aussagt. Er entsteht durch Kombination der Sätze 1 [4.3] 
und 4 [4.3]* 

Satz 6. £{P} = /(s) sei auf eUier Geraden 9ls = flr gleichmäßig 
konvergent. Dann strebt f{s) in der Halbebene SRs^cr für s->oo gleich¬ 
mäßig gegen 0, 

Weiß man das, was in diesem Satz über F vorausgesetzt wurde, von 
seiner Ableitung, so kann man die Stärke des Verschwindens von / 

sogar durch -- abschätzen. 

Satz 7. P(/) sei für t>0 differenzierbar und m / = 0 stetig, ß{P'} 
konvergiere in einem reeUen Funkt a > 0 und sei für JR s > o beschränkt, 
(Dazu genügt z. B,, daß 2 {P'} für s = a absolut oder für {Rs = o* gleich¬ 
mäßig konvergiert.) Dann ist 

2{^} = /(s) =0(-|-||-) für s-*oo, 

gleichmäßig in der offenen Halbebene — Ist ä{F'} auf IRs = a 

gleichmäßig konvergent und F{Q) = 0, so ist sogar f{s) = o 

Beweis: Nach Satz 1 [ 8 . 3 ] ist für 3ils>tr>0 
Ü{F'} = sß{F}-F(0), 

also 

/(,)_ g{P-} + P(o) ^ 

Aus der Beschränktheit von ß{P'} folgt die Behauptung. — Ist 2{F'} 
auf 91s = ör gleichmäßig konvergent, so ist nach Satz 6: fl{P'} = o(1). 

Ist außerdem P(0) = 0, so ist f(s) =o • 

Satz 7 läßt sich so verallgemeinern: 

Satz 8. Wenn F (^) für t^O n— \-mal, für t>Q n-mcd differenzierbar 
und in / = 0 stetig ist, wenn ferner in einem reellen 

Punkt o > 0 konvergiert und für%is>a beschränkt ist, und wenn schließlich 

F(Q) ^P'(0) = • ■ • = P<^-2) (0) = 0 

ist, so gilt: 

Ö{F} = /(s) = 0 für s->oo, 
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gleichmäßig in der offenen Halbehene Sfts >flr. — Ist Ü für 9is • - a 
gleichmäßig konvergent und auch noch — 0 , so ist sogar 

Beweis: Nach Gesetz III, in 8.3 ist 8 ls>o ’>0 

=5* ß{F}-J(0) s»-i—F (0) S“-*--F*" “*> (0) s ---■ /<•<"■ »> (0). 

Hieraus folgen sofort alle Behauptungen. 

Satz 7 läßt sich noch in anderer Richtung verallgemeinern. In den 
Anwendungen kommt es manchmal vor, daß F nicht für f > 0, sondern 
erst von einer Stdle T an existiert, daß aber F zwischen 0 und T wenig¬ 
stens von beschränkter Variation ist. Um diesen Fall zu erfassen, schicken 
wir eine Verschärfung des Riemannschen Lemmas (Satz 3 [4.3]) für solche 
Funktionen voraus. 


Lemma. Ist F{^ in von beschränkter Variation, so ist 

T 

= ßr s-^00 

in der abgeschlossenen Halbebene ^Sts^0, 

Setzt man x~\riy, also 

? r 

/ e-**F{t)dt^ fe-*^‘[e-*‘F(t)]di, 

0 0 

so besagt dieser Satz für festes *, daß der „Fourier-Koeffizient" einer 
Funktion von beschränkter Variation 0 fet, eine in der Theorie 
der Fourier-Reihen oft benutzte Tatsache. ' 

n ?? voraussetzen können, kann in die Gestalt 

tioipn cfii monoton abnehmende Fnnk* 

tionen sind. ^ genügt, die Behauptung für F, zu beweisen. Nach 
dem zweiten Mittdwertsatz (siehe S. 42) ist für s 4 - O' 

r 

J e-‘F^(t)dt = Fl( 0 ) J e-' dt = F^ ( 0 ) < , 

Tu^f^SS Zwischenwert zwischen 

o una i bedeutet. Also ergibt sich tür Sls^O, s=j= 0 : 

T * 

fe-‘F(t)dt s|Fi( 0 )| 

Nun können wir folgendes beweisen: 

Satz 9 . F(t) sei fiirJ^T differenzierbar und für T von de- 

sckränkUr Variation. Je-F'(t)dt konvertiere für ein reeUes s a > 0 


1 




^ 2^1(0) 



§ 1. Abelsche Sätze. 


199 


und sei für 8i sxr beschränkt. Dann ist 

/{s)=o(-[|j) für s-^oo, 

gleichmäßig in 9t s > o*. 

Beweis: In 

f(s) =fe->>F(t)dt+fe-“F{t)dt = f,(s)+f^(s) 

0 T 

ist fi(s) = 0 für SRs>or nach dem Lemma. Weiter ist für 9ls >er 
nach Satz 1 [ 8 . 3 ] 

Je-“F'(t)dt = e-‘^fe-"F'(T+r)dT = e~’^ sfe-‘^F(T+ t) dr—F(T) 

T 0 L 0 

= sfe-“F{t)dt-F(T)e-‘^. 

T 

Also ist für 91 s>(7: 

f e~^^F'(t)dt + |jF(r)|d“-‘'^<const. 

T 

Wir gehen nun zu Sätzen über, die aus einer gewissen Voraussetzving 
über das Verhalten von F(^) in der Nähe von ^ = 0 die Art des Ver¬ 
schwindens von f{$) für s->cx> scharf abschätzen. Wir schicken den 
extremen Fall voraus, daß F (t) auf einer Strecke rechts von t == 0 identisch 
0 ist. 

Satz 10. Wenn ß {F} eine Halbebene bedingter Konvergenz besitzt und 
F(t) = 0 für 0<t^a 

ist, so gilt in jedem Winkelraum SB: |arcs|^i9<~ 

/(s) = für s^oo. 

Beweis: Wir wählen einen reellen Punkt Sq > 0, wo ß {F} konvergiert. 
Dann ist nach Satz 1 [8.2] für 9ts>So: 

f{s) = f e^^^F(t)dt = s f e“*'/ F{T)drdt 

a a a 

und 

t 

f F(r) dr = o(i^**) für t-^oo, 

a 

also 

fF(r)dr für t^a 

a 

und folglich 

00 

i/(s)!sls|C J = 
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In SB ist für 9i5^2So 


gis —Sj— |9i4 ~ coai 


also 

^ , 9 ,, 

cos^ 

Fügt nian noch Voraussetzungen nach Art der von Satz 6 hinzu, 
so Vann 0 duTch 0 Und der Winkelraum SB durch eine Halbebene ersetzt 
werden: 

Satztl. Wem ß{F} = /(s) ßr s = a (reeU) absoktt konvergiert 
oder auf einer Geraden Slls = a gleichmäßig konvergiert, wenn ferner 
F(t} — 0 für 0<t^a 
ist, so gilt in der Halbebene 9%s^<r gleichmäßig: 

/(s) = 0 {«"***) ßr s-*-oo. 



OO 00 

Beweis: /(s) = / e—*F{t) dt = e"«/ e—*F{fl + «)<?«. 

a 0 

Nun braucht man bloß auf den Satz 6 anzuwenden 

Wir gehen jetzt zu dem Fall über, daß F (/) sich bei / = 0 wie eine 
Potenz von t benimmt. Es wird sich dann herausstell^n, daß / (s) wie eine 
negative Potenz für s ->00 gegen 0 konvergiert, und zwar um so stärker, 
je stärker F für 0 gegen 0 strebt, — Der folgende Satz sieht formal 
genau wie Satz 1 aus, hat aber inhaltlich eine'ganz andere Bedeutung. 

Satz 12. S{F} = /(s) besitze eine Hälhehene bedingter Konvergenz, 
und F (Q habe die Eigenschaß 

F(t)^Bt^ für {B beliebig komplex, ß>--\). 

Dann giU 

für s->oo t« 38: |arc$|^^<*|-, 


und zwar gleichmäßig für aüe s mit demselben 81 s «o. 

? 1 00 

Beweis: Wirsetzen J e’~^^Fß) dt := / + /. Das zweite Integral ist 
0 01 

nach Satziom SB gleich also o^-j-^j, kann daher außer 

Betracht bleiben. Im ersten Integral f^{s) setzen wir 
F{f) = Bil>^E{t)tP 
mit e(t)->0 für t-*o. Dann ist 
1 

/i{s) = Je-‘* (Bt^ + s (t) Iß) dt 


==fe-*Btfdt + fe->*e{t)tßdt-Te-‘*BtOdt 

0 A y 
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und folglich, wenn 0< r< 1 ist: 

I T 1 00 

= e'’^*e{t)t^dt + f e'’^*e(t) f dt 

Io r 1 

Zu gegebenem e > 0 wählen wir zunächst T so klein, daß | e (Q | ^ e für 
0 <^^r und folglich für SR5>0 

I T 00 

Io 0 ' ' 

ausfällt. Mit diesem festen T ist für 9l5>0 
1 1 




ferner ist für 9fl s > 1; 

j‘e-‘*i?dt = 

1 1 

Also erhalten wir für SR s > 1; 

!/,(s) s/’+i-B/’os+1) ls8r(/? + i) 

Ul 1 

In 3B ist ferner bei wachsendem 81 s: 

COStr 

Also ist für alle hinreichend großen 81 s in SB: 

\f^(s)s^^^^Br(ß + \)\^K^e. 

was unsere Behauptung beweist. 


Satz 12 kann dahin verallgemeinert werden, daß die Vergleichsfimk- 
tion mit einer für ^ > 0 stetigen, positiven Funktion L (t) multipliziert 
wird, die die Eigenschaft 

->-1 bei 0 für jedes u>0 

hat. Analoges gilt für Satzl, wo diese Eigenschaft von L{x) aber für 
■*> oo zu verlangen ist. Funktionen dieser letzteren Art heißen ,.langsam 
wachsende Funktionen”. gleichgültig ob sie wachsen oder fallen oder 

oszillieren. (Ist die Eigenschaft für ^ 0 erfüllt, so ist L eine langsam 

wachsende Funktion.) Funktionen der Gestalt s^L{x) (a>0) heißen 
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„regulär wachset^ Funktionen". Man kann von den langsam wachsenden 
Funktionen dementar folgendes zeigen*: 

a) x^L{x)-*-oo und x~‘L(x)-*-0 für x-*-oo und jedes e>0. 

b) strebt in jedem abgeschlossenen Intervall, das den Punkt 

x = 0 nicht enthält, gleichmäßig gegen 1 . 

Die Standardtypen der Funktionen L{x) sind 


logar, loglogar, logloglogac,... 
sowie ihre Produkte und Potenzen mit positiven und negativen Ex¬ 
ponenten; so ist z. B. 

log log « * = log (log X 4 - log n) 

= log[log *(l + -§ 7 )] = log log a; -f log (i + -j^), 
also 


log log u X 
log log X 


für x^oo. 


Satz 13 . S{F}=s/(s) besitze eine Halbebene bedingter Konvergenz, 
und F({) hibe die Eigenschaft 

F{t) Bt^L{t) für {B beliebig, 

wo die positive, für x >0 stetige Funktion L(x) die Bedingung 


^^{x} ^ ^ bei x-rQ für jedes u>0 
erfüUL Dann gilt: 

/ (S) ~ ^ (t) • 

1 

Beweis: Es genügt, f e'“^^F{t)dt=^fi(s) zu betrachten, da nach 
0 

00 

Satz .iröy^ = 0 («'“*), also wegen der obigen Eigenschaft a) von L{x) 
1 

gleich 0 ist. In /i(s) setzen wir 

wo Fj^[t)'-^i für f~^0, und erhalten (s^ = w): 



* Siehe J.Karamata: Sur un mode de croissance r^guli^re des fonctions. 
Mathematica (Cluj, Rumänien) 4 (1930) S. 38—53 [Corollaire 2, S. 45]. 
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Sperren wir die Punkte w = 0 und u = s durch Teilintervalle ab, so strebt 


auf Grund der obigen Eigenschaft b) die Funktion 


(t) 




bei wachsendem s gleichmäßig gegen 1 und daher das ganze Inte- 
00 

gral gegen f e~'*i4^du=riß + i). 


§ 2. Taubersche Sätze reeller Art. 

Der Abelsche Stetigkeitssatz für Potenzreiheh ist bekanntlich nicht 

00 

umkehrbar. So hat z. B. die Funktion ^ 9 ( 2 ) == ^ 2 * ([r] < i) 

0 

<1 

für —1 den Grenzwert —, aber die Reihe konvergiert für z = --i 

nicht. Als erster hat Tauber eine nichttriviale, aber zie^ch an der 
Oberfläche liegende Bedingung angegeben, unter der von der Existenz 

00 

des lim JS für reell gegen 1 strebendes z auf die Konvergenz von 
0 

^abgeschlossen werden kann, nämlich «„== 0 ^—^, und daher nennt 

man alle Sätze, die den Abelschen Stetigkeitssatz bzw. seine Verall¬ 
gemeinerungen unter einer Zusatzvoraussetzung, insbesondere über a^, 
umzukehren gestatten, Taubersche Sätze. Wir werden hier für die 
Laplace-Transformation gleich das Analogon zu dem wesentlich tiefer 

liegenden Satz, der später gefunden worden ist und der a« = als 

Zusatzvoraussetzung hat beweisen. Bei Sätzen dieser Art wird außer 
der Existenz von lim f{s) für reell gegen 0 strebendes s eine einseitige 
Beschränktheitsvoraussetzung über jF(^) zu fordern sein. Sowohl hin¬ 
sichtlich / (s) wie F (t) bezieht sich die Betrachtung ganz auf reelle Werte 
der Variablen. Wir werden die betreffenden Sätze daher „Taubersche 
Sätze reeller Art“ nennen. Ihnen sind in neuester Zeit Sätze an die 
Seite getreten, bei denen abgesehen von einer Beschränkung für F 
noch ein gewisses funktionentheoretisches Verhalten von /(s), z. B. bei 
Annäherung an die Konvergenzgerade, gefordert, dafür aber auch eine 
sehr scharfe Folgerung hinsichtlich F(t) gezogen wird. Sätze dieser 
Gattung werden wir als „Taubersche Sätze funktionentheoretischer Art“ 
bezeichnen (siehe iO.3). 

Daß der Abelsche Satz 1 [10.1] nicht ohne weiteres umkehrbar 
ist, wird drastisch durch folgende Betrachtung gezeigt: 

Hat F für i “>00 einen Grenzwert A, so ist nach jenem Satz (oc = 0) 

m Hat F keinen Grenzwert, so liegt es nahe, in Analogie zu den 
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Cesäroschen Mitteln bei Folgen hier durch Integrale gebildete Mittel 
zu betrachten; 

(AV(r)rfT 

wo (f \ ein Ä-fach iteriertes Integral bedeuten soll. In der Faltungs¬ 


symbolik können wir dafür auch anschaulicher 

F* 

/«*(0= ^-xik+r 

schreiben. Hat iLtk{t) für if-^oo einen Grenzwert A, so sagen wir, F{/) 
habe einen Mittelwert Ordnung für In diesem FaU ist 

F*l**~.4l** + ^ = ^‘* 


also nach Satz 1 [tO.l]: 


h\ 


J+i 


für 


• 0 . 


Nach Gesetz Ha ist, wenn ß {F} existiert, die linke Seite gleich fl {F} , 

so daß wir erhalten: 

A 

für s-^0. 


/w~4 


Die /-Funktion ist also ganz unempfindlich dagegen, ob F (/) für / oo 
einen Grenzwert oder nur einen Mittelwert hat. Man kann daher aus 

/ (5) — für s -> 0 unmöglich auf F (/) /^ für / oo schließen. 

Wir werden nun eine Taubersche Umkehrung sowohl von Satz 1 
bzw. 2 wie auch von Satz 12 bzw. I 3 [10.1] beweisen, und zwar werden 
beide aus folgendem Satz fließen: 

Satz 1. Es sei F(/)^0 und S {F} für s>0 konvergent, L{%) sei eine 
für x>0 stetige, positive Funktion mit der Eigenschaft'’^ 

Aus 


1 /wr jedes u>0 hei x -^00 {bzw, x0). 


J {t)dtr^ C s“‘'^L bei S“>0 {bzw, s->oo) 

(C^O, y^O) 


folgt 

fe-‘*q{e-^^)F{t)dtr 


bei y>0 

0 

CF(-y)?(f) bei y = 0 

für s->0 {bzw, s-^ 00 ) 


* Vgl. hierzu S. 201. 
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für ^ede tn O^x^i deftnterte Funktion q(x), die dort stetig ist bis auf 
höchstens eine im Innern liegende SUÜe x^, wo sie einen Sprung aufweist»* 

Beweis: Ist « (ganzzahlig) o, so strebt mit s auch (« +1) s gegen Ö 
(bzw.cxj), also ist / ö'-ö u 

oo 

fe-’*e--’*F(t)dt~Cs-y{n + i)-yL[^^^'^ m s-^0 (bzw.s^oo). 


Wegen 


für 


ist 

L[x) 

x-i'CX) (bzw. x-^0) 

also 


-) für 

«--►O (bzw. s->oo), 


Je-’* (e -*')” F(t)dt^ Cs-y(n + i}-yL 

OO 

(t)I (y>0) 

C£,(l) (y = 0) 

Hieraus folgt aber für jedes Polynom p{x): 

OO 

( 1 ) fe-’*p{e~’*)F(t)dtr^ ^'^^{~)I^ 

(y = o) 

für S“^0 (bzw. s->-oo). 

Es sei nun q [x) eine Funktion, die in 0 ^ ^ 1 stetig ist mit Ausnahme 
einer Stelle Xq im Innern, 0<;ro< 1. wo sie einen Sprung, also von 
links und rechts Grenzwerte, aber verschiedene, hat. Wir grenzen um 
ein ganz zu (0, 1) gehöriges Intervall \x — XQ\^d ab rmd ersetzen 
dort q{x) durch eine unterhalb q{x) verlaufende stetige Funktion*. 
Die aus diesem Ersatzstück und dem Restteil von q{x) bestehende, 
in stetige Funktion nennen wir qx(x). Analog konstruieren 


für S“^0 
(bzw. $ -► oo). 



♦ Z. B. dadurch, daß wir im Falle q {Xq — 0) >q + 0) den Punkt x^,q{x^-\-0) 
geradlinig mit dem Minimum von q (x) in (x^ — ö, x^ verbinden. Wird dieses 
zufällig in x^ (und nur in Eingenommen, so verbinden wir zunächst x^, q(x^ + 0) 

mit dem Ihinkt x^ — -- , q(x^ — 0) geradlinig und dänn diesen Punkt mit dem 
Minimum in l^x^-- ö, Wird dieses wieder am rechten Ende angenommen, 

so verbinden wir zunächst mit Xq —— <5, q (^x^ —usw. Entweder bricht dieser 

Prozeß ab, oder wir erhalten ein gegen Xq — Ö, q (^o “ konvergierendes Pqlygon 
mit unendlich vielen Seiten. 
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wir eine in \x—XQ\^d oberhalb q[x) verlaufende stetige Funktion 
q 2 [^)* Dann ist 

qx{x)mq{x)^q^(x) in \x—Xa\sd 
und 

q^ix) q(x) q^ix) im Rest des Intervalles [0,1]. 

Nach dem Weierstraßschen Approximationssatz kann man zwei 
Pol 3 niome so bestimmen, daß 

/>*(*) 

und 

qi(x)—pi{x)^e. Pi{x)—qi(x)^e in 
ist, wo oO beliebig, aber fest vorgegeben ist. Dann folgt, zunächst 
im Falle y>0, weil F(f)^0 ist: 


j J" ß“*‘ Je~‘*qi{e~’*)F{t) dt 
0 0 

OO 

J e-*p,(e-‘)F{t)dt. 


Nach (1) erhalten wir für s->0 (bzw. s-^oo): 


(2) liminf 


im inf “-ttt f *■ 

/ 

\ s j J 




00 

je-‘Px{e-^tr-^dt. 


Ganz analog finden wir: 
(3) 
also 


lirasup-^ j e-^*q(e-‘)F(t)dt^-~ J e-*p,(e-*)F-Ht. 


limsup—liminf^ dt. 

0 

Für —XqI^ä, d.h. ^ —log (atq + i)^^^—log= 4 ist 


wo Af eine Konstante ist, die unabhängig von 6 und e gewählt werden 
kann (bei der oben angegebenen Konstruktion von qx{x) und q^ix) ist 
buntere Grenze von q(x), obere Grenze von q(x), also 

^ 2 Differenz dieser Grenzen. Hat man von vornherein 6<i 
gewählt, so ist kleiner als eine Zahl, die um 2 größer als diese 

Differenz ist). In dem übrigen Teil des Intervalls Q**-oo ist 


OSpt(e-‘)—Pi{e-‘)^2s, 
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also 

00 <1 

lim sup—liminf^C J + J dt, 

0 <1 

Denken wir von vornherein t^—t^ = log ^ so klein ge¬ 

wählt, daß 

ausfällt, so ergibt sich: 

O^limsup—liminf^3 

Da e beliebig klein sein kann, so ist lim sup = lim inf, d. h. es existiert 


lim Je->‘q{e-‘*)F(t)dt. 


In (3) können wir also lim sup durch lim ersetzen, woraus sich ergibt: 


lim 


^ Je->^g(e-‘)F{t)dt-j^ je-^q(e-^)ty-^dt 


0 

00 

/ ^-‘lp2(.e-‘)-Pi(e-‘)]F-Ut^3Ce. 

0 

Damit ist die asymptotische Relation in unserer Behauptung für y>i 
bewiesen. 

Ist y = 0, so wählen wir zwei ganz beliebige Pol 3 mome pi(x), p 2 (x), 
die nur den Bedingungen 

pi{x)^q(x)^pt{x). 

Pt{i) = q(i) = PtW 

zu genügen brauchen. Dann ist wegen F(^)^0: 


fe-’^Pj{e-’*)F{t)dtm fe-‘*q{e-‘*)F(t)dt^ Je-^‘p,{e-“)F(i) dt. 

0 0 0 
Für s->0 (bzw. S-+ 00 ) streben nach (1) die äußeren Integrale, durch 

L dividiert, gegen C px{\) bzw. C ^,(1), folglich beide gegen C j(f). 
Dasselbe gilt also für das mittlere Integral. 
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y > 0 und i = 1 läßt sich Satz 1, analog wie wir 

tiWtärvo? ^erallgemeinem, daß statt der Posi- 

tmtät von F(t) vorausgesetzt wird: 

U^2 T.ube,»her Art von Satz t 

sei ^ ~/(*) ßr s>0 konvergent. L{x) 

sei eine ^*ge. positive Funktion mit der Eigenschaft 

/«»' jedes «>0 lei x^oo {bm. x^O) 

Ist ’ 

f{s)'^Cs (C^O, yfeO) für s-*-o {bzw. s-*-oo) 




und 
so folgt 

t 

= Jp{'e)dxr^j,^^tyL(t) fürt 


/“► 0 ) 


135 




?w = 


0 für 0: 


\x<e 


*~i 


1 ... 1 d.h. 

so sind ale Bedingungen erfüUt, und es folgt: 

^T(^^{t) J beiy>o 


0 für ^>-- 
s 

e’* für 

s ’ 


f F{t) dt. 


CL 


(-) 


für s->-0 
(bzw. s-*-oo). 


bei y = 0 

Nennen wir die Integrationsvariable t statt t und setzen dann - = / 
so stehen die Behauptungen von Satz 2 da. s ’ 

iw“ »W tat in dietam F.U trivü, nänjlcl 

Votanaaetzung, daß 
für 

so kann man in iM,n Sabui^ für dm Falt ij») ^1 nühl Haß das 

asympiMssha VmhaUm aon / F(t) dr. SMdmn das van f(,) sdbsl 

0 
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beschreiben) es ist dann nämlich* 

für t-^oo bzw, /->0. 

Das ergibt sich aus folgendem 

L emma: Wenn F (^) für i>0 monoton wächst und bis zum Nullpunkt 
uneigentlich integrabel ist, wenn ferner 

t 

0{t) = f F {t) dr A (4 und y beliebig reell) für t cxD (bzw. ^ 0) 

0 

gilt, so ist 

F(t) Ayty“"^ für ^-^oo (bzw.0)^®^. 

Beweis: Aus der Monotonie von F folgt für ^>0, 0<^<1: 

i 

F(H) ^/F(t) dx^F{t) , 

et 

also 

< - y+1F (^ <) s [r»’(0—r v (^/) ] s y+1F (<). 

Bei festem & ist für t->oo (bzw. ^ 0): 

rv0{t)-^A, {9t)-y0{^t) ^ A , 

also (wenn lim sich immer entweder auf oo oder auf t 0 bezieht): 

i — Ay 

limsup ^ A Yzrj’^liuiinf ^"y + ^F(/). 

In der rechten Hälfte dieser für jedes positive 1 gültigen Ungleichung 
ist die rechte Seite von ^ unabhängig, die linke hat für ^ 1 den Grenz¬ 

wert i4y; also ist 

liminf t'^'^’^^F(t)^Ay, 

Die linke Hälfte der Ungleichung kann so geschrieben werden: 
limsup (#^)~y + ^jp(i?/) 

Die linke Seite ist gleich limsup t'^y’^^F(t), also von unabhängig, 
die rechte hat für den Grenzwert Ay] also ist 

limsup t~^‘^'^^F{t)^Ay, 

Damit ist das Lemma bewiesen. 

Der Satz 2 läßt sich im Fall L{x)^\ für y > 0 dahin veraUgemeinem, 
daß die Voraussetzung der Positivität von F{t) durch F{t) 
ersetzt wird^®’. 


♦ Wir schreiben für 


F{y + 1) 


nicht 


F(y) 


, weil r (y) für y = 0 nicht definiert 


1 1 

ist. Versteht man unter für y — 0 den Wert 0, so kann ~pj^ geschrieben 
werden. 

Doetsch, Laplace*Tnnflfonnation, 14 / 
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10. Kap.: Abdacbe und Taubenche Satze. 

Satz 3 . Es.sei F(i) reell und Si{F} = f(s) für s>0 konvergent. Ist 
/(s)~Cs~’' (C bdiebig, y>0) für s-*-0 {bm. s-*-oo) 
und 

J7(i) =0jr(^-i) ßrt>0, 

so fol^ 

t 

0{t) = j F(t) dx /•>» für t -*00 (bzw.t-*0). 

0 ’ 

Beweis; Wenn 

(k>0) 

ist, so haben wir wegen y>0: 

S{i? + = a{F} + kFiy) s-y ~ (C + ircy)) s-»- 

für s -+■ 0 brw. s-*cx>, also wegen 

nach Satz 2 

t 

y'(F(T) + AT»’-^)iT~-^^|—für i-*-oo‘bzw.<->0, 

0 

woratia wegen 

0 

der Satz 3 foigt. 

Wir behaupten nun, daB die Hälfte des Satzes 3 oüt $-^0, /-^oq 
auch nodi für y SS 0 gilt (für die andere Hälfte spielt nach der Bemerkimg 
zu Satz 2 der Fall y = 0 keine Rolle), d. h. da0 folgender Satz besteht: 
Satz 4 . Es sei F(i), reeU und S{F) = /(s) für s>0 konvergent. Ist 
f(s)-*-C für s-*0 (C beliebig 

und 

■F'(<) = 0£(y) für t>0, 

00 

SO konvergiert f F{t)dt und ist gleich C^. 

0 

Gerade dieser Satz ist besonders interessant, weil er das eigentliche 
Analogon zu der Ox.-Umkehrung des Äbelschen Stetigkeitssatzes für 
Potenzreihen ist und eine außerordentlich allgemeine Bedingung angibt, 

00 

unter der .man aus der Existenz von lim f e^^^Fitjdt auf die Kon- 

#-►0 0 

00 

vergenz von f F{i)ät schließen kann. Offenbar ist Satz 4 nicht auf 
0 

demselben Wege wie Satz 3 erreichbar, er erfordert vielmehr eine ziem- 
lieh umständliche Reduktion auf den Fall- y = i des Satzes 3 i^d auf 
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einen Satz, der aus Satz 4 durch Ersatz von Ol durch o hervorgeht und 
also das Analogon zu der ursprünglichen Tauberschen Umkehrung des 
Abelschen Stetigkeitssatzes darstellt. 

Die benötigten Beweismittel stellen wir in Form dreier Lemmata 
zusammen. 

Lemma 1. Es sei g{x) tüi 0 < x< Xq reell-und zweimal differenzier¬ 
bar. Ferner sei 

g(z)-^ A für x-^ + 0 

und 

—c fürO<z<Zo (c>0). 

Dann ist 

für^“> + 0. 

Beweis: Es sei 0<x<Xq und 0<#<1, also 0<^x<x, 

1. Wir wenden den Taylorschen Satz auf g(x) mit •^x als Entwick¬ 
lungsmittelpunkt an: 

g(x)=g {^x) + x{\—'Ö)g' *) + g" (fl) JC < fl < *). 

Es folgt 

(g{*) -g(^*)) —(fJ 


Lassen wir, bei festem * gegen 0 streben, so ist lim (g(*)—=0, 

#->•0 

limsup ^xg'i^x)^ ‘ 

*-»■0 


und folglich 


limsup 

*-v0 


Dies gilt für jedes positive 1. Da die linke Seite von i? frei ist, so 
ergibt sich für ^->1: 

limsup xg'{x)^ö, 

x-^O 

2. Wir wenden den Taylorschen Satz auf g mit x als Entwicklungs- 
mittelpunkt an: 


Es folgt 


g{x) + x{d 

-1) «:'(*) + 


xg'.(x) = 

g{»)—e(9x) 

1-# 


> 

g(x)-g{»x) 

1—« « 

2 * fl 


g{x) — g[‘»x) 

1—# ... 0 


1-^ 

2 * (« x)* ’ 


14 * 
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10. Kap.: Abelsche und Taubersche Sätze. 


also 

liminf 

Für ^->1 erhalten wir: 

liminf xg'(^;)^0. 

x-^O 

Dies-mit dem Ergebnis unter i. zusammen genommen führt zu 

lim xg'{x) = 0. 

*-►0 

Lemma 2. Es sei E(<) eine /-Funktion und 
F(<) = o^y| für/-»■«», 

also /{s) = S{F} für s>0 absolut konvergent. Aus /(s) für s-> 0 
00 

folgt dann, daß f F {t) dt konvergiert und gleich l ist. 

0 

i 

Beweis: Wt f F(T)dr = 0 {i) ist für tt)>0, s>0: 

0 

® 00 

d>(«))-/(s) = / (i-e-’‘)F(t}dt- f e-‘*Fit)dt. 

Da für s>0, t^O 

t 

0^1— dr^st 

ist, so erhaltai wir: 


\n^)-m\ss Jt\F{t)\dt+J e->^\F[{)\dt. 

o 

~ f t\F(t)\dt = e^{fo)-*-0 für cu^oo. 

für t^co. so ist 

00 ^ 

I f ~t\F(t)\dtsJl^ 

O J ays ' 


l^{®) —/(s) |ss 

1?- 1 0) s * 

Furs = _.ist 

(“) ~^ ('är)l^ ^ (ö>) + e, (ft)). 
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Wegen 


folgt: 


Cx{ö>)-*-0. 62(0))-►O für 0)-*00 


(P (tu) l . 

Lemma 3. F(t) sei eine /-Funktion und /(s) = S{F‘} für s>0 
konvergent. Aus 

f{s)-*-l für s-^0 

und der Zusatzbedingung 


folgt: 


lP(i) = J rF{r)dT = o{t) für f->oo 
0 

t 

f F(t)dt-^l für ^->00. 


(Dieser Satz enthält offenbar das Lemma 2, wird aber im folgenden 
umgekehrt mit dessen Hilfe bewiesen.) 

Beweis: Durch verallgemeinerte partielle Integration folgt für s > 0: 

00 I <0 

m = f lj!l<F(f)^<=lim I llp.e-^W(t)dt 


«“>0 

«->•00 


Wegen W{(o) = o (cd) für cd -► oo und 


|»F(s)| = 


folgt 


JrF{T)dr ^eJ\F(r)\dT — e’o(\) für e-»-0 


f(s) = s j + J e-^*^dt. 

0 0 

(Da die linke Seite und das erste Integral existieren, so existiert auch 
das zweite.) Zu jedem 6 > 0 kann man T so bestimmen, daß 

llF(f)|^d< für t>T 

ist, also 

I I T I I c* IT 

•|‘P(<)| 


00 


T 


oö 

T 

s J e-‘* dt 


s J dt 

+ 

sd j e~^*dt 

-*/■ 

0 


0 


T 

0 


sf^dt + ö. 


Für s->0 ergibt sich: 


lim sup 

s-vO 


s Je 


-u 


dt 


^(5. 


Da die linke Seite von <5 imabhängig ist und d beliebig klein sein kann, 
so folgt: 00 

s J 0 für s-^0. 



*0. Kap.: Abdsche nad Tanbanche Satze. 

W^en /(s) / finden vidr also: 

J ^ ^ für s^o. 

Nun ist aber ^ 

“"^^*7") für t’^oo, 

^Iso nach Lemma 2* 

a»<* veraJIgOTMtoerte partidle Integration: 

»H-00 , j 

ci]gibt sich die Behauptung, 

e-TÄ ®‘"» "»” 4 über. Ee ist /(e).. C «r 

00 ^ 

= f c-**^P{i)dt>~k f e-Hdi=.~± 

■ - - « S ** ’ 

•1* ^ Lemma 2 die Z-FnnWlon 

hab«, < -0 als «6,d«, aneigentllcb Integrabel vorausgesetzt 

^^^voa^uiebt^. l>ieserScbr.erigbdt barm man dadur^ 

IWeasdaßmanbeilemmaszmaWrstdiePa^ 

^»‘»chtet. Ans /(«) ->/ folgt • 1 

00 

0 A 


a(l —)y^|-F'W|<?/->0für^->0. 


^ 0 . I) 

Ferner ist 

Vi (/) (r) dr«^o(^) 

1, abo gewifl bei i, 0 absolut integrabel. Unser obiger 

00 I 

fFi{fidtml-fF{(fdi. 

® 00 ® 

Das ist aber gleichbedeutend mit fF[tjdt «»7, 

0 
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also nach Lemma 1: 

00 

sf'{s)=—sfe~‘*tF{i)dt-*-0 für s-*-0. 
0 

Da 


ist, so folgt aus dem Fall y — i, C — 0 des Satzes 3> angewendet auf 
tF{t): 

t 

J tF (t) dr = o(/) für 
0 

Dies führt zusammen mit /(s)C nach Lemma 3 zu 

t 

fF{x)dr-^C für 
0 

Natürlidi kann man die Tauberschen Sätze im Sinne des Äbel- 
schen Satzes 3 [iX).l] dahin erweitern, daß man das as 3 nnptotische 
Verhalten von /(s) nicht bei s = 0 durch sondern bei einer b^ebigen 
Stelle Sq durch {s—beschreibt und dann für die Funktion 
bzw. für ihr Integral als Vergleichsfunktion eine Potenz bekommt: 

Satz 5 . Es sei e~***F(t) reell, S{F} = /(s) /wr 8fls>8lSo konvergent 
und L{x) eine langsam wachsende Funktion, Ist 

/(sj~C(s—(Cso, yfeO) ßr s-+s,(9s. = as,) 
und 

so folgt: 

t 

J e-***F(T)dT~-—£p^<vL(i) für t-^oo. 

0 

Ist L^i, so kann die Voraussetzung der Positivität von e^‘*^F(t) ersetzt 
werden durch 

e-^**F{t) für t-^ 00 . 

Wir geben noch Satz 3 bzw. 4 eine Form, die wir später bei gewissen 
Anwendungen brauchen werden. 

Satz 6. 0(t) sei für t>0 differenzierbar und bei t=:0 stetig, ß{(P'} 
existiere für s>0, also auch fl{0} = 9 ?(s). Ist 

9 ?(s )für s-^-O (C beliebig, y^O) 

und 

fürt>0, 

so folgt: 
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10. Kap.; Abelsche und Taubersche Sätze. 


Zum Beweise setzen wir 0'(^) Dann ist zunächst für y > 0 

wegen ß{<P'} = s S{0}—0(0): 

s’'ß{f} =:—0(O)sy->C für s->-0, 
also nach Satz 3: 

t 

t-y j (t)<^T = /“y(0(<) — (P (0)) ^^ für t^oo, 

0 

folglich auch 

ry0(^). 


r(Y^\y 

Für y = 0 aber ist 

&{0'} == $(p{$) —0(0)-►C*—0(O) für s-^0, 
also nach Satz 4: 

t 

f 0'(T)dT = 0(Q—0(O)->C—0(0) für ^“> 00 , 


d. h. 




§ 3. Taubersche Sätze funktionentheoretischer Art. 

Bei den Tauberschen Sätzen des § 2 kam die Tatsache, daß f{s) 
eine analytische Funktion ist, gar nicht vor. Von /(s) wurde ein ge- 
wisses asymptotisches^ Verhalten lediglich bei horizontaler, eindimen¬ 
sionaler Annäherung an eine gewisse Stelle s — i® der Konvergenz- 
geraden vorausgesetzt, wobei es ganz gleichgültig war, wie sich f{s) 
im übrigen in der Umgebung der betreffenden Stelle verhielt. Es 
ist klar, daß man aus echt funktionentheoretischen Voraussetzungen 
über f{s) eine wesentlich feinere Beschreibung des asymptotischen 
Verhaltens von F{t) ableiten kann. Sätze dieser Art waren für den 
Spezialfall, daß f{s) eine Dirichletsche Reihe ist, schon länger bekannt, 
aber erst in neuester Zeit ist es gelungen, sie von überflüssigen Voraus¬ 
setzungen zu befreien und zugleich auf Laplace-Integrale zu verall¬ 
gemeinern. Wir führen von den Sätzen, die seitdem bewiesen worden 
sind, einen grundlegenden an, der schon so tief liegt, daß sich aus ihm 
der berühmte Primzahlsatz unmittelbar ergibt, sobald man von der 
Riemannschen f-Funktion nur einige wenige, leicht beweisbare Tat¬ 
sachen kennt. 

Satz i. F{t) sei für positiv und monoton wachsend^ d.h, 
F(i)^0, F(^^F(ia) für 

f{s) = fl{F} sei für SRs > i konvergent. Wenn 

g{s)—f (s) — ■ {A eine gewisse Konstante ^ 0) 

für in jedem endlichen Intervall —+ « gleichmißig 
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gegen eine Grenzfunktion konvergiert (das ist z, B. sicher erfüUt, wenn 
/(s), analytisch fortgesetzt, in s = 1 einen Pol erster Ordnung mit dem 
Residuum A hat und im Übrigen Über die Gerade SR s == i hinaus regulär 
ist), so gilt 

F{t)r^Ad für 

Zum Vergleich führen wir an, daß sich nach Satz 5 [ 10 * 2 ] unter der 

A 

sehr viel geringeren Voraussetzung / (5) für s (reell) - 4 . i nur 

ergeben würde: 

i 

f e^^F(x)drf^At für ^->- 00 . 

0 

Diese Aussage folgt natürlich aus der vorigen, aber nicht umgekehrt. 
Wie außerordentlich sich die beiden Ergebnisse qualitativ imterscheiden, 
wird sich bei den Anwendungen in der Zahlentheorie zeigen. 

Zum Beweis* des obigen Satzes betrachten wir /(s) auf der Verti¬ 
kalen s = 1 + e +1 y (ß > 0): 

/(s) = Je-*y*e-^*e-*F(t)dt 
0 

= / e-'y*e—*L(t)dt. 

. 0 

wo wir 

L{t) = e-*F(t) 

gesetzt haben. Wegen 

00 

7^- / 

0 

ist für s = i+ e + iy: 

(1) g(s) = A.(y) == / e-*y*e-‘*L{t)dt—A f 
0 0 

Das erste Integral stellt eine stetige Funktion von y dar, also existiert, 
wenn W (y) eine in — 2 A^y^2 A stetige Funktion bedeutet, das iterierte 
Integral 

+ 2 A 00 

/ W(y)dy f e~*y*e-‘*L{t)dt. 

_ ~2A 0 

* Der Beweis des reellen Taubersatzes 1 bzw. 2 [10.2] beruhte auf der Idee, 

00 t 

aus dem gegebenen Integral J (r) dr das gesuchte f F (r) dr dadurch heraus- 

0 0 

zupräparieren, daß man dem Integranden einen Faktor beibringt, der für 0 ^ t ^ / 
die Funktion neutralisiert und für t>/ verschwindet. In dem folgenden 
Beweis wird das F (t) so aus dem Integral heransgehoben, wie man es von den 
sogenannten singulären Integralen (typische Beispiele von solchen sind das Dirich- 
letsche Integral 6.2 (2), das Fouriersche Doppelintegral, das S. 130 vorkommende 
Integral und das Integral q> (x) von S. 189 ) her kennt. Vgl. auch die Fußnote S.219. 



10. Kap.: Abdsche ilad Tanbenohe Sfttze. 


Da das innere Integral für—gleicbmäBig konvergiert*, 
kann man die Reihenfolge der Integrationen vertauschen und erhält: 


f e—*L(t)dt f e-**yW(y)dy. 

0 -*i 

Setzen wir spezidl 

WO eine feste reelle Zahl bedeutet, so ist 

+ U +2A 

/ e-**yW{y)dy^ {i -M) dy 

-JA -JA 

JA 

a 

_ ^\/d y \ sui(^r~0y cosfa—/)y 1^-* i^cos2(^~"0A 

n\\- 2 X) 2X\ri—tY io «A(»?--#)* 

Führen wir die Funktion 

v />\ -sin* X C 

ein, so erhalten wir, da das zweite Integral in (1) dem Sonderfall L^\ 
des ersten entspricht: 

+ 2A .00 00 

(2) \ /!F(y) Kiy) dy^ jK,{ri-t) e-*L(t)dt-A [ 

-8A 0 0 

Nach Voraussetzung konvergiert h^(y) in —2 + 2 A gleichmäßig 

gegen eine (eo ipso stetige) Grenzfuiiktion h{y), also ist 

+ 2A +tA 

f^{y)K{y)dy-*‘ fW{y)h{y)dy für €-*-0; 

-«A -.2A 

• 00 

ferner ist wegen der -Konvergenz von JKx(ri—t) dt nach dem Analogon 

zum Abdschen Stetigkeitssatz (Satz 1 [4.2]): 

00 00 

f Kx('i] — t)e~**dt->-f Kx(rj — t)dt für ß-*-0. 


Also besitzt auch 


Je-*Kx{ri-fiL{t)dt 


* Jedes Ä-Integral konvergiert in jedem beschrankten Teilbereich seiner 
Konvergenzhalbebene gleichmäßig (Satz 3 [4.1]). Hier ist das Integral obendrein 
absolut konvergent, da I.(Q positiv ist, also ist es eo ipso für alle y gleichmäßig 
konvergent. 
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für einen Grenzwert C. Da aber Kx{ri—t)L(t)^Q ist, so folgt 
aus dem Spezialfall y = 0, £ = 1 des Tauberschen Satzes 2 [10.2], daß 

fKi{r,-t)L(i)dt 

0 

konvergiert und gleich C ist. Damit haben wir gefunden: 

00 oo 

(3) jKx(ri—i)L{t)dt = -^ J V{y)h{y)dy-\-AjKx{rj—t)dt. 

0 -iX 0 

Nun lassen wir rj gegen oo streben. Nach dem Riemannschen T f-mma 
(s. Satz 3 [ 4 . 3 ]) ist 

+ 2i +22 


-22 

Ferner ist* 


/ 'Piy)h{y)dy-=j^ f 6'’>n{y)U-^\dy-^0 fäxrj 

“• -22 ' ' 

it* 

jKx(n-t)dt^ jKxiOdC-^ J\[0d^ 

0 — 00 — 00 

+ 00 +00 

= 1 ^ I f 


^ 00 , 


C* ’ n J 

Also ergibt sich: oo 

(4) lim jKx(n^t)L{t)dt-*A. 

fI-^00 0 

dne Rdation, die explizit so geschrieben werden kann: 

(5) lim f L(n—jy^dv = nA 


du = \. 


Wichtig für das folgende ist vor allem, daß L und der Kern -jjj- positiv 

sind und daß wir über die Zahl X>0 noch passend verfügen köimen *♦. — 
Es sei jetzt ein d>0 vorgegeben. 

1. Ersetzt man ij in (5) durch r] + , so stdxt da: 


* Daß der Grenrwert dieses Integrals für oo gerade l ist, ist für den Beweis 
unerheblich. Es genügt zu wissen, daß er eine von A unabhängige Konstante ist. 

Der links st^ende Ausdruck ist ein sog. singuläres Integral, der Kern 
hat große Ähnlichkeit mit dem aus der Theorie der Fourier-Reihen bekaimten 


Fej^rschen Kern 


)’• 


der Theorie der singulären Integrale würde man 


aus dem Verhalten von L an der für den Integralwert ausschlaggebenden Stelle 
0 ea 0 auf das Verhalten des Integrals schließen, was eine Aussage von Abelschem 
Typus darstellt. Hier handelt es sich umgekehrt darum, in Tauberschem Sinn 
vom Verhalten des Integrals auf das von L zu schließen, wenn über L noch Posi- 
tivität u. ä. bekannt ist. 
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10.Kap,: Abdsdie und Taubersche Sätze. 


Für alle ist also 

iv + l/i 


und w^en L^O erst recht 

-y^ 

( 6 ) 


-yy 

Nun ist aber F monoton (was hier rum erstenmal ausgenutzt wird), also 

tf-«**-« für 

und daher 

+vx +yx _/ji_ 

( 7 ) j I 1 ,,).-^ 

-iS -d 

-J. td 

(6) xmd (7) Fefem 

. iL / +Vx . 

(8) + J ^^dv\ für 

A ^ ^ +>T 

Für konvergiert von oben gegen i, f von unten gegen 

•-/T 


+ 00 / +VX\~^ 

f =: ?r, also ^ 1 / ) 
V-VX / 


von oben gegen 1. Wegen .4^0 kann man 


A = Aq fest so gewählt denken, daß die rechte Seite von (8) kleiner als 
,^1 + d ist. Damit finden wir: 

(9) L(ri)<A+d für ri>in{d), 

2 . Ersetzt man rj in (5) durch ij—so hat man: 

Im / = 




Wir behaupten, daß J denselben Grenzwert für ?; -»• oo hat. Denn 

— OO • 

nach dem Ergebnis unter 4. ist Ht) < .4 + d für t>rji. Für 
ist aber 
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Also ist für alle ^^0 

L(<)<Jf = TVIax(4 + S.Ftrjj)). 

Demnach gilt: 






/ T f ^ sin*t? , r sin*t; _ ... 


^oo. 


Es ist also 




und folglich für alle ri>rj^{d): 

( 10 ) 

— 00 

Nun ist aber, wenn schon ri>X ist: 
^R . . - yi 


MV 


+vJ 1 I » 


( 11 ) jL{p-^-jj^äv^J^dv+jL(ri)ey^ ^ I^JLdvf J ^dv 


-yi 


2K 


(10) und (11) üefem: 


VÄ 


L(jj) Tt. 


oder 


2K 

fx 




(12) L(}j)feß für ??>% = Max(j?*,A). 

Wählt man A = Ax so, daß die rechte Seite von (12) größer als A —ö 
ist, so erhält man: 

.( 13 ) L(ri)>A’—d im 

(9) tmd (13) zusammen beweisen unsere Behauptung. 

Satz 1 zeigt, daß, wenn f{s) sich für 9 ls ^1 wie die analytische 
A 

Funktion -fHT verhält, die Funktion F{t) sich für t-yoo wie die zu 
A 

-fUJ gehörigeL-Funktion Ae* verhält, sobaldF als positiv und monoton 

bekannt ist. Man kann den Satz leicht dahin verallgemeinern, daß die 

A 

einander entsprechenden Funktionen - und Ae^»* als Vergleichs- 

5 5 q 

funktionen benutzt werden. 



222 11. Kap«: Ein iallgemeiiies Prinzip der asymptotischen Entwicklimg. 

Satz 2. Die Funktion (s^ bdiebig komplex) sei positiv 

und monoton wachsend* f{s) = S{F} sei* für 9ls>So konvergent Wenn 

g{s) grs/(s)-- eine gewisse Konstante^0) 

s 

für in jedem endlichen InterväU —+ a gleichmäßig 

gegen eine GrenxfunkUon konvergiert (wenn also z. B. die analytische 
Fortsetzung von f (s) in s = einen Pol erster Ordnung hat und im übrigen 
über die Gerade dts = hinaus regulär ist), so gilt: 

F(t)f^Ae^** für t-^oo, 

Bexnerkung. Der Satz gilt auchi wenn F{t) negativ und 

nidnoton abnehmend ist. A ist d; ^r»P ^ 0. 

Beweis: Wir setzen 

Dann ist nach Gesetz !{,': 

S{a>} === 9?(s) ==/{s + So— 1). 

Ersetzen wir in g(s) die Variable s durch 5 + So"“t> so erhalten wir 

g (5 + «o—l) =/(s+ So-l)- 7 ^ = 9 >(s)- 7 ^ . 

g(s) hat das oböi bezdchnete Randverhalten für 8ts-»-aiSo, also 
f(s + So~l) für 31 (s+ «,-!)->SRs„ d.h. für SRs-^1. Daher läßt 
sich Satz 1 auf und y anwenden und'liefert! 

d, h. 

F{t)r^Ae^»* für i->oo. 

11 . KapiteL 

Ein allgemeines Prinzip 
der asymptotischen Entwicklung 
und die verschiedenen Arten von Asymptotik^" 

Ist eine Funktion <p{z) einer komplexen Variablen in der Umgebung 
einer Stelle Zq regulär, so verhält sie sich dort sehr einfach xmd über¬ 
sichtlich. Sie konvergiert bei zweidimensionaler Annäherung an die 
Stelle Zq gegen einen Grenzwert, und die Art des Verhaltens vrird des 
näheren beschrieben z.B. durch ihre Potenzreihenentwicklung, d.h. 
(um den in 10.1 geprägten Begriff zu verwenden) man kann sie z, B. 
durch deren Abschmttspol 3 rnome differenzasymptotisch darstellen; 

« 

<p(^) S {z —= 0 {(z—Zo)**+0 für z z*. 

»**o " 

An singulären Stellen aber gibt es eine solche universdle Beschrdbung 
nicht. Hier muß man von Faß zu Faß brauchbare, in ihrem Verhalten 
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bekannte Vergleichsfunktionen ausfindig machen, die differenz- oder 
quotientenasymptotisch die vorliegende Funktion approximieren, wobei 
die Vergleic^funktionen im allgemeinen noch davon abhängig sind, 
auf welchen Teil der Umgebung des singulären Punktes man die Unter¬ 
suchung erstreckt (Strahl oder andere Kurve, die in dem Punkt endet, 
Winkelraum und dergleichen). Während man die Approximation durch 
eine einzelne Vergleichsfunktion eine ..asymptotische Darstellung** neimt, 
spricht man in dem Falle, daß die Anzahl der Vergleichsfunktionen 
sich unter gleichzeitiger Verfeinerung der Approximation beliebig ver¬ 
mehren läßt, von einer ..asymptotischen Enkeicklung**, Die Potenz- 
und anderen Entwicklungen an regulären Stellen fallen natürlich nach¬ 
träglich auch unter diesen Begriff, ebenso kann man von asymptotischen 
Entwicklungen bei Funktionen reden, auf die sich die Begriffe regulär 
und singulär gar nicht anwenden lassen. 

Im 10. Kapitel wurde nun festgestellt, daß zwischen dem asympto¬ 
tischen Verhalten einer L-Funktion und dem ihrer /-Funktion ein enger 
Zusammenhang besteht, der Schlüsse von dem einen Verhalten auf das 
andere gestattet. Dies leitet uns auf ein ganz allgemeines Prinzip, 
nach dem man eine asymptotische Entwicklung herstellen kann: Man 
legt eine FunktionaUransformation zugrunde, bei der die betreffende Funk¬ 
tion als eine der beiden zugeordneten Funktionen erscheint, AnstaU ihr 
eigenes asymptotisches Verhalten direkt zu untersuchen, studiert man 
das der zugeordneten Funktion und schließt von diesem auf das Verhalten 
der ursprünglichen Funktion, Natürlich ist dieses Prinzip praktisch nur 
dann von Wert, wenn die zugeordnete Funktion von übersichtlicherem 
Charakter als die ursprüngliche ist, so daß es kein mechanisch zu hand¬ 
habendes Schema abgiht, sondern immer wieder die Lösung der Auf¬ 
gabe erfordert, gerade diejenige Funktionaltransformation ausfindig 
zu machen, bei der die zugeordnete Funktion vcxi hinreichend einfacher 
Art ist. 

Nun gibt es von vornherein wesensmäßig zwei verschiedene Mög¬ 
lichkeiten der Anwendung des allgemeinen Prinzips: man kann von der 
Objektfunktion auf die Resultatfunktion schließen und umgekehrt. 
Diese beiden Untersuchungsrichtungen sind aber prinzipiell voneinander 
verschieden. Denn es ist nun einmal so, daß durch die Funktional¬ 
transformation die Resultatfunktion in expliziter Abhängigkeit von der 
Objektfunktion gegeben ist, aber nicht umgekehrt. Man muß also 
leicht aus einer Eigenschaft der Objektfunktion eine Folgerung für die 
Resultatfunktion ziehen, mit anderen Worten einen Satz von Abelseher 
Art (siehe lO.i) oder wie wir kurz sagen werden, vom Typus A [0-^R) 
ableiten können, während das Umgekehrte von vornherein als schwieriger 
erscheint. In der Tat gelang das in iQ.2 und 10-3 für die Laplace- 
Transformation erst mit viel komplizierteren Mitteln und nur unter 
Hinzufügung einer Tauberschen Bedingung für die Objektfunktion. 
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SätM nt^en wir ailgemein Sätze vom Typus T{R-*0). — 
fomuüe^^* Auswirkungen unseres Prinzips folgendermaßen 

Va ik Eine Aussage über das as3?mptoti3clie 

^er Funktion f{s) erhält man. indem man eine Fiinktional- 
^sformaüon zugnmde legt, bei der f{s) als Restdtatfunhiion erscheint, 
md auf Grund emes für diese Transformation gdtenden Satzes 

n»,* asymptotischen Verhalten der zugehörigen 

Objektfunküon F(t) auf das Verhalten von /(s) schließt. 

Asymptotik: Legt man eine Funktionaltrans- 
untersuchende Funktion F{t) als 
Tm SO kann man auf Grund eines Satzes vom 

17 ^!u +#. üt- assnnptotischen Verhalten der zugeordneten 

Zusatzvoraussetzung über F(t) auf das 
asymptotische Verhalten von F(f) schließen. 

aUgemein« Prinzip läßt sich aber noch zu einem dritten 

Resultat- auf die Objektfunktion 
im all» • ^ ^^®rig> weil für die Umkehrung der Transformation 

Formel zur Verfügung steht. Nun haben 

wn cnVfiA °TT ®“® Reihe von Fällen kennengdemt, 

(tuvfa <• u^ehrformeln" für die Laplace-Transformation eadstieren 

.anderen Transfonnationen 2: ist es ganz 
cäf ^ ^ *^®®® ^‘''^^^^siransformaiionen 3I~‘ Abel- 

^ A-^(R-*0) bezeichnen, 

und folgendermaßen ausnutzen: 

Asymptotik; SoU eine Funktion F{t) 
«n^T ^ # nn ersu^t werden, so führt man sie zunächst durch 
? ®^® R®snltatfunktion /(s) über. Ist im vor- 
tSr f? Umkehrformel F=%-i{f) anwendbar, so kann man 

fSÄ^? fr !®“ A-^R^O) von dem Verhalten der 

Pwtoon f{s) auf das der Funktion F{t) schließen. - Die meisten der 
bekannten asymptotischen Methoden gehören in diese Kategorie. 

AsJSnf «r ^ gegenüber der „direkten" Abelschen 

‘^1^“*®*'® Voraussetzung hiuzukommt, daß 
^ ^ '“® Objektfunktion F Hefert, 

SA wiVii+iV ^'1 ^ tervorgegangen ist. Diese Bedingung ist deshalb 

ein# Fnnt*,- Vorkommen kann, daß für. 

funktion dmt^t ^ ““ ^ ‘^® ^ ^«‘'örige Objekt- 

Dem Thema dieses Buches entsprechend werden wir bei der An- 
wmdung dies» Mettoden zur asymptotischen DarsteUung brw. Ent- 
benuS.^*^° Funktionen m der Folge nur die Laplace-Transformation 
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Die Brauchbarkeit der drei Methoden. 

Wie man sieht, ist die (iireUe) Abelsche Asymptotik die bei weitem 
einfachste Methode, so daß man ihr stets den Vorrang einräumen wird, 
sobald sie anwendbar ist. Wir werden im 12.-14. Kapitel Gelegenheit 
haben, an speziellen Beispielen, wo mehrere Methoden anwendbar sind, 
die besonderen Vorzüge der Abelschen Asymptotik kennenzulemen. 
Sie zeichnet sich vor allem auch dadurch aus, daß sie in vielen Fällen 
nur reelle Analysis und keine komplexe Funktionentheorie benutzt. 

Bei der Anwendung Tauberscher Asymptotik tritt die zu unter¬ 
suchende Funktion als L-Funktion auf. Das bedeutet, daß der Kreis 
der der Behandlung zugänglichen Funktionen viel größer ist als bei der 
Abelschen Asymptotik. Bei dieser ist die zu untersuchende Funktion 
f(s) eine /-Funktion, also eo ipso regulär, außerdem unterliegt sie sehr 

scharfen Einschränkungen, z. B. daß sie für s->oo in |arcs|^#<-^ 

gleichmäßig gegen 0 strebt. Bei der Tauberschen Asymptotik braucht 
die zu untersuchende Funktion F(^) nur für positive reelle t definiert 
zu sein und für 0 und sich so zu verhalten, daß Ö{F} für 

irgend ein s konvergiert. Dabei kann man häufig noch die folgende 
Bemerkung mit Nutzen verwerten: Sucht man das asymptotische Ver¬ 
halten für / oo, so ist es gleichgültig, wie F (t) sich bei ^ = 0 benimmt. 
Sollte also z. B. F bei / = 0 nicht integrabel sein, so kann man es in der 
Umgebung von / = 0 durch eine andere Funktion, z. B. 0, ersetzen. 
Fragt man andererseits nach dem Verhalten für t-^0, so kann man F 
für /^r>0 beliebig abändem, um eventuell die Konvergenz von 
S{F} oder eine bequemere zugehörige /-Funktion zu erzielen. — Was 
hier für die Taubersche Asymptotik gesagt ist, gilt auch für die indirekte 
Ahdsche Asymptotik, — Bei der Tauberschen As 5 nnptotik tritt aber 
der Umstand als sehr erschwerend hinzu, daß man von der zu unter¬ 
suchenden Funktion von vornherein eine gewisse (einseitige) Beschränkt¬ 
heitseigenschaft kennen muß. Außerdem kommen die indirekte Abel¬ 
sche As 5 nnptotik und die tieferen Teile der Tauberschen Asymptotik 
nicht ohne komplexe Funktionentheorie aus. 


In den meisten praktischen Anwendungen unseres Prinzips wird sich 
die Anzahl der Vergleichsfunktionen beliebig steigern lassen, so daß 
wir also asymptotische Entwicklungen erhalten. Das wird so zustande 
kommen, daß wir z. B. bei der Abelschen Asymptotik eine as 5 nnpto- 
tische Entwicklung für F {f) zugrunde legen und ihr dann Glied für Glied 
eine asymptotische Entwicklung für f[s) zuordnen können. Wie man 
sieht, ist das nichts anderes als eine Verallgemeinerung des im 11. Teil 
angewandten Prinzips, konvergente Reihenentwicklungen in dem einen 
Funktionenraum in konvergente Reihen im anderen .zu übersetzen. 

Doetsoh, Laplaoe-Transfonnation. 1 5 
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i 2 . Kapitel. 


Abelsche Asymptotik. 

§ I. Die singulären Stellen Dirichletscher Reihen in Abhängigkeit 
vom asymptotischen Verhalten der Koeffizienten. 


Wir beginnen die Ausführungen über Abelsche As37mptotik mit 
einem Beispiel, wo von dem asymptotischen Verhalten der i-Funktion 
für auf das Verhalten der /-Funktion an einer oder mehreren 

Stdien im Endlichen geschlossen wird, und zwar betrachten wir eine 
AnwKwiung auf Dirichletsche Rdhen. . 

Satzi. Die summatorische Funktion der Koeffizienten der Diriohlet^ 
uhen Reihe 

iCHüge der Bedingung 

(i) = -h«» —A«'* (log»)® + 0(»'^'), 

» A, s« und a beliebige komplexe Zählen bedeuten und Oq eine reelle Zahl 
mit ÄSu—i < a^KUs^ist: Dann ist die Reihe für ^fts>flisQ konvergent, 
Oe FunkUon y (s) aber in die Halbebene SRs > Oo mit Ausnahme der Stelle 
fortsetxbar, und zwar ist 


y(s) = .A r (a +1) + g{s) für aH—1,-2 ,..., 

(p—1)1 Sj) + g(s) für a = — 


wo i> eine positive ganze Zahl und 
baieuiet**». 


g(s) eine in 3t s> Oq reguläre Funktion 


Beweis: Wir gr^en auf die Erörterungen in 3.5 zurück und bringen 
dm vorliegenden Fall dadurch anj einfachsten mit den dortigen Be- 
z^nn^ in Einklang, daß wir a, = 0 und = log » für » = 1, 2,... 
setzen. Dann ist nach 3.5 (2) 

n 

(V. + i)~'). 

Wegen (i) ist 

yl,n-*-«-o für «->00 bei 5 R«>8155. 

Ferner ist nadx dem Uittelwertsatz der Differentialrechnnng (0 < # < 1) 


!>’■*-(»- +i)-*j 
D» wegen (i) 


ls|v-«»-i für SUsfe—d 

1 lsl(» + d)-»*~i für 3 ls< —1 
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00 . 

für jedes noch so kleine d > 0 ist, so folgt, daß JS — {v + 1)“*) 

00 

und damit auch für {R5>8iSo konvergiert. (p(s) ist also für 

8ls>3llso regiilär. — Nach Satz 1 [ 3 . 5 ] können wir für 8fls> 

Max (3iso. 0) ß-Integral schreiben; 

00 

q?(s) =s f (^) di 
0 

mit 

A{i) ^A^=^An** (log«)“ + 0 {n^*) für logn<^<log(n + 1), 

d. h. für n<^<n + 1. Wir wollen abschätzen, welchen Fehler wir 
begehen, wenn wir in «*• (log «)® den Wert log n durch i ersetzen. Nach 
dem Mittelwertsatz ist {0<#<i) 

t — logn VO ~ / I »=log» + #(<-log»). 

W^en ü“ = 0(c**), v«-^ = 0(c'®) für jedes d>0 und 

/—log « < log (n + 1)—log n = log + -^^ = 0 
ist 

(logn)“ = 0 =0 

Denken wir also d so klein, daß aisj—1 +^<0, “t, so wird dieser 
Fehler von 0 (n®*) verschluckt. Ebenso können wir 0 (n®') durch 0 (tf®*') 
ersetzen. Also ist 

A(/) = i4 «*•'/“+ 0(0 • 

ß {A} konvergiert mithin für 5Rs>SRso- Ist 9is0<O, so ist die Über¬ 
einstimmung mit zimächst nur für Sfl s > 0 bekannt, sie gilt aber 

auch für das volle Gebiet iRs >3lsQ, da (p{s) und ß{A} dort beide 
regulär sind*. Unser Satz ist nunmehr eine Folge von Satz 4 [10.1]. 

Bemerkung: Wenn man statt (1) nur die Beziehung 
A n**(logn)“ für n-*-oo (a> —1) 
kennt, so kann man auf Grund von Satz 3 [10.1] nur schließen, daß 


9)(s)r.-A/’(a +1)— .«+1 -■•'0 

\S — S^) 

im Winkelraum SB, aber nicht in einer vollen Umgebung gilt. 

Das involviert, daß ^ auch in s = 0 regulär, also y (0) = 0 ist. Das stimmt 
00 

in der Tat, denn es ist ^(0) ^On » lim An» und dieser Grenzwert ist nach (1) 

0 »-♦■oo 

für 8llSo<0 gleich 0. 


für S ^ S« 


15' 
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Ein Spezialfall: Bei der Riemannschen Zetafimktion ist =«, 
also A = i, « = 0 , 0 < 0 'o<i. Unser Abelscher Satz liefert 

daher das Resultat, daß f (s) mindestens in der Halbebene 81 s > 0 regulär 
ist mit Ausnahme von s = 1 , wo ein Pol erster Ordnung mit dem Resi¬ 
duum 1 vorliegt. 

Satz 1 läßt sich leicht dahin veraUgetneinern, daß man aus einer 
Darstellung von A* in der Gestalt 

(2) A„ = J5o «’• (log »)“• -f Bl «•* (log »)*• H-f- JS* »•* (log «)“»-f 0 (w®*) 

mit SRso> 8 lSi> • • * >9ls*>ff*>8lsA—i auf die R^;^arität von 95 ( 5 ) 
in 81 s > or* schließt mit Ausnahme der Punkte Sj, Si,..., s*, wo algebraische 
oder logaiithmische Singularitäten vorliegen. Läßt sich in ( 2 ) das k imbe- 
grenzt vergrößern, so stellt ( 2 ) eine asymptotische Entwicklung für A„ dar; 
aus ihr folgt ^^ DarsteUung vonq>(s) in einer sich ständig vergrößernden 
Halbeibene, die ihre dort vorhandenen Singtdaritäten in Evidenz setzt. 


§ 2. Asymptotische Reihen im Sinne von Poincare. 

Ehe wir zu weiteren Beispielen Abelscher Asymptotik übergehen, 
führen wir einen neuen Begriff ein. Ist tp{x) in einem Kreis |*|<»' 

um .den Nullpunkt regulär, so läßt es sich dort durch eine Potenzreihe, 
00 

darstellen: (p{x) = ,2a»Es gilt dann 
0 

(1) 9>(*)—= **+M«-+i + a»+8 * + •••) 

p —0 

und infolgedessen, da |a,+i 4-«» + **-|- \<M für \x\^Q<r ist, 

für jedes feste n 


( 2 ) 


TW 

9 »(*)—. 2 «, *'-^0 für *-»- 0 . 


r-O 


n 

q>{x) wird also durch s^{x) x* für x-^0 differenzasymptotisch 

»«0 

dargestellt. Man kann hier nun aber bedeutend mehr aussagen. Aus ( 1 ) 
folgt nämlich sogar 

(3) ^0 

tr 

oder auch 


y (*) — ^ (») 


“»+1 


für 


■ 0 , 


W —iTfr 

d. h. die Differenz <p(x )—«„(*) strebt so stark gegen 0 , daß sie, sogar 
mit einem gewissen gegen unendlich strebenden Faktor multipliziert, 
noch gegen 0 bzw. einen endlichen Wert «„+1 strebt ( 3 ) und ( 4 ) sind 
übrigens völlig äquivalent, denn aus ( 4 ) folgt evidentermaßen ( 3 ), und 
umgekehrt folgt aus ( 3 ): 


' 0 , 


also (4), bloß für den Index n —1 statt n aufgeschrieben. 
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Die Relationen ( 3 ) tmd (4) kann man auch quotientenasymptotisch 
schreiben: 

(3') 9 >(*)-s«(*)=o(^). 

(4') yW— 

Das läßt sich so ausdrticken: Der „Fehler'* q>(x) — s^(x) ist für kleine x 
von der Größenordnung des nächsten Gliedes 

Das Charakteristische an dem Verhältnis von <p {x) und (%) ist folgendes: 
i. Bei festem n ist + für ^ + 0 , aber der Fehler (p(x) — $i^{x) 
ist um so kleiner, je näher a: an 0 liegt. 2 . Der Fehler ist nicht bloß als 
klein bekannt, sondern er ist quotientenasymptotisch gleich dem nächsten 
Glied. 3 . Diese Relation läßt sich nicht nur für ein n, sondern für jedes n 
anschreiben, d. h. man hat bei festem x unendlich viele Näherungen 
für q>(x) zur Verfügung. 

Diese Eigenschaften sind nun bei einer viel allgemeineren Edasse 
von im allgemeinen nichtkonvergenten Reihen erfüllt, von denen die 
bekannteste die Stirlingsche Reihe für die Gammafunktion ist, die wir 
in § 4 kennenlemen werden. Derartige Reihen treten sehr h äu fi g in der 
analytischen Mechanik, speziell bei astronomischen Problemen auf. 
Versucht man z. B. eine Differentialgleichung formal durch eine Potenz¬ 
reihe zu befriedigen, so bekommt man gewisse Relationen für die Koeffi¬ 
zienten, aus denen man diese berechnen kann. Aber die damit gebildete 
Reihe divergiert im allgemeinen, da sie ja nur dann konvergieren kann, 
wenn jc = 0 eine reguläre Stelle der Lösungsfunktion ist. Trotzdem hat 
man von jeher in der Astronomie mit solchen Reihen gearbeitet (häufig 
ohne überhaupt zu wissen, daß sie divergierten) und dabei numerisch 
sehr brauchbare Resultate erzielt. Das kommt daher, daß die Ab¬ 
schnitte dieser Reihen wenigstens as 3 nnptotisch für ^ 0 die Funktion 

darstellen. ^— Den Reihen nach aufsteigenden Potenzen von x sind 
natürlich die nach absteigenden Potenzen an die Seite zu stellen, die 
nur konvergieren, wenn die Funktion im Unendlichen regulär ist, deren 
Abschnitte aber unter Umständen auch im Falle der Divergenz befähigt 
sind, die Funktion für a;->cx> asymptotisch darzustellen. 

Nach diesen Vorbereitungen wird folgende Definition ver¬ 
ständlich 

I. Gegeben sei eine für 0< x< Xq oder in einem Winkelraum 
^i<djcx<^2» 0 <|z|<p definierte Funktion ip[x) sowie eine unend- 

00 

liehe (im allgemeinen divergente) Reihe ^ a^ , wo die Xn reelle, nicht 

»=0 

notwendig ganze Zahlen mit der Eigenschaft Ao<Ai<^ 2 '<’ —>*+00 
sind. Endlich viele von ihnen können also auch negativ sein. Wir nennen 
die Reihe eine asymptotische Reihe für (p [x) hei z = 0 und schreiben 

00 

q){x)fa Z 
» -• 0 
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wenn 


oder, was dasselbe bedeutet, 

~ i «. + i 

ist, sobald x läng^ der reellen Achse eindünensional bzw. in dem Winkel- 
raum zweidimensional gegen 0 strebt. 

II. Gegeben sei eine für # > z, oder in einem Winkelraum < arc * 

<‘&t, |*l>e definierte Funktion q>[x) sowie eine unendliche (im all- 

00 

gemeinen divergente) Reihe £ , wo die ^ dieselbe Eigenschaft 

1»*=aO 

wie unter I haben. Wir nennen die Reihe asymptotische Reihe für 
ip{x) hei x^oo und schreiben 

OQ 

q>(x)fü 

wenn 


oder, was dasselbe bedeutet, 






ist, sobald x längs der reellmi Achse eindimensional bzw. in dem Winkel¬ 
raum zweidimensional gegen oo strebt. 

Die Erweitenmg von I für den Fall, daß * = 0 durch einen anderen 
Punkt ersetzt wird, ist sdbstverständlich. 

00 

Bei einer asymptotischen Reihe 2^ ist 

I»sa0 

n 

<p{x)—2^a,x^-*0 

und, was vid mehr besagt, 

®(*) 




1 für x->0, 


entsprechend’ bei x-^oo. Die Abschnitte der Reihe stellen also die 
Funktion sowohl differenz- als auch quotientenasymptotisch dar. 


§ 3, Das Laplacesche Problem der Funktionen großer Zahlen. 
(Allgemeine Sätze über die asymptotische Darstellung 
von /(s) für s-»-oo.) 

Das unter diesem Namen in der Analysis und in den Anwendungs¬ 
gebieten bekannte Problem verlangt die as 5 anptotische Abschätzung 



§ 3- Das Laplacesche Problem der Funktionen groBer Zahlen. 


emer Funktion der Gestalt 


/f(*) \?p{x)Ydx 






für große Werte von s. Da xp{x) in der Gestalt geschrieben werden 
kann, so läßt sich die Ftuiktion durch eine Variablensubstitution auf 
die Gestalt 

fe-“F{t)dt 

0 

bringen. Es handelt sich also darum, von dem Verhalten von F (<) (es 
genügt dasjenige in der Nähe von f = 0) auf das Verhalten von/(s) = 
für s-*-oo zu schließen, mithin um einen Fall Abelscher Asymptotik, 
wo der Punkt f == 0 mit s = oo in Beziehung gebracht ''^d. Wir können 
diese Aufgabe auf Grund des völlig elementaren Satzes 0.1] mit den 
denkbar einfachsten Mitteln erledigen, und zwar unter Voraussetzungen, 
die vid allgememer sind als sonst in der Literatur üblich. Dabei nehmen 
wir gleich den allg^emsten Fall a = oo i*®. 

Satz 1. J6~‘*F{t) dt = f{s) besitze eine Halbebene bedingter Kon- 
0 

vergenz*, und F (t) gestaUe bei t = 0 eine asymptotische Reihenentwicfdung** 


(i) 


F (<) fe » (—1 < 

»-0 


d.h. 

(2) für t^O. 

Dann besitzt f{s) in dem Winkdraum ®: |arcs|Ä^<y/«r 
die asymptotische Reihenentwicklung*** 


(3) 


/(s) ‘ 


n-O 


■r(An + i) 

• 


d. h. 
(4) 


’i' ^ 





s->oo 


• Das ist z. B. sicher der Fall, wenn S {F}, wie die meisten Autoren bei diesem 

a 


Problem annehmen, die Gestalt 



hat. Dann ist / (s) sogar eine ganze 


Funktion (vgl. 4.1). 

♦♦ Natürlich können z. B. von einer Stelle an alle c» gleich 0 sein oder die Reihe 
kann sogar konvergieren. 

*** Sie ergibt sich aus der Reihe für F(q durch formale gliedweise Anwendung 
der Laplace-Transformation. 
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‘OO, 


wni zwar gilt das gleichmäßig für alle s mit demselben 91 s. 

Beweis: Aus (2) folgt nach Satz 12[10.1], da auch S jF(^)‘— 

I 

eine Halbebene bedingter Konvergenz besitzt: 


S 




m + i) 


■r(A»+i + i) 


_ ^ « 4-1 kn + 1+1 

..0 ) 7^0 ® 

gleichmäßig in SB. Das ist unsere Behauptung. 

Zusatz. f{s) ist in der Konvergenzhalbebene von ß{F} eine ana¬ 
lytische Funktion, besitzt also sämtliche Ableitungen und kann beliebig 
oft (von oo bis s) integriert werden. Wir behaupten, daß die Ableitungen 
und im Fall Ao>0 auch das Integral durch die formal gliedweise ge¬ 
bildeten Ableitungen und das Integral der asymptotischen Reihe für 
f(s) asymptotisch dargestellt werden Nach Gesetz Illb gehört nämlich 
zu die i-Funktion {—tYF[t), Aus (1) folgt aber 

(—{—für /->0 {—i<Xn + v), 

n^O 

Also ist nach Satz 1: 

/W (s) py (_ l). V S -> OO . 




Das ist aber genau die Reihe, die durch r-malige gliedweise Differentiation 
aus (}) hervorgeht. 

Ist ferner in (1) nicht bloß Ao> — 1, sondern Xq>0, so konvergiert 
auch Ö |y| = 9? (s). Nach Gesetz III^ ist / (s) = S {F} = ß y| = — 9 ?' (s), 

also wegen /(«)-► 0 fürs-^oo, |arcs|<Y: 

00 

9 ?(s) =Jf[a)da 

i 

(vgl. auch Gesetz IIj,). Nun ist aber 

oo 

F[t) 


-Rsl 




für t-^Q, 


also 


n=sO 


W oo 

jt[a) da Cn—^ für s - 


"OO. 


n»0 


Diese Reihe entsteht aus (3) durch gliedweise Integration 
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Ein in der Literatur und den Anwendungen besonders häufiger 
Spezialfall von Satz i ist folgender: 

Satz 2. Ö{jF} = /(s) besitze eine H'albebene bedingter Konvergenz 
undF (^) habe in einem beliebig kleinen Intervall O^t^t^ die n + i ersten 
Ableitungen» (^) sei dort beschränkt. Dann ist für jedes e >0 im 

Winkelraum 8B 



gleichmäßig für alle s mit gleichem Sts. 
Beweis: Nach dem Taylorschen Satz ist 



(n + l)I • 


Wegen der Beschränktheit von ist für jedes noch so kleine e > 0: 


F(<) —= 

also nach Satz 12 [10.1] (es liegt der Fall 5 = 0 vor): 




v = 0 




für 


Abermals eine Spezialisierung stellt der folgende Satz dar. 

Satz 3. Ist F(t) in einer beliebig kleinen Umgebung von t = 0 regulär 
und besitzt ß{jF} = /(s) eine Halbebene bedingter Konvergenz, so gilt bei 
beliebigem e >0 im Winkelraum 303 für jedes w = 0 , 1 » • • • 

gleichmäßig für alle s mit demselben SRs. Die asymptotische Reihe 


»=o 

ist dann und nur dann für hinreichend große [ s | konvergent, wenn F {t) 
eine ganze Funktion vom Exponentialtypus ist. 

Beweis: Folgt aus SatzZ'und 5 . 1 . 

Wir verallgemeinern Satz 1 in einer Weise, die für die, Anwendungen, 
wo es sich oft um analytische Funktionen handelt, von großer Be¬ 
deutung ist. 

Satz 4. F(^) sei in einem Winkelraum a < arc< jff (^8—a<jr) mit 
eventueller Ausnahme von t = 0 und t =00 regulär. Es sei darin 

F{i)=0(^l*l) für («^0), 

F(t) 9 ^^c^e>^ für \t \^0 (-1<Ao<Ai<--0 

n~0 
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in dem Sinne, daß auf jedem Strahl arct=!= const 

+ i für t^O 

giU, (Es braucht nicht gleichmäßig im Winkdraum zu gdten.) Dann 

besitzt die im Winkelraum a— ^ <arcs<B + ^ durch 

2 ^ 2 

0 

(vgL S. 66) definierte Funktion (die durch analytische Fortsetzung von 
f(s) 2 {F} entsteht) die asymptotische Entwicklung 

ßr 

M «-0 

und zwar gilt diese gleichmäßig in jedem kleineren Winkelraum 


a— ^ < arcs<j5+i —(5 


(<5>0). 


Beweis: Für ein F der obigen Art sind alle {F} konvergent und 
stellen Elemente einer und derselben Funktion f{s) dar (s. S. 71). In 
der Halbebene 81 (sä^^) >a ist 


ooto) 00 

/ e—*F{t) dt = e^-f f dr, 


also, da 


ist, nach Satz 1 


F [r e'^) £c^ 

»-•0 


>OQ. 


In jeder verkleinerten Halbebene gilt das gleichmäßig. Zwei zu ver¬ 
schiedenen 9 ?, die nahe an a und ß liegen, gehörige Halbebenen haben 
wegen ß —aci einen Sektor gemein, also ist die Gleichmäßigkeit im 
oben angegebenen Winkelraum gesichert. 

Eine andere bemerkenswerte Variante werden wir an unserem Ver¬ 
fahren bei Gelegenhdt der as5nnptotischen Entwicklung der Bessel- 
Funktionen anbringen. 

Wir erweitern den Satz 1 noch auf andere Art, indem wir eine Ver¬ 
allgemeinerung des Laplace-Integrals betrachten, die bei Fragen der 
Asymptotik häufig vorkommt. 

oo 

Satz 5. Das Integral q?{s)^ f e'^^^0{r)dr, wo a>0, habe eine 

0 

Halbebehe bedingter Konvergenz Vts>ß, und 0(x) besitze in der Nähe 
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von T = 0 die asymptotische ReihendarsteUung 

00 

0(t) (--i<Ao<Ai<--*). 

»«iO 

Dann gilt für (p{s) in dem Winkelraum SEB: \arcs\^'&<^ für $-^oo 
die asymptotische Reihe 

■(^) 

_ - 

fl w 0 


00 jn( 


Ä«+l » 


J --1 

dt\ 


gleichmäßig für alle s mit demselben 

Beweis: Wegen — 1 ist folgendes Integral für SH s > Max (j5, 0) 
konvergent: 

oo n 00 f / 1\ J* Av I 

J 0(r) — ^ c,x^ ß“"*' ^ 

0 1*^0 0 l «0 

Nach Voraussetzung ist 

fl 

—+ i T^»+i für T-*-0, 

r~0 

also 


0 \ 


und 


v-O 


^fi+i 


h±L 

t ^ für t-^0 




c« t^ 


t^ ^Cf^^lt 

oc 




für f -> 0. 


Wegen A*+i +1 >0 ist 11 —also nach Satzir 2 [' 10 .t]: 

OC 

00 j ^ ] rf 

y«-"“ 0 (t) —+ 1 A « / 


s « 


für s->-oo, 


0 l |»«0 

gleichmäßig in SB. Nun ist aber, zunächst für positive s{st“ = w): 

/.-v .X - /(.j) ^ ± (i)^ - ii=, 

0 0 a s * 

und das güt, da beide Seiten analytische Funktionen sind, nachträglich 
auch für 5fts > 0. Also ist 


00 « „( A,+ 1 \ „/ A» + 1+ l \ 

0 »«o ^ oc s a 


fürs-»-oo, 


was mit der Behauptung gleichbedeutend ist. 
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Alle diese Sätze* haben das Gemeinsame, daß sie die asymptotische 
Absdiätzong der 1-Fimktion auf allen Strahlen liefern, die mit der 

positiven reellen Achse einen Winkel < ~ bilden, auf vertikalen Strahlen 

aber nicht. Für Abschätzungen in dieser Richtung könnte man Satz 4 
[ 4 . 3 ] verwenden. Wir sehen von einer Weiterverfolgung dieser Idee an 
dieser Stelle ab, da wir derartige Untersuchungen in anderem Gewand 
im 14. Kapitel kennen lernen werden. [Auf einer Vertikalen der s-Ebene 
ist das Laplace-Integral ein (einseitig unendliches) Fourier-Integral. 
Die komplexe Umkehrfonnd ist auch ein (allerdings zweiseitig unendliches) 
Fourier-Integral, und dessen asymptotischem Verhalten wird das 14* Ka¬ 
pitel gewidmet sein.] 


§ 4. Anwendungen. 


1. Die Stirlingsche Reihe für logJ'(s)^. 

In den Anfangsgründen der Anal}^ wird gezeigt, daß die Funktion 

/(s) = logr(s) — slog s -f ylogs + s—y log 

für ganzzahlig wachsendes s = n wie-— gegen 0 strebt. Wir betrachten 

die Funktion nun für komplexes s und behaupten, daß /($) eine /- 
Funktion ist. Man kann aus der Eulerschen Summenformd in ihrer 
einfachsten Gestalt in wenigen Zeilen den in der ganzen s-Ebene mit 
Ausnahme der negativ reellen Achse gültigen Ausdruck herleiten 


0 

1 

wo Bi(x) in 0^x<i das erste BemouUische Polynom y ist 

und im übrigen aus den periodischen Wiederholungen dieser Funktion 
besteht. Wir brauchen noch die weiteren BemouUischen Polynome, 
die in 0^x<i durch 

-B2W— 2 2 ”^12' 6 4 12 

definiert imd periodisch fortzusetzen sind. Es ist 

X X 

Bt(x) = / B,{£) dL B,{x) = f dS. 

0 0 

1 

(Die Integrationskonstanten sind so bestimmt, daß ^ B^{x)dx=^0 
ist, so daß beim Integrieren wieder periodische Funktionen entstehen.) 


* Mit Ausnahme von Satz 4 . 

Siehe 2 . B, L. Bieberbach: Lehrbuch der Funktionentheorie, Bd. I, S. 306 . 
2. Aufl., Leipzig und Berlin 1923. 
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Durch verallgemeinerte partielle Integration erhalten wir: 

fu) _ fiiM-dx- - fdx - ^ 2 r 'dx 

AS)- J s + s J + S 2 7(5+^*'**- 

0 0 

Maxlß8(a;)| = Af, s = re*^, x — r^, 


Setzt man 


so ergibt sich: 




f-^ASZJ-dx 

J (s + ;r)»®* 


00 00 

.j^ffdx M f 

'■ J \s + x\*- f>-J \ei 


di 


eif + f I* 


0 ö 

Das letzte Integral hat für \q)\< 3 t einen Sinn und hängt stetig von 9 
ab, ist also für beschränkt. Demnach hat /(s) für 91s>0 die 

Gestalt 


J_ I fL(?). 

125 ~ 


/(s) = 79 .« T' T* ' 


'wo/i(s) beschränkt ist, stellt also nach Satz 3 [ 6 . 10 ] eine /-Funktion dar. 

Anstatt die zugehörige i-Funktion durch ein komplexes Integral 
oder durch Umformung: 

00 00 00 00 00 

/(s) = — JjBi{x)dx j J Bi{x)dx 

0 00 00 

auszurechnen, gehen wir eleganter so vor: Nach der Definition von 
f(s) ist: 

+ ^ oder =/'(*)+logs-^. 

Nun ergibt sich aber aus 

r(s -f-1) = sr(s) 

durch logarithmische Differentiation: 

r^(s + i) r'{s) 1 

r(s + i) “ r(s) s • 

Folglich ist 

/'(s -f- 1 ) -|-log(s + i)- 5 -(^T) = + T 

oder 

/'(" + t)-/'(S) —log + i (t + ^) ■ 

Auf Grund der Gesetze Illb» Ib Formeln* 




^ 5 + 1 ' 


aj^—f—j = iog 


S +1 

5 


♦ Die letzte rechnet man am einfachsten durch Reihenentwicklung aus. Auf 
anderem Wege wurde sie S, 152 abgeleitet. 
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entspricht dieser Differenzengleichiing für f{s) die folgende algebraische 
Gleichung für die zi^ehöiige X'^Funktion F (/): 

-ie-F(f) + iF(t) - + 

aus der folgt: 



Damit erhaltea wir für 3ls>0 die bekannte fundamentale Bineischö 
Formel 

00 

(t) logr{s) = slogs—^logs—s + ^log2j(+ Je-“ J 

0 

Weili<'(i) für |arc<| <y regulär (auf 81f = 0 hat es die Polens 2 An*) 

und F{t)=0 j=0 (e*‘) für jedes e > 0 ist, so ist das Binetsche Integral 
durch Drehung des Integrationsw^es in die ganze Ebene mit Ausnahme 
der negativ reellen Achse fortsetzbar (vgl, S. 71). Da es sich um 
lauter analytische Funktionen handelt, gilt Gleichung (1) mit passend 
gewähltem Intepationsweg also in der ganzen Ebene mit Ausnahme 
der negativ reellen Achse. 

Die Funktion F(<) ist für |<| < 2jt regulär, also in eine Potenzreihe 
entwickelbax, und zwar ist sie gerade die erzeugende Funktion für die 
BemouUischen Zahlen (vgl. S. 8); 

f» —1 


Satz 4 [12.3] liefert daher für das Restintegral in |arcs|<?r: 


/(*)■ 


j (2»—2)1 


1 


(2«)! s* 


»-1 


womit wir die sog. Stirlingsche asymptotische Rühe 
logr(s) slogs—-jlogs—s + -jlog2jt 

i 


n -1 


(2«—l)2ll 


für S-^(X> 


erhalten, die in der ganzen Ebene mit Ausnahme der negativ reellen 
Achse, in jedem Winkelraum |arcs|^#<jr sogar gleichmäßig gilt^**. 
(Konvergieren kann die Reihe nirgends, weil F{t) keine ganze Funktion 
ist.) Die ersten BemouUischen Zahlen lauten: 




B4=4r, 


30 

691 


s.= 


jy _ ^ D 

66 ’ 


2730 ’ 


42 

7 




-^8 — 30 > 
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2. Die asymptotische Entwicklung der Besselschen 
Funktionen^®®. 


Die Besselsche Funktion h{x) (vgl. 9-2) läßt sich für alle komplexen 
Werte von x durch ein endliches Fourier-Integral darstellen: 

+ 1 



Man kommt auf diese Form, wenn man die Besselsche Differential¬ 
gleichung nach der bekannten Laplaceschen Methode, die Lösung als 
komplexes,Integral anzusetzen, integriert'. Setzt man 

x=iiSf z — i, 

so erhält man: 

0 

Die Funktion /„(is) wird mit /»(s) bezeichnet. Da /„(s) (he ß-Trans- 
formierte einer Funktion ist, die in der Umgebung des Nullpunktes 
nach gebrochenen Potenzen von t entwickelt werden k^, erhalten wir 
n ao h Satz 1 [ 12 . 3 ] zunächst die asymptotische Entwicklung yon io(s) 
für9fls>0, also die von /o(s) für ais>0. Da 7o(—= ist, so 
beherrscht man damit /o(s) für alle nichtreellen Argumente. Die reellen 
Argumente werden wir anschließend erledigen. Es ist 

^ n-0 


und 


f-3\ + 

n! 




= (-i) JITröi) 


(- if r(n+i) 
«> 


also 


[<(2-<)] ^ = 


2"«1 


Die Reihe steUt die Funktion nicht bloß asymptotisch dar, sondern 
konvergiert. Die Anwendung von Satz 1 [12.3] ergibt: In [arcs| 
ist gleichmäßig 


(i) 


%e-‘ 7 o(»s) «« 


1 •y (f'(« + i))* 
1/2« 2’‘nl 


n + i 


für s 00. 
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Um die Entwickltmg für J^(x) zu bekommen, haben wir x^i$,s = —t x 

25U substituieren. Da der Hauptzweig ist, so ist bei der Bestimmung 

i -iL 

von (—f)* zu setzen: **. Das ergibt: 

In 0< d<BTCx<n—d isi gleichmäßig 


/oW <=« ■ 


oder auch 


Hierin kann man noch (vgl. S. 184) 

setzen, wodurch man auf den üblichen Ausdruck 

^ '’(t+") , 


für z oo. 


. « 


2^nl 


Um die assunptotische Entwicklung für reelle x zu erhalten, bringen 
wir an dem Verfahren von § 1 eine wichtige Variante an, der ganz all¬ 
gemeine Bedeutung zukommt, die wir aber schon vöUig klar an diesem 
speziellen Beispiel erläutern können. Wäre unsere i-Funktion in einem 
sich ins Unendliche erstreckenden Winkdraum regulär und von Ex- 
ponentialordnung, so könnten wir wie unter Nr. 1 bei der Stirlingschen 
Reihe den Int^[rationsweg drehen und so bei der Entwicklung von 
Jo(is) über die imaginäre Achse hinübergreifen. Im vorliegenden Fall 
ist die Z-Funktion für f > 2 gleich 0 zu setzen, und nicht einmal auf der 
redlen Achse, geschweige dem in einem Winkelraum regulär. Trotzdem 
können wir eine Schwenkung des Integrationsweges vornehmen, wenn 
auch nicht so einfach wie in Satz 4 [12.3]. Wir wählen in der komplexen 
f-Ebene den Punkt r = 1 + f und ersetzen auf Grund des Cauchy- 
schen Satzes das Integral von 0 nach 2 durch das über die geraden 
Strecken O- • • r und t • • • 2 erstreckte Integral* 

T 2 

jte-‘Mis) =/e-* dt + jdt 

0 T 

= fM+h(s). 

Das Integral /^(s) können wir genau so behandeln wie in Satz 4 [I2.3] 
das Integral mit komplexem Integrationsweg. Wir erhalten seine 

• Der Integrand ist zwar nicht im Innern und auf dem Rand des Dreiecks 
2 2 -^ 

0 • • • 2 - * * T r'MmlAi. Aber / ist ja als linr / zu verstehen, und auf Dreieck 
0 ^-»*0 ö 

^...2 — ist der Cauchysche Satz anwendbar. 
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asymptotische Entwicklung in der Halbebene 01 (s > 0, d. h. in 
_^_arcT<arcs<+|—arcT, also (arcT = f) auch auf dernega- 

tiven imaginären Achse, und sie sieht formal genau so aus wie bei dem 
von 0 bis 2 erstreckten Integral, d. h. für h{s) bekommen wir einfach die 
Entwicklung (1), bloß mit anderem Gültigkeitsbereich. Nun brauchen 
wir bloß noch U(s) auf die Gestalt eines von 0 an erstreckten ß-Sntegrals 
zu bringen. Dazu setzen wir t = 2 + u. Dann ergibt sich*: 

^ du^—e'^ e~^^[u{2+u)] ® du. 

t -2 ® 

Jlit 2 =1 = J? M = r e‘> (<p = 7 5t) ergibt sich hierfür das 
Integral mit reellem Integrationsweg 

R 

/2V / 0 

Nun ist für hinreichend kleine r 

[r «"(2 + rs<')f ‘ - (2;«")"* (l + ! <")'* “ 


ns=0 

_L_ V /_ 1\« e‘ r”" ^, 

yäir «! 2 “ 


»»0 


also nach Satz 1 [12.3]* 

(<P + ”)< i 'Vr n« ^(” + i) L i" + 3 


n = 0 




’]/ 2n 




,-0 2 ”«' s" 


•oo 


in larcs«*’’|si>< |-, d. h. -}7rSarcs^#-73t. #< 2 - 
jedenfalls auf der negativ imaginären Achse. Insgesamt erhalten wir 
also, wenn wir s auf letztere beschränken: 

T (r (»+!))* 1 




n = 0 

— e’^ e 


2^n\ 


V(-.riri=±ö -4 


« SB 0 


2 «1 


* Es ist (-«)“* =- * M Damit unter (-«) ^ und « ^ beidemal 

‘ 's*'ZU setzen. 


der Hauptzweig verstanden werden kann, ist 1 — 5 

Doetwh, LaplAce-Transformatlon. 


16 
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oder, indem wir * = ts, s ==—ix = 6 setzen, wo x nun positiv 

redl ist; 


/o W« 


n . 

X 


71^271 X 


3t . 

- -e-'* 

MesO 2* Wl 


00 

^ (r(»+i))» 


00 


s 

n-^i 






Mit — (—in der zweiten Summe ergibt das: 

' »*0 



für positiv redles x. 

Auf demselben einfachen Wege erhält man aus 

ar 


/.w 


Vjrr(v + Y 

(^v> — die asymptotische Entwicklung von 




dz 


3 . Die asymptotische Entwicklung der Gaußschen 
Fehlerfunktion^®. 

00 

Nach S. 90 ist für alle s, wenn f über einen Horizontalstrahl 

s 

von s nach rechts erstreckt wird: 

00 

e** J = ßjy « ^ |. 

5 

Die I-Funktion ist eine ganze Funktion, aber nicht vom Exponential- 
typ, die /-Funktion also un Unendlichen nicht regulär. (Das folgt auch 
daraus, daß sie für alle $ existiert, also eine ganze Funktion ist.) Sie 
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hat folglich keine konvergente, aber eine asymptotische Potenzentwick¬ 
lung nach -y. Aus 

1 -T 1 


2^ 4’*nl 

' »-0 


e •‘=0(1) für |arcfl^a<-j 
folgt nach Satz 4 [12.5]: 




,2» + ! 


für |arcs|s^<y 7 i. 


Wegen 


J er'^ä.u — -^-\jn 
0 

ergibt sich für die Gaußsche Fehlerfunktion* bei reellem s: 

)«/ ” izi • 

13. Kapitel. 

Taubersche Asymptotik. 

§ 1. Anwendung der reellen Tauber-Sätze: 
Asymptotische Potenzentwicklungen für F(t) bei t = 0 und t =00. 
1. Entwicklung bei / = 0. 

Satz 1 FIt) sei für 0<t^T reeU definiert, in jedem IntervaU rec^ 
von 0 eigenÜich nnd bis zum NuUpunkt ahsoM uirngmÜich tnUgrab^ 

»Tso >rsM, •l-fl a(F}-«s) f «»/. 

Besitzt dann f{s) für s^ 00 eine asymptotische PotenzentmcMung 

/(s) -Sfl»s "mit 0<^<^2<‘'’> 

so gilt bei t = 0 die asymptotische Darstellung 

JF{T)dron^ “n r{fi„+i) ’ 

0 ««l 

vorausgesetzt, daß 

n für t >0 (» = 1.2 ,.-■) 

“"T^i^nktion hLt auch Kratnpsche Transzendente. Im Englischen wird 

sie oft mit Erf s (Error function) bezeichnet. 
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isL Sind die W^{i) in der Nähe von i monoton, so gilt sogar 

00 j 


» = 1. 

Beweis: Nach Voraussetzung ist 

n 

ß{n}=ß.' ^ 

V«1 






für 5 -->-oo und 


T«(<) 


also nach Satz 3 [^0.21: 




*oc. 


Ist !Pl 4 (^) obendrein monoton wachsend, so wendet in.an das Lemma 
S. 209 an. . ^ ^ 

Ist f(s) im Unendlichen regulär und gleich 0 , also in eine für hin¬ 
reichend große |s| konvergente Reihe 


m-2f 


» «■! 


entwickelbar, so ist nach SA F (i) eine ganze Funktion und ohne weitere 
Beschränktheits- und Monotonievoraussetzung 


Fit) ^2 


(n-t)! 


für alle t 


2. Entwicklung bei t-zoo: 

Wir bringen als Beispiel einen Satz, der bei der Behandlung von 
Randwertproblemen zweiter Ordnung (s. V, Teil) gebraucht werden kann. 
Bei ihm setzen wir voraus, daß f{s) in der Nähe von s = 0 in eine kon¬ 
vergente Reihe nach Potenzen von entwickelbar ist. Der Satz ist 
dadurch merkwürdig, daß die Glieder mit ganzzahligen Exponenten 
^ 0 , die in ihrer Gesamtheit eine bei s = 0 reguläre Funktion darstellen, 
bei der Übertragung auf F {t) völlig wegfallen. (Der Satz stellt eine der 
Heavisideschen Regeln dar, wie sie in der Operatorenrechnung ohne 
hinreichende Voraussetzungen benutzt zu .werden pflegen, vgl. I 8.3 und 
insbesondere das 24. Kapitel.) 

Satz 2 . Die reelle Funktion F\t) sei für t>0 differenzierhar und in 
^ = 0 stetig, S {F'} existiere für s.> 0 , ^so auch S{F} = /(s). Ist f{s) 
in einer beliebig Meinen Umgebung von s = 0 durch die 'konvergente Reihe 

{<) /(«) = T («0 + 4- «js® + S»+ ’ • •) 
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darstellbar, so ist 

( 2 ) 

d.h, 

OO 

F{t)^a, + -^ für t-^oo, 
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F (^) bf^ jr» ^ ^ ^ * 


n e: 0 


n«=0 


vorausgesetzt, daß für n = 0, i, 2,.. 

/ »-1 


(3) 






v«0 


r(’'+4) 

TvT+äF 


= OL(^”i^) für t>0 


I "-1 

■/si. [Für n =0 soll = 0 sein . 

- Beweis: Der Beweis basiert auf dem Tauberschen Satz 6 [10.2]. 
Es läge nahe, F—üq und dementsprechend /(s) —~ zu betrachten 

und aus der Potenzreihe zu entnehmen: f{s) — ^'^bQS *. Hierauf 

könnte man aber Satz 6 [10.2] nicht an wenden, weil ^ wäre. 

Es ist also ein neuer Kunstgriff nötig, und dieser besteht darin, daß wir 
die Funktion 



F,(t)==t{F(i)^a^) 
betrachten. Nach Gesetz IIIi, ist 

Aus (1) folgt 

/'(s) = —+ 0 + 6, ‘ s~® -|- a^ -\- + < • • 

(man beachte, daß der Koeffizient ansfällt), also 
/i(s)^ für s~>0. 

Wegen der aus (3) folgenden Abschätzung F/ (/-) — 0 ^ ergibt sich 

nach Satz 6 [10.2]: 

F^ {l) 1 (F it) —flo) ~ '2® pjTj- für ; ->■ 00. 

oder 


(t) « 0 ^ 2~r{i)^ 

Nunmehr betrachten wir die Funktion 


k.:. 

r(t) 


Fjj (t) = F i^F - «0 - /“v j t ^). 
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tn der nach Gesetz III 5 die ^-Funktion 

=^r{s)-2a^ir>-^b,s-i 

gehört. Es ist 

ns) = 2 «oS-» + -^|-s-^+0—+ +■•• 

(man beachte das Wegfallen von «j), also 


fei — 4 

/j(s)~—für s->- 0 . 


Auf Grund von ( 3 ) ist 2^ (<) = Ox,(ri), also nach Satz 6 [tO. 2 ]: 


also wegen rd) =-i-(_±)r(— 1 ): 


■P'W —«0— 


tri 

rn) 


, ri 


61 

■ 4 r(i) > 


für t-^ 00 . 


Das Bildungsgesetz der Entwicklung wird damit schon hinreichend 
deutlich: Man hat in der Darstellimg für f{$) alle Glieder mit ganz¬ 


zahligem Exponenten mit Ausnahme des ersten ■— zu streichen. An 

dessen Stelle tritt bei der as 5 nnptotischen Entwicklung für F (i) seine 
i-Funktion a^. In den Ghedem mit gebrochenem Exponenten ist 

* * a ß \ 

jeweils durch pj:^ß^ T* T’ ’ ‘j ™ ersetzen. Man braucht 

also bei der gfiedweisen Übertragung nur so zu tun, als ob diese für 
ß<0 richtige Zuordnung von l- und L-Funktion auch für / 8>0 gültig 
wäre. 


Man übersieht unmittelbar, daJ3 sich ein analoger Satz für den Fall 
aufstellen läßt, daß f{s) durch eine Potenzreihe nach beliebigen auf¬ 
steigenden Potenzen effektiv oder sogar nur asymptotisch dargestdlt 
wird, vorausgesetzt, daß die asymptotische Darstellung der Ableitungen 
durch gliedweises Differenzieren gewonnen werden kann* ^. 

Einen Beweis der durch Satz 2 dargestellten Entwicklxmgsregel 
unter gänzlich anderen Voraussetzungen werden wir in 14.3 keimen- 
lemen. 


* Daß nicht jede asymptotische Entwicklung gliedweise differentierbar ist, 

1 111 

sieht man an dem Beispiel /(^r) = l -{-;r sm —, /'(j»f)=sin-— cos —. Hier 

ist 4, aber nicht fr^O für 
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§ 2. Anwendung der funktionentheoretischen Tauber-Sätze: 
Asymptotische Exponentialentwicklung für F{t) bei t =oo. 


Besteht f(s) aus endlich vielen Partialbrüchen: 

(s, beliebig komplex, X, nicht notwendig ganz), so ist F(t) (abgesehen 
von einer Nullfunktion) ein Ausdruck der Form: 


i»*-0 

Auf Grund der funktionentheoretischen Tauber-Sätze sind wir in der 
Lage, das Verhalten von F(Q durch einen Ausdruck der Form F^{t) 
wenigstens für i->oo as 3 ntnptotisch zu beschreiben, wenn f{s) sich in 
einer Halbebene wie eine Fxmktion f^{s) verhält. Wir erhalten damit 
die präzise Formulierung eines Satzes, der in der Operatorenrechnung 
häufig unter ungenügenden Voraussetzungen als „Heavisidescher Ent¬ 
wicklungssatz*' benutzt wird (vgl. 24. Kapitel). — Wir beschränken uns 
dabei auf den in den Anwendungen häufigsten Fall ^ = 1 , d. h. auf 
Pole erster Ordnung bei /(s). 

Satz 1 . F(^) sei für t>0 reell, 8 {F} = /(s) habe eine Konvergenz- 
halbehene und lasse sich in eine Halbebene 9ls >or (die auch die Vollebene 
sein kann) so fortsäzen, daß sie dort als einzige Singularitäten die einfachen 
reellen Pole (in endlicher oder unendlicher Anzahl) Sq > > Sj > • • • mit 

den Residuen c^, c^, Cg,... besitzt, (Da f(s) für reelle s reell ist, so sind die 
lim f(s) (s —auch reell,) Die Funktionen* 

fi-i 

( 1 ) (» = 0 , 1 , 2 ,...) 

•>»0 

mögen die Eigenschaften haben: 

( 2 a) sign0„{t) = signcn, 

(2 b) e~ ~ ‘ I (P* (f) I wächst monoton. 

Ferner sei ß{<P»} = 9 )« (s) für 9ls>s» konvergent. Dann ist 

(3) F{t) fse Z für t-*-oo 

n — 0 

in defn Sinne, daß * * 

(4) F{t)^"^\,tf^^r^Cne^^\ 




für /-»-oo. 


n-l 

* Für « = 0 soll 2^ = 0 sein, 
y« 0 

** Es handelt sich hier um eine Verallgemeinemng des Begriffs der asym- 
ptotischeji Reihe von Potenzen auf beliebige Funktionen. 
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Bemerkungen; 

'1. Die Voraussetzung über /(s) ist z. B. erfüllt, wenn /(s) in eine 
00 

Partialbruchreihe ^ — entwickelbar ist, die nach Ausschluß der 

s —s» 

. . rt* 

Sn durch kleine Kreise in jedem endlichen Teil der Ebene gleichmäßig 
konvergiert und bei der s« oo ist. 

2 .. Man vergleiche mit Satz 1 die Erörterungen in 7.4, wo es sich 
um konvergente Entwicklungen von f {s) und F{t) desselben Typs wie 
oben handelt. Für die Konvergenz spielt die Größenordnung der c« 
eine wesentliche Rolle. Bei der asymptotischen Darstellung sind die 
Cn dagegen durch die Bedingungen (2a, b) eingeschränkt. Wir wollen 
uns den Sinn von (2a) klarmachen. Nach (4) ist 

«—1 

F (^) ^ ^ /-V Cyj ö"" , 

*'*0 

also 

Die linke Seite strebt also wie e“ gegen 0, Da sie gleich <Pn (0 
ist und diese Funktion dasselbe Vorzeichen \rie <&n(0 hat, so besagt 
(2a)/daß nicht bloß schlechtweg gegen 0 strebt, sondern 

sogar nur von einer Seite her, die durch das Vorzeichen von c^, bestimmt 
ist, mit änderen Worten, daß das Vorzeichen der in der. Behauptung 
gewonnenen ,,Fehlerabschätzung'^ bereits in der Voraus¬ 

setzung gegeben ist. Natürlich ist, damit überhaupt die Relation (4) 
bestehen kann, das Erfülltsein von (2a) für große ^ notwendig. Das 
Zusätzliche besteht in dem Erfölltsein für alle t>(y. 

3.- Im Falle, daß oo ist und die Reihe konvergiert, ist 

• ■ ««o- 

eine Dirichletsche Reihe. Satz i kann also dahin aufgefaßt werden,* 
daß er eine Funktion nicht in eine Diri(^etsche Reihe zu entwickeln, 
sondern durch eine verallgemeinerte Dirichletsche Reihe (verallge¬ 
meinert, weil —- A >—oo sein kann) asymptotisch darzustellen lehrt. 

Beweis; Die Funktion ß“ (i) ist für Cn>0 positiv und monoton 

wachsend, für c„<0 negativ und monoton fallend. (s) = S 
ist für konvergent und 

»-0 

ist für (d. h. ein Stück über hinaus) regulär. Nach 

Satz 2 [10*3] (man beachte auch die dortige Bemerkung) ist also 
0n {t) ^ Cn e*« * für f-^oo. 



§ 3- Der Primzalilsatz. 


249 


§ 3. Anwendung der funktionentheoretischen Tauber-Sätze: 

Der Primzahlsatz. 

Gaüss scheint als erster i 792 die Vermutung aufgestellt zu haben 
(ohne sie zu publizieren), daß die Anzahl n(x) der Primzahlen, die sx 

sind, sich a 3 ymptotisch durch daxstellen läßt: 

oder für x-*oo. 

Bewiesen wurde diese Behauptung, der sog. PrimzcMsatz, nach vielen 
vergeblichen Anstrengungen anderer Forscher erst 100 Jahre später, 
nämlich 1896 gleichzeitig durch Hadamard und de la Valläe Poussin; 
Seitdem sind eine Reihe wesentlich einfacherer Beweise bekanntgeworden, 
von denen der nachfolgende der einfachste ist. Er stützt sich auf den 
funktionentheoretischen Tauber-Satz 1 [“10.3]^®®. Die in diesem Satz 
mit / (s) bezeichnete /-Funktion wird bei unserer Anwendung die Funk- 

oo 

tion — y sein, wo C(s) die für 9is> 1 durch f (s) = definierte 

Riemannsche Zetafunktion ist. Von dieser brauchen wir einige /wnA- 
tionentheoretische Eigenschaften, die wir als Lemmata zusammenstellen, 

Lemma 1. C(s )—j ZT f ^^t für 3is>0 regulär. 

Das bewiesen wir als Spezialfall des (Abelschen) Satzes 1 [12.1]. 

Wir führen die zahlentheoretische Funktion A{n) durch folgende 
Definition ein: 

log^ für n — p*^, wo p eine Primzahl und w>0 ganz; 

0 für alle anderen ganzen n > 0 
und behaupten 
’ Lemma 2. Für 9ls> 1 ist 



00 

Beweis: konvergiert bei jedem €>0 für gleich¬ 


mäßig, da 


|n‘l n' + * 


und konvergiert. Nach dem Weierstraßschen Doppelreihen- 

» = 1 

Satz kann also ^'(s) durch gliedweise Differentiation gewonnen werden: 

fW—für 31».. 
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Da für 9ls > 1 die Reihe für und wegen Q^A{n) ^logn die Reihe 
00 

absolut konvergiert, so können sie beliebig gliedweise, also z. B. 
n 

«Mil 

nach der Dirichletschen Regd multipliziert werden: 

»mI ÄmI njk 

WO das Symbol njk bedeutet, daß über alle n summiert werden soll, 
die Teiler von h sind. Lautet nun die Primfaktorenzerlegung von k 
folgendermaßen: 

so kommen als Teiler n von k, für die .4 (n) + 0 ist, nur die folgenden 
in Frage: 

PvPl .; p2,Pi . . ... -^Pr^^ 

Für die erste Gruppe ist A {n) = log für die zweite Ä {n) = log p^, 
usw., also 

JS A (») = 0^1 log + Oj log />, H-h «, log Pr = log (/>;*•... • P^') = log Ä. 

«/ft 

Demnach ist das obige Produkt gleich 


yr logft 


-C'(s). 


Lemma 3- Für 8ls>l ist ?(s)4=0. 

OO 

Beweis: ist bei jedem s>0 für gleichmäßig 

fl 

konvergent, also für Sfts>l regulär. Hätte f(s) in (3llso>l) eine 
Nullstelle fi^ Ordntmg (/U& t), so hätte C' (s) in s, eine Nullstdle fi — 1 
Ordnung (das bedeutet im Falle /< = !: keine Nullstdle). Nach der 
Gleichung von Lemma 2 hätte es aber eine Nullstdle von mindestens 
Ordnung. 

Lemma 4. Für Sls>l ist 

C(s) ^ 

Ab*! 

Das folgt aus Lemma 2 und 3- 

00 00 

Die Diricbletsche Reihe ^ ^ A (n) e’~*^^** können wir als 

I ^ 1 

£-Integral schreiben, indem wir definieren (s. Satz 1 [3-5]): 

A{p) = ^A(v) für log«^#<log(« + t). d.h. für -1, 

r-O 
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Dann ist 


OO QO 

2 ~ ® für SRs> 1 . 


ff-i 


der m der ^ a hlftnthconc üblich^t 


ist 


y>(x) = JS A{v) für arfeO 
vS* 


A{t)r^y,ief), 

also gilt 

Lemma $. Für3ls>i ist 


0 

Lemma 6. Für 9ls=l(s4»i) ist ?(s) + 0. 

Beweis: Wir setzen s = 1 + yt, y^o, = Für oo ist 
nach Lemma 4: 


3<p(l s) + 4 ^q>{i +e +y»)+ 8i9j(l+ e 4 - 2 yt) 

00 

==--2 ^5 + 48(lfi-y< + Sft«-*»*}. 

n »l 

Wegen 

n~^*== e-*)’*o*» = cos (y log n) — tsm(ylogn) 
ist 

{'••}= 2+ 4cos(ylog«) + [1 +cos{2ylog«)] 

== 2 [1 + 2cos(ylog«) 4- cos*(ylog«)] 

= 2 [1 + cos (y log«)]*, 

also 

3 q>{\ 4 - e) + 4Sl9!>(l 4 - ß 4 - y») 4 - 4 -e 4 - 2y*)SO. 


Aus Lemma 1 folgt, daß 


t{s) 


h{s) 


also 


r(ß) 


_ h'(s) 

(s — 1)* s—i ’ 


h{s) 


wo h {s) in einer Umgebung von s = 1 regulär imd ä ( 1 ) 4 = 0 ist. Demnach 
hat 

i'{s) _ -1 ■ h'{s) 

f(s) ■ s—1 ^ k(s) 

in s — 1 einen einfachen Pol mit dem Residuum 1 , und es ist 


Um (s—= 
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lim 6p(l +ß) = — 1 - 

' «-►o 

Hat ferner C(5) jW-fache Nullstelle (/i^O), was im Falle // 0 

. bedeuten soll, daß keine Nullstelle vorliegt, so ist 

C(s) — {s-~SaYk{s), 

wo k{s) in einer Umgebung von Sj regulär und A(so) + 0 ist, also 

f'(s) =/t(s-Sor-iÄ(s) + {s-So)'‘Ä'(s) 

und 

C(4' 

also 

^ 0 ) 93 ( 5 )für 5 ->50. 

Angenommen, C (s) hätte in 1 + yi eine (wirkliche) NuUstelle fii^ Ovd- 
nung (/Wi^1); in 1 + 2 yi hat es eine Nullstelle oder nicht, wir sagen 
eine NuIlsteUe Ordnüng, wobei Dann ist 

Hm 69 ? (1 + yi + s) =/4ii lime 9 ? (1 + 2yi + ß) ==/^a- 
«->•0 «->-0 

Da B und reell sind, so gilt das auch für an Stelle von 99 . Also ist 
lim B Ö ff>(i + e) + 4^99 + e + yi) + (1 + ß + 2 yi)] 

=—3 + 4/^1 +' 


Nach dem obigen Ergebnis kann dieser Grenzwert aber nur ^0 sein. 
Lemma 7. Die Fimktion ist für 8ls^i mit Ausnahme der 

Stelle s = i, wo sie einen einfachen Pol mit dem Residuum i hat, regulär. 
(Regulär für SRs^ 1 ist eine Abkürzung für: regulär für SR5 > 1 und in 
^iner kleinen Umgebung jedes Punktes mit SRs = 1.) 

Beweis: Wir wissen bereits, z. B. durch Lemma 3* daß 
5R s > 1 regulär ist. Ferner bewiesen wir schon bei Lemma 6, daß 

t' ls\ 

— - f 'j Y in 5 = 1 einen einfachen Pol mit dem Residuum i hat. Wir 

■ C' (s) 

haben also bloß noch zu zeigen, daß in einer kleinen Umgebung 

jedes Punktes s = i + y i, y^O, regiüär ist. Da C( 5 ) nach Lemma 1 
für SR s > 0 außer in s = i regulär ist, so genügt es,, daß f (s) 4 = 0 für 
y^O; denn dann ist f(s) auch in einer Ideinen Umgebung 
f ^ (si 

4 0 , also dort , regulär. Nach Lemma 6 ist das aber der Fall. 

Nunmehr ergibt sich sofort ein Satz, der mit dem Primzahlsatz 
äquivalent ist, nämlich 

Satz i. Für die summatorische Funktion v(^) = A (v) gilt: . 

V . 

yf{x)^x für z-^ 00 . 
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Beweis: Wegen A{v)^Q ist f{x) für 1 positiv und monoton zu¬ 
nehmend, also auch '\p{^) für ^^ 0 . &{y)[ef)} ist nach Lemma 5 für 

91 s > 1 konvergent und gleich — y Funktion ist nach 

Lemma 7 über SRs = 1 hinaus regulär mit Ausnahme der Stelle 5 = 1 , 
wo sie einen einfachen Pol mit dem Residuum 1 hat*. Also ist nach 
dem funktionentheoretischen Tauber-Satz 1 [IO. 3 ]: 

^ ß* für 

Das ist mit unserer Behauptung gleichbedeutend. 

Aus Satz 1 folgt nun elementar: 

Satz 2 (Primzahlsatz), Für die Anzahl 7 c(x) der Primzahlen ^ x gilt: 

Beweis : Im folgenden wird log log * Vorkommen. Damit diese Zahl 
positiv ist, wählen wir von vornherein x > e. — In — JS A (r) sind 

nur die Summanden 4 * 0, für die v die Gestalt (p = Primzahl) hat. 
Für ein festes p kommen die Potenzen 


. P^ 

in Frage, wo a die größte ganze Zahl mit der Eigenschaft 
p^^x oder alog/>^log% 


ist, d. h. a = 
bei. Also ist 


]og;r 


log/) 


. Diese Potenzen tragen zu y) {x) den Wert 
logp. 


log A? 


log/) 


log/) 


P%X 

Das schätzen wir so ab: 


= i==^n(x)logx 

P%X Pix 

imd erhalten 

MV 1 

vW ■ 

Niin ist für 1 < <w < *: 

n:(*)=jt(ö))+ 2’ l=7fH+ ^ 2 ^ 

o><p%X ^<p^X lO<P%X 

=" + iirvW- 

Aus dieser sehr rohen Abschätzung entnehmen wir: 

n [x) log X (0 log A? log X 
■W (^) ^ V ^ lögo) ’ 

* Hat / (ä) in s = So das Residuum r und ist g (s) in s = Sj regulär und + 0, 
so hat./(s)g(5) in So das Residuum rg(so).- 
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Wir wollen nun cd so wählen, daß der erste Summand rechts für 
gegen 0 und der zweite gegen i strebt. Dies erreichen wir z. B. mit 


Ö> = 


und 


log*4r 


Dann ist nämlich nach Satz 1 : 

6>logjir _ 


log^ 


tp {x) tp (x) log X log X 
log Ar 


logo) log Af—2 log log a; 


1 für 


■ oo. 


Also ist ^ kleiner als eine Funktion von die mit wachsendem x 
V W 

gegen 1 strebt. Mit ( 1 ) zusammen führt das zu 

n (x) log X 




d.h. 


ä(*). 


vW 


log X log X 

* 


‘ 1 » 

für X’-^oo, 


Wie bei Satz i [IO. 3 ] bemerkt, würde der reelle Tauber-Satz 5 [ 10 . 2 ], 

bei.dem man allerdings nur —~ für s(reell) 1 (und keine 

Q\Sj s — 1 

Monotonie von ip) zu wissen brauchte, statt zu Satz 1 nur zu 

t 

Je'~‘^y}{f)dr für t-^ 00 , 

0 

d. h. 

X 

Jy>{$)^''^logx für a:->oo 
1 

führen. Durch eine leichte Umformung erhält man hieraus: 

A {v} V (x) T 

Nach der obigen Abschätztmg ( 1 ) güt: 

Da nun gaiiz elementar zu beweisen ist*: 

->-0 für x-*-oo, 

\X 

SO erhalten wir: 

* Vgl. E. Landau: Handbuch der I^hre von der Verteilung der Primzahlen, 
Bd. I, § 1 S> S. 69 . Leipzig und Berlin 1909« 
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und damit , 

Diese bekannte Relation ist an sich interessant, reicht aber bei weitem 
nicht zum Beweis des Primzahlsatzes aus^**. 

Satz 1 ließe sich auch vermittels der im nächsten Kapitel geschilderten 
indirekten Abelschen Assnmptotik ableiten. Hierbei müßte man aber 
außer den oben benutzten Eigenschaften von C(s) noch mehr über das 
asymptotische Verhalten von C(s) auf 915 = 1 für wissen. 

Von diesem Typus waren die älteren Beweise, während die ersten Be¬ 
weise von. Hadamard und de la Vall 6 e Poussin sogar das Verhalten 
von f(s) im „kritischen Streifen" 0<9^is<l benutzten. Daß der 
Taubersche Satz 1 [IO. 3 ] so rasch zum Ziel führt, liegt daran, daß er 
die sehr starken Voraussetzungen: „E {t) positiv und monoton wachsend" 
macht, die für y(^) trivialerweise erfüllt sind. Diese Zufälligkeit erlaubt, 
für leicht das erste Glied ef einer asymptotischen Entwicklung 
zu finden. Wollte man auf diesem Wege im Sinne des Satzes 1 [I 3 . 2 ] 
zu höheren GKedem Vordringen, so müßte man etwas über das Vor¬ 
zeichen von — ^ wissen, was für sich allein schon eine sehr schwierige 
Aufgabe darstellt. Bei den höheren Entwicklungsgliedem und bei 
Funktionen, die nicht der Zahlentheorie entstammen und bei denen 
man das^ Verhalten im großen nicht so leicht überblicken kann, führen 
die Methoden des nächsten Kapitels viel weiter. 


14. Kapitel, 

Indirekte Abelsche Asymptotik. 

§ 1 , Asymptotik der Mellin-Transformation 
bzw. der zweiseitig unendlichen Laplace-Transformation 
im Falle analytischer Funktionen. 

Die indirekte Abelsche As 3 miptotik beruht darauf, daß in gewissen 
Fällen, nachdem die zu untersuchende Objektfunktion in eine Resultat¬ 
funktion transformiert ist, umgekehrt die Objektfunktion aus der 
Resultatfunktion wieder explizit durch eine Integraltransformation ge¬ 
wonnen werden kann. Das asymptotische Verhalten der Objektfunktion 
erhält man dann durch Anwendung eines für das Umkehrintegral gültigen 
Abelschen Satzes. Das Schwierigste an dieser Methode ist meist der 
Nachweis, daß die betreffende Umkehrformel wirklich angewandt 
werden kann. Wir behandeln daher zunächst einen Fall, bei dem wir 
von vornherein sicher sind, daß das zutrifft, nämlich die zweiseitig 
unendliche I^place-Transformation für analytische Funktionen der 
Klasse L^i oder, was dasselbe ist, die Mellin-Transformation für ana¬ 
lytische Funktionen der Klasse Af® (s. die Definitionen und Bezeichnungs¬ 
weisen in 6.7 nnd 6 . 8 ). Wie wir wissen, ist f üese Funktionen die 
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ßn* 6 zw. ÜR-Transforüiation 

+ 00 +<, oo/* 

( 4 a) f{s)= f 6-^*F{t)Jt bzw. ( 1 b) q>{s)= f if-'^0{z) dz 

-00 + iti ® . 

stets durch das komplexe Inte^^ ßn*^ kzw. 3R“^ 

*+<00 

(2a) P(i) = tlri f bzw. (2b) d>(^)= ^ y Z-(p(s)ds 

x^ioo X’-ioo 

umkehrbar. Die indirekte Abelsche As 5 miptotik für die Transformation 
(la, b) mit F(t) bzw. 0{z) als Objekt- und f{$) bzw. 93 ( 5 ) als Residtat- 
funktion ist hier offenbar völlig gleichbedeutend mit der direkten Abel- 
schen Asymptotik für die Transformation (2 a, b) mit f(s) bzw. 93 ( 5 ) 
als Objekt- und F{t) bzw. 0{z) als Resultatfunktion, und wir hätten 
diesen Fall daher sdion im 12 , Kapitel bringen können. Wir behandeln 
ihn aber deshalb hier, weil man in sehr vielen Fällen doch ursprünglich 
nicht von der Darstellung einer Funktion F (^) bzw. 0 (i) vermittels (2 a, b) 
ausgeht, sondern auf diese Formel erst durch Umkehning einer voraus¬ 
gegangenen Transformätiön (la,b) kommt, und weil ferner die Erörte¬ 
rungen dieses Paragraphen eine gute Vorbereitimg auf die indirekte 
Abelsche Asymptotik bei der ßj-Transformation bilden 


1 . Eine Korrespondenz zwischen meromorphen Funktionen 
undasymptotischen (verallgemeinerten) Potenzreihen (Mellin 
Transformation) bzw. asymptotischen Exponentialreihen 
(zweiseitig unendliche Laplace-Transformation) 

Eine Funktion (P(;?) sei in einem Winkelraum (Ö‘ = arcz) 

regulär mit eventueller Ausnahme von .sf = 0 und z = 00 und sei für 
^ ^ asymptotisch durch eine Potenzreihe verallgemeinerter Art 

darstellbar: 


(3) 0 (z) fsa [fl® + fl<^’ log z H-1- fl**») (log z)*»] 

(?^ 6 )‘ soll bedeuten, daß in dem Winkelraum für z-*-oo 

n 

(4) 0 ( 2 ) — 2 !^ [fl*®) -j- a*« logz .-I -1- fl**») (log ^)*»] 2 - «» = 0 (1^1 - 4 (» + 1) + ^) 

für jedes 6 > 0 ist. (Fallen die Logarithmen alle Weg, so handelt es siph 
^ eme gewöhnliche asymptotische Potenzreihe in z-«.) Ferner soll 
für 2 -»-o gdtöi: 


(5) <P(r)=0(|2|-*-) 

mit einem gewissen x^<q. Aus ( 4 ) folgt für » = o, daß für 2 ->c« 


0{z) = fl») + fli«log 2 + •. • + «i*-)(log 2 )‘‘-l- 0 (|z|-»+*) 

= 0 (| 2 |-*»-))' " ' ' 

flir jed« e > 0 ist. 0^ ist also eine M«-Funktion mit den Konstanten 
= wobei wir *,> 2 :,. d. h. e<q-~x^ wählen können. 


4 
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Die Funktion 

( 6 ) 


ew 

y(s) =: f z‘-^0{z)dz 


gehört also in jedem Streifen Xi+ d^x^q —d(s = * + ty, d>0) zur 
Klasse d. h. sie ist dort regulär und erfüllt die Ungleichung 

|?>(s)l<C{d)«-»*W. 

Sie läßt sich nun folgendermaßen analytisch fortsetzen: Es ist, wenn 


wir 


JS in 

y« 0 


(4) durch S„(z) bezeichnen: 


99(s)= f z‘~^0{z)dz-\- ^ !^~'^0{z)dz 


1 00 00 
= f z^''^0{z)dz + f s^'''^{0(z)—S^{z))dz + f z*^"^ S^(z) d'z. 

0 1 X 

Wegen (5) ist das erste Integral für 8is>Ä;i, wegen (4) das zweite für 
31 s<9(w + 1) konvergent und regulär. Das dritte Integral läßt sich 
explizit ausrechnen: Für 9ls<gv ist (z^ e*): 


j z*-i(logz)“z-»’’dz= = 


•r(tt + <) 

V — 


also für 81 s < 0 

oo 


(7) /z--. S.W i. + ■ ■ ■ + 

1 »-0 ' 

Die rechts stehende Funktion ist in der ganzen Ebene regulär bis auf die 
Ä, + 1-fachen Pole s = ? r (r = 0,1,..., m) . Zusammengefaßt ergibt sich 
also, daß <p[s) in dem Streifen meromorph ist imd 

die Punkte s = 5 'v(v = 0,...,«) zu Polen hat. (Ist % >0, so fällt der 
Punkt s = 0 aus.) Da aber n bdiebig groß ist, so folgt, daß (p{s) in der 
ganzen rechten Halbebene JR s > meromorph ist und dort die arith¬ 
metische reelle Polreihe (0,) q, 2q,... hat. — Dabei haben wir noch 
gar nicht benutzt, daß (z) in einem Winkelraum regulär ist. Das Er¬ 
gebnis über das funktionentheoretische Verhalten von <p (s) gilt also auch, 
wenn 4>(z) nur auf der reellen Achse definiert und dort as 3 nnptotisch 
durch (3) darstellbar ist. Ist nun aber <P(z) im Winkelraum 
regulär und dort für z-*oo durch (3) darstellbar, während für z-*-0 
die Abschätzung (5) gilt, so kann man nach 6.8 das Integral (6) auch 
über jede Gerade arcz = erstrecken, ohne daß sein Wert sich ändert: 

00«*^ 00 

9>(^)= f ^~^^(z)dz = J dg 




e* (I>(e dQ + f Q^~'^{0{ge*^) — S„{g e‘*)) dg 
1 

00 

+ /e“ 


S„(Qe'^)dg 


DoetBch, Laplace-Tnmafonnation. 


17 
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14- Kap.: Indirekte AsyiPStotik. 


Aiif Grund von (5) ist* für 8tsS arj + d (d > 0): . 

/e*-'<P(e4«)de=o^y’e«-i-*.ie^ =0(1) 

und auf Grund von (4) für 9 ls^ 5 ’‘(« + 4) — d: 

-o{Jf^-->d^-o{\). 

Das dritte Integrd läßt sich wieder explizit ausrechnen. Wegen log (oe’*) 

= loge + *i? ^gibt ^^W + flWlogz^-i-«i*'f(lcgir)*», wenn man die 

men^ nach dem binomischen Lehrsatz ausrechnet und das Ganze 
nach Potenzen von logg ordnet, einen Ausdruck der Gestalt 

6^“^ + log g H-4- (log gf)*»-, 

so daß man erhält: 

=£e-«»'(ö<0) +ÄWloge + ... + ö(*r) (logg)*») g-»». 

gebrochen rationale 
Par^bru^erlegung. Eine solche Funktion strebt für 
s-^-oo gegen 0. Da schließlich noch 

|e*«*| = |««(*+fy)J == g-fiy 

ist. so erhalten wir insgesamt: In dem Streifen x, + ds + 1) - d 

i9’(s)l<Ce-*y für |y|->oo. 

J «Md .bhängt: tonnte daboi üxendnd. 

bd. nX^ W Pd^tivote , nnd ^ 

l?’(s)|<C(d,«)e-«»l3'l für 

S-“ (« beüfbig komS rif K 

w nntete Irgobniteo te »nnnanenlnsten: 

* folgenden können’sdr dp« » 

< e Abschätzigen laufen »W teüweise 
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Satz 1 . Die Funktion 0(z) mit z = Qe** sei im Winkdratm 
regulär mit eventueller Ausnähme von Zf= 0 und z = oo und dürt für 
2-^00 asytnptoüsch so darstellbar: 

(8) <P (z) ^ [a*!’* + log z ^-1- aj,*»* (log z)**] z- ^ 

» «0 

(a beliebig komplex, J > 0 ) 

in dem Sinne, daß 


( 9 ) 0{z)—X [«f^ logz-\ - h(log= 0 {[ä;+**) 

*'■«0 

für [j 3 f|-^oo bei jedem (5>0 isL Ferner sei 

(1p) ^(^) =Ö(1^|“*0 /wr (%<?)• 


Dann ist (P eine M^-Funktion. Ihre hiernach existierende Mellin-Trans- 
formierte 9 (s) = 3)1 {0} ist in der ganzen rechten Halbebene 5ft s > % regulär 
bis auf die in die Halbebene fallenden Pole s = a +- jv(v = 0,1, 2,.. .)i 
die eine arithmetische, horizontal laufende Folge bilden. Der zu oL + qv 
gehörige Hauptteil lautet: 




s — (a + ^ v) 


>+^; 


Al). 


11 


(s-{tx + qv)Y 


+ • 


( 11 ) 


- 1 - + 


_ ^ _ 

(ä- (a + ^ v))**' + l ' 


Die Funktion (p (s) unterliegt in jedem Streifen endlicher Breite (s = ä; + i y) 

:)Ci 1- + ?(w + 1) —^ 


einer Beschränkung der Form 

( 12 ) \cp{s)\<C(ö,n)e-^\y^, 

wenn man die endlich vielen in dem Streifen liegenden Pole durch Meine 
Kreise ai 4 sschneidet. 

Wir werden nun das Reziproke beweisen, und das wird von dem 
Standpunkt, den wir in diesem Teil des Buches einnehmen, der inter¬ 
essantere Satz sein, denn bei ihm wird von dem funktionentheoretischen 
Verhalten von (s) auf das asymptotische Verhalten von 0(t) geschlossen. 

Satz 2 . Die Funktion (p(s) mit s:=x-{-iy sei in der rechten Halb¬ 
ebene bis auf die Pole a + y v (v = 0 , 1 , 2 ,...) regulär (a, beliebig 

komplex mit 9ia>A;i, q>0). Der zu a + gehörige HaupUeil habe 
die Gestalt ( 11 ). In jedem Streifen + q{n + 1 ) sei (p[s) nach 

AusscMuß der darin liegenden Pole durch Meine Kreise vom Charakter 
einer m^-Funktion, d. h. <p (s) erfülle die Ungleichung 

( 13 ) \<p{s)\<C(n)e-^*\y\. 

Ihre hiernach existierende Transformierte 0[z) = SJl“ ^ { 93 } (jar = g ist 
dann in jedem Winkelraum |#|^T9o‘“ß(®> 0) y^g^är und für ä-^oo 
durch die Reihe ( 8 ) asymptotisch darstellbar. 


17 
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14. Kap.: Indirekte Abelsclie Asymptotik. 


Beweis: In dem Streifen 4 ist y(s) regulär und genügt 

der Äbschätzong 9 j(s)<C( 0 )e~**l>’l, ist also eine »»“-Funktion, *u 
der nach 6.8 eine in —e reguläre Jlf“-Funktion 0(r) gehört, 

die den Abschätzungen 

|(P( 2 )| < Ci{ 6 )e~^ für e—. 1 » 

(<P(z)(<c»(8)e-‘”“~'” für e>f 

genügt. Sie läßt sich so darstellen: 

IIP «f too 

0(z) = Yni f — 5 )« 

x —<oo 


Wegen der Abschätzung ( 13 ) kann der Integrationsweg beliebig weit 
nach rechts verschoben werden, wenn man nur jeweils die Residuen 
der dabei überschrittenen Pole in Abrechnung brmgt: 
Wir schließen den dem ursprünglichen Integrations¬ 
weg X — ioo • • • X + ^<50 rechts benachbarten Pol a in 
ein Rechteck ABCD ein und schreiben; 





Ä + ioo 


0(z) 


2n% 


/ 


I 


/ 


2ni J 2n% 

;r-ioo ABCDA ASCDA 

Die beiden ersten Integrale vereinigen sich zu dem Inte¬ 
gral über den Weg X— D-^ X + ioo, 
das wegen der Abschätzung ( 13 ) nach dem Cauchyschen 
Satz gleich dem Integral von x*—ioo bis x* + 100 ist, 
wo X* die Abszisse von B und C bedeutet. (Vgl. die analogen Beweise 
im 6 . Kapitel.) Also ist 

Ä *+<00 

(P(^) {Residuum von z^‘(p(s) in a} + - 5 ^ J z~'^<p{s)ds. 


x*--ioo 


In analoger Weise verfährt man mit den weiter rechts gelegenen Polen 
und erfaßt: 

n x + ioo 

0[z) = —(Residuumvon ;?"*97 (5) ina + jv} + -^^ J z'~‘^(s) ds 

y«0 x — ioo 

mit 

dioc +^n< x<dioc + q(n+ i). 

Die Residuen lassen sich berechnen, indem man z" * in eine Reihe nach 
Potenzen von s— (oc + fv) entwickelt: 

JJ- * ^ s logx _ (« + ffI') logjr (s - {« + i^Dlogä! 




(i 


4.=0 


(tt + { r))* 

XI 


(logz)*. 
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püt der Laiarent-Entwicklung von ip(s), die mit den duidi ( 11 ) ge¬ 
gebenen negativen Potenzen beginnt, gliedweise multipliziert imd die 

Koeffizienten der Glieder mit ^ ^ ^ yj einsammelt. Das ergibt gerade 

das allgemeine Glied von (8). Da ferner 9?(s) in dem Streifen 
aL + qtt + 6 <*< a -[-'?(» + 1) —d 

eine «“-Funktion mit der Abschätzung (I3) ist, so ergibt sich nach 6.8, 

X + ^OO 

daß das Restglied J z~* 95(5) <is in jedem Winkelraum 

X ioo 

r^lär ist und für 1 ^ 1>1 einer Beschränkung C(€,n) 
unterliegt. 

Satz 1 und 2 zusammen ergeben die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, daß eine Funktion 0 {z) für eine asymptotische 
Entwicklung der Gestalt (8) besitzt, nämlich daß ihre MeUin-Trans- 
formierte g9(s) den in Satz 2 ausgesprochenen funktionentheoretischen 
Charakter hat. — Man kann hieraus sofort die Bedingung für die asympto¬ 
tische Entwickelbarkeit von 0 (;?) für j? 0 ableiten. Ist nämlich 0 (ar) eine 

Af®-Funktion mit den Konstanten Xi, X2, so ist offenbar ^ 
M®-Funktion mit den Konstanten i&q, — x^, — Wegen j 

00 00 

/'"■ 

0 

gehört zu 0 [y) w®-Funktion s). Aus Satz 1 und 2 ergeben 
sich also folgende Sätze: 

Satz 3 - Die Funktion 0 {z) sei int Winkelraum regulär mit 

eventueller Ausnahme von 2 = 0 und z^oo und dort für z 0 asym^ 
ptoUsch so darstellbar: 

(i 4) 0(z) ^ + a^Mog H-[- (log 2 r)*>'] 

(a beliebig komplex, ?>0) 

in dem Sinne, daß 

—= + für z->-0 

»c=0 

bei jedem d >0 ist Ferner sei 

( 15 ) 0 (;?) 5=0(|5:|^‘) für Z'-^cx> (%<?)• 

Dann ist 0 eine M^-Funktion. Ihre hiernach existierende Mdlin-- 
Transformierte y (s) = SK { 0 } ist in der ganzen linken Halbebene 81 s < — % 
regulär bis auf die in die Halbebene fallenden Pole aus der arithmetischen 
Reihe — oi^qv(v = 0,1,.;.). Der zu —a— qv gehörige HaupUeü lautet 


0 {z)dz^ 

0 


( 16 ) 


— ä(0). 


U)- 


11 


^ s + a + gv‘ r 




_ 

(s + «-l-JK)*» + * 
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Die PünkHon q?{s) unterliegt in jedem Streifen 

— 9 la— q{n-\-i) + —%—<5 

einer Beschränkung der Form 

| 9 P(s)|<C(< 5 ,«)«-Mi'l, 

wenn man die endlich vielen in dem Streifen liegenden Pole durch Heine 
Kreise ausschneidet. 

Satz 4 - Die Funktion (p{s) sei in der linken Halbehene 
bis auf die — a—(r = 0,1, 2,., regulär (a beliebig kotnfUx 
mit 9 i (—a) < — ?>0). Der zu —a— qv gehörige HaupUeil habe die 

Gestalt (16). In jedem Streifen — 9 la—^ + ^sei q>[s) 

nach Ausschluß der darin liegenden Pole durch kleine Kreise vom Charakter 
einer m^-Funklion, d. h. <p{s) erfülle die Ungleichung 1 9? (s) | < C (n) ^ 

Ihre hiernach existierende Transformierte 0(5?) = {93} dann in 

jedem Winkdraum \ü\ regulär ünd für durch die Reihe ( 14 ) 

asymptotisch darstellbar. 

Besitzt 0 (z) sowohl für z^oo wie für ^->0 cLsymptotische Dar- 
steUtmgen der Fom (8) bzw. ( 14 ) (die a und g in (S) und ( 14 ) brauchen 
nicht notwendig* dieselben zu sein) und ist, damit die Bedingungen ( 10 ) 
und ( 15 ) erfüllt sind, das —SRa = — 8102 in ( 14 ) kleiner als das ? == 
in (8) und das —8la = —Sfloi in (8) kleiner als das 5^ = j'a in ( 14 ), so 
ist 99(5) in den beiden Halbebenen 8fls> —SRog und 8fis<8tai, also, 
wenn —8fioc2<8lflCj ist, in der ganzen Ebene meromorph und nach 
Ausschluß der Pole in jedem Streifen endlicher Breite vom*Charakter 
einer w®-Fmiktion; ferner gilt das Umgekehrte, 

Unsere Ergebnisse lassen sich leicht in die Sprache der zweiseitig 
unendlichen Laplace-Transformation /(5) = Sn{P} durch die Substi¬ 
tution z = e^* übersetzen. An den Aussagen über f($)^(p(s) ändert 
sich überhaupt nichts, die asymptotische Entwicklung von F (jf) erhält 
für — 00 die Gestalt 

P(^) ^ -f- aW {—t) + • • • + i—t)^] 

während in der Entwicklung für ^->+00 an Stdle des letzten 

Faktors steht. Man vergleiche hiermit die konvergenten Reihenentwick¬ 
lungen hei der einseitig unendlichen Laplace-Transformation in 7.4. 

00 

Auf Grund der Tatsache, daß der Faltung 0 (z) (f) <^2 (j) ^ 

zweier M®-Funktionen das Produkt (p{s) =:<p^{s) (p^{$) ihrer 

Funktionen entspricht (s. Schluß von 8 . 7 ) und das Produkt zweier 
inerömorphen Funktionen wieder diesen Charakter hat, kann man aus 
den asjmiptotischen Entwicklungen von 0 ^ und 0 ^ eine as3unptotische 
Darstellung für 0 ableiten"^®®. 

Wir wollen das an eiuem wichtigen Beispiel zeigen: 
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2* Asymptotik der Stieltjes-Transformation^®® 

1 __ 

z 


so ist 


Ist speziell 0^(z) = 


0 0 

02 ist eine M®-Funktion mit den Konstanten 7 t — e, 0^ i, ihre m®-Funk- 
tion ip 2 (s) ist also in dem Streifen 0 < JR s < 1 regulär. Da 02 bei j? = 0 
und ;8f = 00 nicht bloß asymptotische, sondern sogar konvergente Potenz¬ 
entwicklungen besitzt: 




bei ; 3 r = oo 
bei z^O 


(aj = 0,?a=l), 


und da 5fta2<?i (nämlich 0< 1) und —9loci< (nämlich —1 < 1) 
ist, so ist 9?a(^) fä: 9is>0 und JRs<l, mithin in der ganzen Ebene 
meromorph, und die Pole sind alle einfach, weil die Entwicklungen 
logarithmenfrei sind. tJbrigens ist explizit (zunächst für 0<SRs<1)*: 

= sinjts * 

0 


und diese Funktion ist in der Tat in der ganzen Ebene bis auf die ein¬ 
fachen Pole z = ±jw(/^ = 0 , 1 ,...) mit den Residuen (— 1 )^ regulär. 

Nehmen wir nun an, um einen möglichst einfachen Fall zu bekommen, 
daß 01 (z) in einem Winkelraum |ärc|z^^o regulär ist und den Ab¬ 
schätzungen genügt: 

101 (z) [ < Cj II “ für z 0 {d beliebig klein) 

und 

j 0 i(z)l < Calzl”*“ für z->“oo (o) beliebig groß). 
Dann ist 0i(z) eine M°-Funktion mit den Konstanten {^ 2 ^ 

kann sagen, daß 0 i für z -^00 eine identisch verschwindende as 3 rm- 
ptötische Potenzentwicklimg hat), und ihre w^-Funktion 991 ( 5 ) ist in der 

* Das ergibt sich so (« = v z): 

000 

= j ^ ^ J '** (vzf Vdzdv ^ f f e~ ^ dvdz 

0 0 0 0 
00 00 00 

= j y «-»(!+*) dü= y 

00 0 

Die links stehende Funktion ist aber bekanntlich gleich -. 

SlUTCS 


/< 


dv 
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Halbebene regtilär. Die zu 0(z) gehörige f»®-Funktion == 

fi(s)<p^{s) hat also in der Halbebene Ks>0 dieselben Pole wie 
d.h. s=q i 4-y(i>=:0,1,...)» aber mit den Residuen (— 

(Ist <px{v + 1) =0, so ist i H-v in Wahrheit kein Pol.) Da <p{s) nach 
Ausschluß der Pole vom Charakter einer in®-Funktion (da das für 
und gilt) und zwar ist, so kann man Satz 2 an¬ 

wenden und erhält*: 

Satz 5. I« ,,SiieUjes-Transforinatiön*' 

0 

s« die ObjektfunMion 0i(z) in\arcz\^^^ regulär mit eventueller 
nähme von 0 und oo und erfülle für jedes beliebig Meine i > 0' und bediebtg 
große m die Ungleichungen: 

|4>i(«)|<Cii*|-^ für 2 -»- 0 , 
ßi' «-»-o®- 

Dam ist die ResuUa^unktion 0(z) in dem (auf einer Riemannschen 
Fläche liegenden) Winkelraum \arcz\^n-\-ß^—e (e>0 beliebig hleen) 
regulär und hat für z~*-oo die asymptotische Entwicklung 

»-0 

wo 00 

fi($) = ff-'^0i(z)dz 
0 

ist, so daß die ZaMen 

<Pi{v + i) = / if0ilz)dz 

0 

die Momente von 0i{z) bedeuten. 

Unter geeigneten Voraussetzungen über <Pi(ä) erhält man mit der- 
sdben Methode unter Benutzung von Satz 4 eine asymptotische Ent¬ 
wicklung von 0{z) für 

Ein hübsches Anwendungsbeispid für Satz 5 wird durch die Funk¬ 
tion 0i{z) ^ e“* geliefert, die die Voraussetzungen unseres Satzes mit 

erfüllt. Ihre Stidtjes-Transformierte führt bis auf den Faktor e* 
den Namen IntegrdlogarithtfUis^^^ von «*“*, abgekürzt Li(e'~^): 

oo X +0O 

= f *—du, 

0 X 

dso x + oo 

LHe->)=f—du. 

■ _ X 

* Wir müssen a «= 1, — 4P = (— + l)i ^ 1 setzen. 
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wobei das Integral horizontal zu eistrecken ist. z darf in dieser Dar¬ 
stellung alle komplexen Werte außer z^O annehmen. Nach Satz 5 

läßt sich 6‘Li{e~‘) in das Gebiet |arcz|<-j5i (ausschließlich 0 und oo) 

fortsetzen und hat dort wegen 

00 

fz*e~*dz==r{v + 4) = vl 

0 

für r->oo die as 5 mptotische Entwicklung 

oo 

»-0 

§ 2 . Indirekte Abelsche As3rmptotik 
der einseitig unendlichen Laplace-Transformation. 

Eine indirekte Abelsche Asymptotik bei der Si-Transformation 
kommt dadurch zustande, daß man eine Aussage von Abelscher Art 
über eine ihrer Umkehrformeln heranzieht. Als besonders aussichtsreich 
für diesen Zweck erscheint die Umkehrformel in 7.2, weil sie nur die 
Werte von f(s) für große s benutzt und daher für asymptotische Unter¬ 
suchungen wie geschaffen ist. Die Asymptotik dieser Formel ist aber 
bisher nicht untersucht worden, ebensowenig wie die der anderen Umkehr¬ 
formeln — mit Ausnahme der komplexen Integralformel 

x+ioo 

(la) = I <’"/(*) 

x — ico 
+ 00 

(lb) J e*^*f{x + iy)dy. 

— 00 

Für diese kennen wir einen Satz Abelscher Art (und übrigens nur einen), 
nämlich die Erweiterung des Riemannschen Lemmas auf Integrale mit 
unendlichem Integrationsintervall (Satz? [4.3]). Dieser Satz sagt aus, 
daß das Integral in (Ib), wenn es gleichmäßig für T^O konvergiert, 
mit wachsendem t gegen 0 strebt, so daß F(Q = o (e^^) ist *. Wir brauchen 
nun F bzw. / nur noch solche Bedingungen aufzuerlegen, daß F (^) aus 
seiner Ö-Transformierten /(s) tatsächlich durch (4 a) gewonnen werden 
kann. Am passendsten sind für den gegenwärtigen Zweck die in Satz 6 
[6.5] genannten Bedingungen, weil dort gleichmäßige Konvergenz von 
(4 a), aber nur für jedes endliche Teilintervall von T gefordert wird, 

• Diesem Satz für das Umkehrintegral (1 a) entspricht beim Mellin-Integral 
die Aussage 0(z) =» o(z-*). — Das Riemannsche Lemma spielt für das 
komplexe Umkehrintegral dieselbe fundamentale Rolle wie die Tatsache: /(s) 0 

für s-voo für das Laplace-Integral. 
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sa fie gjdchmäßige Konvergenz des Integrals in (Ib) genügt und 
der Faktor e*‘ nicht stört. Das führt zu folgendem 

• ^'fif)s^ßfi>Odefinierti*nd-fürt&T,wo T eine feste ZaM&O 

ts, stetig. f(s) _ ß{P} sei für ein redles s~a einfach konvergent. Bei 
^nefn x'xr sei das Integral 

+ 00 

f e**^f{x + iy)dy 


-00 


für t^T gleichmäßig konvergent. Dann ist 

F{i) = o{d*) für t-*oo. 

Selbstverständlich liefert der Satz eine um so schärfere Abschätzung 
je Jc^er man x wählen kann. Im günstigsten Fall kann man dafür 
die Konvergmabszisse bzw. eine beUebig nahe an ihr liegende Zahl 
rau en. wollen aber jetzt noch wätere Bedingungen hinzunehmen, 
me es gMtatten die Konvergenzgerade zu überschreiten und in die 
MgidanmshMebene, die ja größer als die Konvergenzhalbebene sein 
ann, vorradnngen, ja sogar bis zu deren Begrenzungsgeraden, nachdem, 
me im vongp Paragraphen, die durch die dort liegenden Singu- 
lantäten verursachten Funktionsbestandteile (Hauptteile von Polen 
nsw.) subtraluert sind. Gerade diese Erweiterung wird wie in § 1 erst 

EntmcMungen, d. b. zur Heranziehung beliebig 
vielcar Vergleachsfunktionen führen können i“. 

, erste Station auf diesem Wege ist eine Gerade in der Regularitäts- 

^bebpe. Wir nehmra eine Bedingung hinzu, die die Verschiebung 
des Integrationsweges in (ta) bis zu einer solchen gestattet, 
it /ör i > 0 definiert und^ für t^T{T fest^O) stetig, 

' } —a einfach konvergent. Bei einem gewissen 

x >ce sei das Integral 

+ 00 

J^^*^f{x + iy)dy 

ullfl l^v^genl. b) WeiterUn sei /(s), ah reguläre Funk- 

Salbebene ms>a{a^a) analytisch umi besitze für 
wr mit f{a + iy) bezeichnen) in dem Sinne, 
Funktion f{s) inms^a zwei- 

danensional stetig ist. Das Integral 

+P® . 

f e**yf{a + iy)dy 
— 00 

sei für t^T ghiehmäßig konvergent, c) Schließlich sollen die Integrale 

^ + x — im 

J e*‘f{s)ds. f d’f(s)ds 

» + io> 

►oo gegen 0 streben. Dann ist 
F[t)=zo{ek*) für t-*oo. 


bei T für ca- 
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Beweis: /($) ist im Innern des Rechtecks mit den Ecken 
Ä—io), x—i(üy a + i(o 

regulär und einschließlich Rand stetig, also ist nach dem auch für diesen 
Fall gültigen Qauchyschen Satz* das Integral von erstreckt 

über den Rechtecksrand, gleich 0. Läßt män co gegen oo streben, so 
verschwinden wegen c) die Beiträge der horizontalen Seiten, xmd es 
bleibt übrig: 

O + tOO X + iOQ 

f tf^f{s)ds = -^ f e‘‘f{s)ds. 

Wegen a) ist nach Satz t Käie rechte Seite gleich F(t), also auch die linke; 

a + » 00 +00 

/ tf‘f{s)ds = -^e‘* J e*‘yf{a + iy)dy. 

a — » 00 — 00 

Auf Grund von b) liefert Satz ,4 [ 4 . 3 ] die Behauptung. 

Bemerkung. Wer die oben benutzte Erweiterung des Cauchyschen 
Integralsatzes nicht kennt, setze voraus, daß f{s) in jedem en^chen 
y-IntervaU gleichmäßig gegen eine (auf Grund der Regularität von f{s) 
eo ipso stetige) Randfunktion / (fl + 1 y) strebt, wende den Cauchyschen 
Satz auf ein Rechteck an, dessen linke Seite die Abszisse a + e hat und 
lasse e 0 streben. — Statt dessen kann man auch voraussetzen, daß 
in jedem festen y-Intervall f{a-\-e + iy) für alle e>0 gleichmäßig 
beschränkt ist und für e 0 einer integrablen Grenzfunktion zustrebt. 
Dann hat man bei dem an dem Cauchyschen Satz vorgenommenen 
Grenzübergang e->0 den Satz von Arzelä (S. 96 ) anzuwenden. 

Macht man über die Randfunktion f{a + iy) Differenzierbarkeits¬ 
voraussetzungen, so kann man die Aussage von Satz 2 noch verschärfen. 

Satz 3 . Außer den Voraussetzungen a), b)**, c) von Satz 2 sei noch 
folgende Bedingung erfüllt: d) Die Randfunktion f{a + iy) besitze n 
Ableitungen nach y: /'(fl + t y),..., (fl + iy)- Die Funktionen 

f{a + iy), f'{a + iy),..., (a + iy) 

mögen für y -► ± eso den Grenzwert 0 hohen. /<"' (« + t y) sei in jedem 
endlichen Intervall integrabel und 

+ 00 

J e^^yß**^(a + iy)dy 
— 00 

* Zuerst von Pollard 1923 bewiesen; einfacher Beweis bei H. Heilbronn: 
Zu dem Integralsatz von Cauchy. Math. Z. 37 (1933) S. 37-“38. 

+ 00 

Die Voraussetzung, daß f /(a + iy) dy für / ^ T gleichmäßig konvergiert, 
— 00 

ist jetzt zu streichen. 
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konvergiere für T gleichmäßig. Dann ist 

F(t) = o(tr*^*) für t-*oo. 

Beweis: Nach Satz 2 ist 

+/■“ . 

J e'‘*^f{a-friy)dy. 

— 00 

Da die Fuidctionen ß(a-\-iy),..., ß*'^{a-\-iy) in jedem endlichen 
Intervall integrabel sind, so gelten folgende Gleichungen: 


+ 00 


+ 0> 
a)*<>oo —<0 


J «*'^/(« + *y)dy= lim J e**^f(a-\-iy)dy 


= lim 

«o-^ool 


+ ® 


\^e**U{a-^iy) ll—h !+ 


+ 00 


= —^ f e^*^f'(a + iy)dy, 

— 00 

+ 00 +00 
/ ei*yf'(a + iy)dy^-~^ f e^*y f {a + iy)dy, 


+ O0 +0O 

J (aH-iy) Äy = —J f^**^a + iy)dy, 

— 00 —oo 

(Die Existenz des letzten Integrals rechter Hand ist hiermit bewiesen.) 
Hieraus folgt 

+ 00 

2ne-'^*F{t) = f e»yf^^{a + iy)dy. 

— oo 

also auf Grund von Satz 4 [ 4 . 3 ] die Behauptung. 

Wir geben nun unserer asymptotischen Methode eine neue Wendung: 

Haben wir es mit einer Funktion f{s) zu tun, die für SR s > <» regulär 
ist, auf SRs = a aber eine Singularität im Punkte besitzt, so werden 
wir versuchen, eine möglichst einfache Funktion 0 (t) zu finden, deren 
S-Transformierte 99 ( 5 ) dieselbe Singularität wie f{s) (und keine weitere) 
auf SRs = a hat. Erfüllt dann die Differenz f(s) — 9 ?(s), die nun in Sq 
keine Singularität mehr hat, die Bedingungen von Satz 3, so erhalten 
wir eine Relation der Form 

(F (t) —<P{0)->0 für ^->-oo, 

d. h. F(t) wird durch 0{t) differenzasymptotisch dargestellt, imd zwar 
ist der „Fehler'' 0 (^“** ^*). — Wir werden nun gewisse Typen von SingUr- 
laritäten, nämlich algebraische (imter denen auch die Pole enthalten sind) 
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und logarithmische, vollständig diskutieren*. Es soll sich dabei um 
folgende Typen handeln: 

^ 1 — j-, wo ß komplex + 0 , — 1 , — 2,... ist 

(die ausgeschlossraen Werte entsprechen den Fällen der Regularität 
und kommen daher nicht in Ftage); 

log -- ^o) ß beliebig komplex ist. 

L-Funktionen, deren /-Funktionen im Endlichen überhaupt keine 
anderen als Singularitäten dieses Typus haben, sind uns schon bekannt. 
Aus den Beweisen der Sätze 4 und 5 [lO.t] ergibt sich nämhch: Zu 


gehört 

Zu 

I 

gehört 

Zu 


0,(t) = 

yi(s) = 






-1 


{SR/S>0) 


0 

I 


(s —io)^ 

für 0^<< t 


r(ß) 


ta-i 




?>»(«) = 


für 

1 

(s-So)" 


gehört 

Zu 

<P*(/) = 

gehört 


0 für 0S/<1 

für 


(31/5^0, ^+0, —f,-2,...) 
+ ganze Funktion. 

(A = 0,1,2..,) 


9>8 (s) = (s— So)* log (s—So) + ganze Funktion. 


fürO^/<i 




(j94=0,-1,-2,...) 


yjs) = + ganze Funktion. 


Wir formulieren nun folgenden 

Satz 4. a) F{t) sei für t>Q definiert und für t^T(T fest^O) steHg. 
= g(jP} sei für ein reeUes s = a einfach konyergent. Bet etnem ge- 
wissen x>a sei das Integral 

+00 


/ e'*yf{x-^iy)dy 


* Handelt es sich nm Singularitäten, in deren Umgebung die 
eindeutig ist, so ist es viel einfacher und der funktionentheoretischen 
der Un^uchung angepaßter, statt ?)(s) zu subtrahie^. den Integmtionsweg 
aber die Singularitäten hinwegzuschieben und die RosiduOT d^Or in 
zu steUen. In der Umgebung der im folgende betrachteten Singularitäten 
aber /(s) im allgemeinen logarithmisch verzweigt. 
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für t^T gleichmäßig konvergent, b) /(s) sei, als reguläre FunJUion he- 
trachtet, in der offenen Haliehene a{a^a) analytisch. In der ab¬ 
geschlossenen Halbebene lasse sie sich so darstellen, wobei Sq 

Punkt der Geraden = « ist: 

1. /(5) = + y(s) 

oder 

2 . f{s) = -5-5 + v (s) {8i/tS 0, 0. -1, - 2,.. .) 

oder 

3 . /(s) -.='c(s— So)* log(s— So) +'yi(s) (* — 0 , 1,2,. . 

oder 

4. /(s) = c ^f ; ^+y(s) (/J=t=0.-1,-2,.,.)- 

(S 50)'^ 

Hier sei ip{s) jeweils eine in stetige (für 'Sts> a eo ipso reguläre) 

Funktion, deren Randwerte rp{a + iy) n-mal differenzierbar sind (n^O)* 
y») -I- iy^ sei in jedem ei^ichen Intervall tntegrahel. c) Die Integrale 

JO» x^im 

J e^’f(s)ds. J d>f(s)ds 

a + j<o »—io» 

soüen bei t^T für, (o-^oo gegen 0 drehen, d) Nack den Voraussetzungen 
über tpis) unter b) existiert die Randfunktion /(« + iy) außer für y = Ö Sq 
und ist n-mal differenzierbar. Die Funktionen 

/(« + ^' y)» f (« + ^‘ y),. -, (ß + i y) 

mögen für y-^±oo rfeti Grenmert 0 haben. Die beiden Integrale 
J y(») {a + iy)dy, Je**^{a + iy}dy, 

-00 y, 

wo y^ und ya zwei feste ZaMen mit yi< SSq< ya sind, sollen für 
gleichmäßig konvergieren. Dann ist 

in den Fällen 1 und 2: =0, 

im Fälle 3 : liniris“®* + c (— 4 )*ÄI= 0 , 

*->oo 

im Faüe 4: ~ ®' 

Bemerkung: Liegen auf Slfls = « endlicb viele Singularitäten der 
betrachteten Art, so gilt eine sinnentsprechende Verallgemeinerung. 

Beweis: Wir wollen den Satz3 auf F,(^) =F{t) — c0„{t) (v = 1,2,3> 4) 
anwenden. Die S-Transfonnierte dieser Funktion ist /, (s) = / (s) — cq?^ ( 5 ). 
Setzt man den expliziten Ausdruck von 99 , (s) ein, so ergibt sich, daß 
fp (^) =f{s) + ganze Funktion ist. Geht man nun die Voraussetzungen 
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von Satz 3 durch, so sieht man, daß abgesehen von den evideixtermaflen 
erfüllten Bedingungen noch folgendes gelten muß: 

+ 00 

L Mit dem x der Voraussetzung a) ist J fp {x + iy)dy für 
t^T gleichmäßig konvergent. 

je + io) x — io> 

/y (s )ds und f /, (s )ds streben bei t^T für co 00 

a+io) a —»0» 

gegen 0 . 

III. (« 4- ♦ y) 0 für y-* ±cx) bei r = 0 , 1 ,.. 1 , und 
+ 00 

f {a + i y) dy konvergiert *für t&T gleichmäßig. 

—00 

Dazu genügt es, folgendes zu beweisen: 

+ 00 

r. Bei jedem a; > a ist f e**y(p^{x + iy)dy für gleichmäßig 

konvergent. "" ~ 

+ f fl) x^iat 

ir. / e*^<p^(s)ds und f (p^ (s) ds streben bei t^T für ca ^cxd 

a + iö) a — tcu 

gegen ü. 

III'. Für jedes « = 0 , 1 , 2 ,... ist (a + * y) 0 für y -»• ± cx) 

; oo 

^ 0 *) j y'^ sowie J (a + i y) dy für T gleich- 

-00 y, 

mäßig konvergent. 

Ehe wir diese Bedingungen der Reihe nach in allen vier Fällen des 
Satzes verifizieren, schicken wir folgende Hilfssätze voraus: 

00 

Lemma 1 . Ist f \(p {x + i y)\dy konvergent, d, h. q)(x-i-iy) bei 

yi 

oo 

y = oo absolut integrabel, so konvergiei;t f ^ {x + i y) dy für alle 

y. 

?* 

reellen t gleichmäßig. Analoges gilt für ./. 

— OO 

Dieser Satz ist selbstverständlich. 

Lemma 2 . Ist cp' {x + iy) bei v = + oo absolut integrabel und 

00 

lim (p{x'\-iy) =0, so konvergiert / (p{xi y) dy für ;f^r >0 

y-»-+oo y, 

gleichmäßig. Analoges gilt bei y = — 00 . 

Beweis: Durch partielle Integration folgt: 

^ fl), 

f q)(x + i y) dy = jj e'‘y <p{x + i y) f e*‘y^'{x + iy) dy, 

ä>i 0)1 
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also für t^T: 

OH 


j e**y<p(x+iy)dy |9j(#+*<öi)| + | 9 j(*+*ö>J| + J\q>' {x-\-iy)\dyy 

J»1 \ ay / 

Auf Grund der Voraussetzungen ist diese Abschätzung für alle hin¬ 
reichend großen eoi und a)| beliebig Mein. 

{y 

Lemma 3- Für die Funktion y(y) = jy ist (p{y)Ay bei 

y.=s±oo für alle ^^0 gleichmäßig konvergent {x ist beliebig reell). 

Beweis: Durch partielle Integration ergibt sich: 

( 0 | • 


J x + iy ^ + 0 (^ + iy) 


+ 


also für ^^0: 

«* 

1 «h 


Tir/ 




{x + iy) 


^dy. 


«>1 


«* 


.<y 


x + iy 


dy 


OH 

]x + im,\ +/■ 


dy 

x + iy\*' 


\x + i(Oi\ 

I I wi 

Diese Abschätzung ist, wenn |<ai[ und [ojI oberhalb einer hinreichend 
großen Zahl liegen, beliebig klein. 

9>i(s) ‘ 


Falll. 


— Sq)^ 

Für festes ffts = ist, = a + iy^ gesetzt: 
also 

¥i(x + iy) -- 


(ßß > o) 


{x — a + Hy — y^f'i’^ ' 

Nach Lemma 2 ist I' erfüllt, ebenso der auf « = 0 bezügliche Teil von 
Iir. Die übrigen Bedingungen sind offenkundig erfüllt. 

00 

Fall2. ,p^{s)=^Je-<^‘—1*tl‘-^dt (ßß^ 0 .ß^ 0 ,—i.— 2 ....). 
0 

Durch zweimalige partielle Integration ergibt sich für 8ll^>8l5o= 

+-fei / 

= *~ **"*•* 4. [ .-(*-»•>* ,;?-8 <”, ß-2 iß-aail 

J—*0 S — s, 1^—(i — S,) 1 S — SfJ J 


S—Sft 
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I' ist für den ersten Summanden nach Lemma 3 , für den zweiten nach 
Lemma i erfüllt. Der dritte läßt sich für s = a; + i y, wo % sogar ^ a 
sein kann, so abschätzen: 


Is-Sol* 


00 

J g-(*-«)< 

1 




da das letzte Integral wegen ^Slß^O konvergiert. F ist also für diesen 
Snnnnanden nach Lemma 1 erfüllt. Zugleich sieht man, daß II' befriedigt 
ist. Ferner ist der ursprüngliche Ausdruck für q> 2 {s) auch noch für alle s 
auf der Geraden 3is = 9tso = a konvergent, denn für 9l/J<0 ist das 
Integral sogar absolut konvergent, für iR s = 0 wenigstens bedingt 
konvergent, wie man sich leicht überlegt. Nach Satz i [ 4 . 2 ] sind die 
Randwerte von die als Grenzwerte von tp^is) für {Rs-^a definiert 
sind, gleich den Werten des Integrals für 5Rs = a*: 


Durch n + l-malige partielle Integration erhält man: 

+ {ß-i){ß-2)---(ß-n) 


(t (y— 


{ß-i)(ß-2)- • -(ß-n-i) 


(»(y—y.))' 


,»+i 


1 

-»(y-y.) 


Bei der Differentiation eines Ausdrucks der Gestalt- 


nachy 


(t {y-y<i)Y 

entstehen zwei Terme gleicher Bauart, der eine mit dem Exponenten v, 
der andere mit dem Exponenten v + i. Durch «-rnalige Differentiation 
(n^O) der eckigen Klammer entstehen also lauter Ausdrücke dieser 
Bauart, und zwar mit Exponenten 1 . Für alle diese Glieder ist nach 
Lemma 3 (für r = 1 ) und Lemma 1 (>»> 1 ) die gleichmäßige Konver¬ 
genz der Integrale in IIF gesichert. — Den zweiten Summanden in 
r{ß) (p{€(. + iy) differenzieren wir nach der Regel 


mit 


n 

<l”^k{y)Hy)) ^ y (« \ ä’ljy ) 

(iy* ^\i} dy”-> dyf 

i = o 


* Dieser Punkt bedarf, je nach der Art, wie der Begriff ,,Randwert'* definiert 
ist (b. Satz 2 und die Bemerkung am Schluß) noch einer mehr oder weniger aus¬ 
führlichen Betrachtung, die auch die Stetigkeit der Randfunktion, die aus dem 
folgenden hervorgeht, berücksichtigen muß. 


Doetsch, Laplaöe-Transformation* 


18 




274 


14. Kap.: Indirekte Abelsche Asymptotik. 


Exponenten n + i n + 2 der gleichen Gestalt jAit den 

von i können durch r)ifferpntiä+,™ « ersten Ableitungen 

weil die entstehenden Inteirr i Integral gebildet werden, 

entstellenden Integrale m y gleichmäßig konvergieren: 

. 00 

nnd in y beschränkt. Die 

Zähler eine beschränkte Funktion ^ ^ Summanden, die im 

(y —yo)"'*'^ (» = 0 l 1 b K/. ™ Nenner mindestens die Potenz 

Integrale in HF 'elei^ä w^ 3 «nd 1 sind daher die 

V’?^(ä + ty )-^0 für y-».±o<^ 2 “gl®lcli sieht man, daß 

FaU3. (J = 0 ,i 2 ,...). 

p^rtelk Int^oon (. = 0 . (,...) erhält nrhn: 

*' +• • ■ +(-!)• (4+t) • ■ • 

00 So) ^ 

Ist 8 «^> 0 , so betrachtet man einfacher Hno, o 

(was nur die Addition einer ° “ erstreckte Integral 

00 ganzen Funktion bedeutet). Es ist 


00 i^Liun Deaeutetj. Es ist 

/J _ i r(ß) 

r.‘ <-*•)' 


also 


:-:ngL_ P(/>) , , 

(s- s»)^ {s _ — «o). 


{ r(fl 

la 2 ZftlO+ Hoß T_ J 


-vrw ^ 0 )- 

Lemma 2 zeigt, daß die IntearaTe in t' j tt^. 

Die Ableitung des letzten Ausdrucks '^t ®^“^^äßig konvergieren. 

_^(ß+i) ■ p,.. 

TX- + 

^ übrigen 
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Ist 91/8^0, jß4=0, — 1 ,..so genügt es, das Integral 
1 

2 U betrachten, da man 9 ) 4 ( 5 ) hieraus durch Kombination mit Fall 2 
erhält. Durch partielle Integration ergibt sich 


00 

” 1 

Das Glied 


\ 


S— So 



braucht mau nicht zu berücksichtigen, da es schon durch Fall 2 erledigt 
ist. Das testierende Glied 


00 

f e-(>->>)‘if>-nogtdi 

S — So J 
1 


behandelt man in gleicher Weise weiter und sieht, daß man durch hin¬ 
reichend oftmalige Wiederholung dieses Prozesses eine Gestalt erreichen 
kann, an der sich genau wie in den obigen Fällen für die Funktion und 
ihre Ableitungen alles Erforderliche ablesen läßt. 

Fall 4 ließe sich übrigens (in Analogie zu dem am Schluß von 14.1.1 

Gesagten) auch so behandeln, daß man - y- —multiplikativ aus 

iJt — Ää r 


log(s — Sq), das ist Fall 3 niit Ä = 0 , und 


1 

{S’-Sof* 


das ist Fall 1 und 2 , 


zusammensetzt. Dem entspricht die Faltung der L-Funktionen, und 
diese läßt sich ziemlich leicht diskutieren^®^. 


§ 3. Anwendungen. 

1 . Das asymptotische Verhalten der ganzen Funktionen 
vom Exponentialtypus. (Beispiel: Besselsche Funktion.) 

Wie wir aus dem 5. Kapitel wissen, ist die /-Funktion f{s) einer ganzen 
Funktion F{t) vom Exponentialtypus im Unendlichen regulär und 

00 

gleich 0 , d. h. von der Form f(s) = ^ einem solchen F{t) 

kann man in S {F} als Integrationsweg jeden Strahl mit der Richtung 
<p von 0 nach oo wählen und erhält Konvergenz in der durch die Stütz- 
gerade der SingularitätenhüHe ffi von f{s) senkrecht zur Richtung —-99 
begrenzten Halbebene. (Konvergenz- und Regularitätshalbebene sind 
hier identisch.) Die Ergebnisse von § 2 lassen sich, natürlich sofort 

18 * 
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airf dpr beliebiger Integrationsrichtung qj) übertragen. Li^en 

SiS»I«ritäta der in 5 2 
Bezeichnuneism .' Satz 4 mit a = ä(— 95) anwendbar, wo Ä in der 
mit Ausnab^ Stützfunktion von U ist. Denn /(s) ist 

reenlär tmH t* ®“S'^^*äten sogar über die Stützgerade hinaus 
Ableituniri»« ^ ^det im Unendlichen von mindestens erster, seine 
von Satz 4 hiW zweiter Ordnung. Die Voraussetzungen 

sofort zu vprif- ^ (unter Zuhilfenahme von Lemma 2) 

zu unteixiirliA^^*^*^’ bloß noch die Restfunktion y(s) daraufhin 

bedeutend m > wie oft sie differenzierbar ist. Die Aussagen liefern 
Abschätzung ^ friiber in 5.4 gefundene, sehr summarische 


d. h. 


r*>oo 


ß * für alle y>ro(c), 

_ fl < i“) unendlich viele r (e> 0 ). 

siSt^wb^^’ die Lage der Singularitäten berück- 

ChamUer ’ * ^ Größe k{—ip) ausdrückt, sondern auch ihr 

Entwicklung der Besselschen Fwnh- 
t*on /o(f) erwähnt (vgl. 12 . 4 . 2 ) w«. Hier ist 

Vi + s* Vs —t v^ 4- * 

einzigen singulären Stellen sind s == ^ t, die algebraische Singulari- 
ten ^ ter Ordnung sind. Für 9? = 0 und 9) = jr liegen beide auf der 

stre^?^^. (die hier einfach die Verbindungs¬ 
klärt sirh wnn"^ * ^ ^ andere Richtung nur eine. Hiermit 

warum die “deren Gesichtspunkt als früher (12.4.2) auf, 

ist fzwei Reilw^^ ''^on für reelle t komplizierter 

sJi is® ^ ^ ^ komplexe (eine Reihe). In der Umgebrag von 

/(s) = {s-i)-i(2t + (s-,-))-i = (s-ifi^ (“/) (^)’’ 
==&*Ei VC-O”!’(»' +i) . 


Pm .0 


Analog güt in der Umgebung von s ==—,•: 

f{s) = tz^gl f< i=llO>±iL (. 4 . .•/“ * 
1 ^" vl(— 2 «’ ' "b*! 


■>-0 
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Die Differenz 


v(s) =/(s) 


(2t)~* ^ {-iyr(v+i) 


(s-,r 


-i 


(~2i) * ^ 
^ »=0 


(~iYr(v+i} 

»>l(-2*)' 




beginnt mit den Potenzen (s —bzw. + ist also auf 

der Geraden Sls = 0 stetig und «-mal differenzierbar, und die «*® Ab¬ 
leitung ist in jedem endlichen Intervall integrahel. Nach Satz 4 (Fall 1 
und 2 ) ist also für reell gegen oo wanderndes ^ ( 9 ? = 0 ): 


lim 

‘'i-x» 



(2«r^ (-iYr{v+i) 
iH r{k-v)v\{2ir 


was auf denselben Ausdruck wie S. 242 führt. Ebenso ergibt sich die 
Entwicklung für die anderen Richtungen 9 ?. 

In 12 . 4.2 erreichten wir diese Resultate durch direkte Abölsche 
Assmaptotik auf methodisch sehr viel einfacherem Wege. 


2, Asymptotische Potenzentwicklung für F(t) bei t=oo. 

In 13 . 1.2 leiteten wir unter gewissen Tauberschen Bedingungen 
aus einer Entwicklung von f(s) nach ganzen und gebrochenen Potenzen 
in der Umgebung von s = 0 eine as)nnptotische Entwicklung für F (i) 
bei ^ = 00 ab, die durch das Wegfällen der ganzzahligen Potenzen merk¬ 
würdig war. Formal dieselbe Regel läßt sich unter ganz anderen Be¬ 
dingungen vermittels der Methode in 14.2 ableiten 

Satz 1. F[i) sei für < >0 definiert und für t^T [Tfest^O) stetig 
f{s) = S{F} sei für ein reelles s = (t>0 einfach konvergent Bei einem 
gewissen x>a sei das Integral 

+ 00^ 

j e^^^ f[x + iy)dy 

—00 

für t^T gleichmäßig konvergent, f{s) sei, als reguläre Funktion betrachtet, 
für SR s ^ 0 analytisch (also ein Stück über SR s = 0 hinaus ), mit Ausnahme 
der Stelle 5 = 0, in deren Umgehung sich f(s) so darsteUen läßt: 

/(^) ~ "7 (^0 + ^0 ^^ + ^1 + <3(2 5 ® + ^2• 

In dem Streifen O^'Sts^x strebe f(s) gleichmäßig in SRs gegen 0 für 
|Ös|->cx>. Die Ableitungen f {iy), • • - sollen für lyj-^oo gegen 

0 streben (n^l) und {iy) bei y=±oo absolut integrabel sein. 
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Dann ist 


lim 

t~^oo 


fw-».- 


' <t_ n 


■iYk 




J 


selbstverständlich auch anwendbar, 
wenn alle a von vornherein verschwinden. 

Beweis: Die Voraussetzungen von Satz 4 { 14 . 2 ] hinsichlich f sind 
erfüllt. (Wegen der gleichmäßigen Konvergenz von J und J (iy) dy 

beamte ^mma 2 in 14 . 2 ; die Veraussetzungen von Satz 1 

mpio* .*^^1 Anwendungen bei Differentialgleichungen 

meist erfüllt suid.) Setzen wir o -o 


f(s)- 


ifÄ-O 




= V'(«). 


für msfeo regulär mll Ausnahme der Stelle s = 0, in deren 
Umgebung es die Gestalt 

y (^)=(«1+«ss + ••••)+ J«+i s“+i . 

V(*y) sind daher «-mal differenzierbar, und y>^"^ (iy)' 
^ m^ledan «idhchen Intervall intrsrabel. Also ist nach SaK 4„FalH 


lim t" 

i->-oo 


Wegen 


»I 

F(t)~a.~ 'V— 


= 0 . 




ist das die Behauptung. ^ ^ ■bi'l 

haben beachte, daß wir in 13.1 etwas mehr bewiesen 

Bort wurde der vor der eckigen Klammer stehende Faktor 

^ Wh ^ entspricht nicht genau dem, 

-- Poinird (12.2) 

(vgl ■2^Tüb?Ie^L'^®"?'*\r™" Operatorenrechnung 

srTÄ~ - «““Ä - 

dazu vor allpm n a* ^ Reihe weiterer Bedingungen muß 

g nS Ä 

+ anderen Smgulantäten überhaupt nicht berücksichtigt 
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IV. Teil. 

Integralgleichungen. 

15 . Kapitel. 

Integralgleichungen vom reellen Faltungstypus. 

§ 1 . Die lineare Integralgleichung. 

Wir beginnen jetzt mit der Behandlung von FmlUionalgleichungen 
vermittels der S-Transformation, und zwar zimächst von gewissen 
Integralgldchungen. Eine Ivtegralglekhung besteht in der Forderung, 
eine Funktion zu finden, für die eine Vermittds Integralen gebildete 
Funktionaltransformation einen vorgeschriebenen Wert hat. Das ein¬ 
fachste Beispiel liefern die sog. linearen Integralgleichungen 

i 

G{t) = f K(t,r)F{r)dT (1. Art) 

a 

b 

F{t)=:G (f) f K{t,T)F{T) dt (2. Art), 

a 

WO G und K gegebene Funktionen sind, während F{t) gesucht wird. 
Ist die obere Grenze h im Integral konstant, so heißt die Gleichung vom 
Fredholmschen Typ, wird sie durch die Variable t ersetzt, so heißt 
sie vom Volterraschen Typ, Es liegt hier eine vermittels eines Integrals 
gebildete Funktionaltransformation vor: 

b 

%{F}=fK (t, x) F ( t ) dx~G {«) 

a 

bzw. 

%{F)^F{p)-f K{t,x)F{,x)dx-G{{\.. 

a 

und verlangt wird, die Funktion F{t) zu bestimmen, für die %{F} = 0 
ist. Die Theorie der linearen Integralgleichungen ist durch die Arbeiten 
von VoLTERRA, Fredholm, Hilbert, E. Schmidt imd vielen anderen in 
voller Allgemeinheit durchforscht. Über nichtlineare Integralgleichungen 
ist , dagegen nur verhältnismäßig wenig bekannt. Wir werden uns hier 
mit Gleichungen beschäftigen, die eine ganz spezielle Bauart haben, 
aber keineswegs linear zu sein brauchen. Es soll sich nämlich um solche 
Gleichungen handeln, bei denen die vorkommenden Integrale als Fol- 
Uingen ( 8 . 4 ) aufgefaßt werden können. Derartige Gleichungen nennen 
wir Integralgleichungen vom FaÜungstypus. Durch Anwendung der 
S-Transformation gehen die Faltungen der L-Funktionen in einfache 
Produkte der entsprechenden /-Funktionen über. Im /-Bereich ent¬ 
spricht der Integralgleichung eine algebraische Gleichung, die ein unver¬ 
gleichlich einfacheres Problem darstellt. Aus ihrer Lösung erhält mau 
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durch Aufsuchen der entsprechenden i-Funktion die Lösung der Integral¬ 
gleichung. Damit stoßen wir zum erstenmal auf eine Methode, die 
wir in der Folge unausgesetzt anwenden werden: Liegt im Objektbereich 
eine komplizierte Funktionalgleichimg (z. B, Integralgleichung oder 
Differentialgleichung oder Differen'zengleichung u. ä.) vor, so versuchen 
wir, sie durch eine FunkHonaUransformation wie z. B. die fl-Transforma- 
tion in ein einfacheres Problem im Residtatbereich zu „Übersetzen'* Läßt 
sich dieses lösen, so braucht man nur noch die Lösung in den Objekt¬ 
bereich zurückzuübersetzen. Das Schema dieser Methode sieht also so 
aus: 

Schema. 

Ot^ektbereich: Kompliziertes Problem--->> Lösung 



Resultatbereich: Einfaches Problem—-->-Lösung 

Anstatt die Lösung in dem vorliegenden Bereich unmittelbar vorzu¬ 
nehmen, macht man den durch die drei Pfeile im Schema bezeichneten 
Umweg über einen zugeordneten Bereich. In den folgenden Kapiteln 
werden wir sehen, wie dadurch viele Probleme eine überaus durchsichtige 
Lösung erfahren. Im einzelnen stellen sich dabei natürlich noch mancher¬ 
lei Schwierigkeiten ein. 

Wir erläutern das Gresagte zunächst am Beispiel der linearen Integral¬ 
gleichung 1®®. 


i. Die lineare Integralgleichung zweiter Art. 

Es sei die lineare Integralgleichimg zweiter Art vom Volterraschen Typ 

(1) F{t) = G(<) + J K{t—r)F{x) dr = G{i) +K*F 

0 

vörgelegt, bei der also der Kern K(t,r) nur von der Differenz t — t 
abhängt, so daß das Integral eine Faltung darstellt. Wir setzen zunächst 
voraus, ^ G und K £-Funktionen sind und daß ß {if} irgendwo absolut 
konvergiert, daß also K eine la-Funktion ist (s.3.2). Gibt es nun eine 
Lösung F, die eine L-Funktion ist, deren ß-Integral aber nicht absolut 
zu konvergieren braucht, so güt nach Satz 7 [ 8 . 5 ] für. die zugehörige 
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i-Fvinktion in einer Halbebene, wo Ö{F}, S{G} einfach und Ä{iiC} 
absolut konvergieren, die Gleichung 

( 2 ) f{s) = g{s) + k{s)f{s). 

Das ist eine lineare algebraische Gleichung, die sich sofort lösen läßt: 

( 3 ) /(s)== i-his)"’ 

Damit ( 1 ) eine i-Funktion zur Lösung hat, ist also notwendig, daß 
- Halbebene eine f-Funktion darstellt. Eine 

spezielle der unendlich vielen zugehörigen I-Funktionen heiße Fq. Aus 
( 3 ) folgt ( 2 ) und hieraus nach Satz t [ 3 . 7 ]: 

F„{t) = G{t) + jK{t-x)F{x)dx + NM. ' 

0 

wo JVo(f) eine gewisse Nullfunktion ist. {f(s)—g[s) — k{s)f{s) ist iden¬ 
tisch 0 , jede zugehörige L-Funktion, z. B. also auch F{t) — G(<) — K *F 
ist daher eine Nullfunktion.) Die Funktion F[t) = Ff^{t) —iVo(<) ist 
also Lösung von (t), so daß die obige Bedingung auch hinreichend ist. 
Man findet F{t) folgendermaßen: Ist G(^) stetig, so muß wegen der 
Stetigkeit von K*F auch F{t) stetig sein. Man hat also aus den zu 
f{s) gehörigen L-Funktionen, die einzige (nach dem vorigen sicher vor¬ 
handene) stetige auszusuchen. Ist G(f) nicht durchweg stetig, so muß 
F(f) dieselben Unstetigkeiten wie G{f) haben, d. h. F(t) — G{t) stetig 
sein. Wir erhalten damit: 

Satz 1 . In der Integralgleichung mit der Unbekannten F(t'^ 

t 

( 1 ) F(<) = G (0 -fy K{t—x)F{x)dx 

sei G eine L-Funktion und K eine La-Funktion. Notwendig und hinreichend 
dafüry daß ( 1 ) eine L-Funktion zur Lösung hat, ist, daß 
g(s) = ß{G}, ^(5) s= Si{K} eine i-Funktion darstellt. Unter den unend¬ 
lich vielen zu gehörigen L-Funktionen ist als Lösung F diejenige aus¬ 
zuwählen, die die Differenz F{t) — G [t) zu einer stetigen Funktion macht. 

Es sei darauf hingewiesen, daß hierbei die gesuchte und die gegebenen 
Funktionen nicht wie in der klassischen Theorie meist üblich, als eigent¬ 
lich integrabel oder quadratisch integrabel vorausgesetzt zu werden 
brauchen, sondern daß sie beim Nullpunkt absolut uneigentlich inte¬ 
grabel sein können, so daß die Integralgleichung nach dem klassischen 
Sprachgebrauch eine „singuläre*' sein kann. 

Unser Residtat läßt sich nun nach verschiedenen Richtungen ver¬ 
bessern. Wir schreiben (3) in der Gestalt 

(4) f{s) =-g{s) + g{s)j^^-j^. 
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Hieraus sieht man, daß unter unseren Voraussetzungen f(s) sicher eine 
/-Funktion ist, sobald 

, V Ä (^) 

( 5 ) 

eine /^-Funktion (siehe3.3) darsteUt, denn zu g-? gehört dann nach 
Satz 7 [8.5] z.B. die X-Funktion wo = ? ist. (Welches 

unter den möglichen Q genommen wird, ist gleichgültig.) Setzen wir 

i 

■ F[t)^G\}) + Qi^G^G{t)^ J Q[t—n:)G{x)dx, 

0 

so ist automatisch F—G stetig und datier F eine Lösung. 

Damit erhalten wir: 

Satz 2. Ist G eine L-Funktion und K eine Lf^'-Funkiion, so ist, damit 

k ( 5 ) 

(1) eine L-FunMion als Lösung hat, hinreichend, daß q (s) = 

eine If^-Funktion darsteUt Vermittels ihrer zugehörigen Lf -Punkhon Q{t) 
läßt sich die Lösung so darstellen: 

(6) F(t} = G(t) + / Q(t—r) G(r) dr, 

0 

Damit ergibt sich die auch aus der klassischen Theorie der allgemeinen 
linearen Integralgleichung bekannte Form der Lösung vermittels des 
sog. reziproken Kerns Q. Die beiden Gleichungen (t) und (6) sind zu¬ 
einander völlig reziprok. (6) kann als Integralgleichung für G mit dem 
Kern —Q aufgefaßt werden, deren Lösung durch (1) gegeben wird. 
Nach (5) gilt: 

g{s)~Ä(s) = Ä(s)g(s), 

also 

Q{t)-K{{) = / K(t—r) Q(r) dr. 

0 

Das ist die ebeo&Ils in der allgemeinen Theorie bekannte Relation 
zwischen den beiden Kernen K und Q, die zeigt, daR jeder sich aus dem 
anderen durch Ldsung einer Integralgleichung ergibt. 

Die Bedingung, daß q(s) in einer Halbebene 

l.-Funktion darstellt, wobei k{s) in Sftsfea selber eine /.-Funktion 
irt. ist ^on erffiUt, sobald nur g(s) in iRsÄcr überhaupt einen Sinn 
hat, d. h. wenn dort ä( 5)4=1 ist“*. Wir beweisen das hier aber nicht, 
T ^weis bisher nur mit Hi l fsmi tteln aus der modernen Theorie 
des Fonr^-Integrah durchgeführt worden ist. Es wäre wünschens- 
weit raerfür einen im Bereich der in diesem Buch entwickelten Theorie 
^w^ zu haben. (Vgl. den Beweis am Schluß dieses 
A^luutts S. 287 für em außerhalb eines endlichen Intervalls ver¬ 
schwindendes /?(/).) 
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Als Beispiel betrachten wir die folgende, in der Theorie der Wärme¬ 
leitung in einer Kugel auftretende Integralgleichung 

ob 


1 

VT 


oder gleich die allgemeine”^ 

00 00 


wobei 


1 n-l 


X{x)^\+ ^ 


«»1 


für I a: I < 1 als konvergent vorausgesetzt wird. Die spezielle Gleichung 

-X 

entspricht dem Fall X(x) i — x. Durch die Substitution w = r 
geht die Gleichung über in 

/ 00 5 »• 

12 n?^x e ^ F{t^r) dt 
0 » “> 1 

= G{t) — F{t)* 21 n, t). 

n^l 

WO y) die aus 3.4 bekannte Funktion ist. Nach Hilfssatz 1 (Anhang) und 
der in 3 - 4 , Beispiel 9 , gefundenen Formel ist 

f{s)=^g{s)-f{s) 2 Ke-^”^\ 

also 

f(s) 


g(^) 


1+ Z 4 «-*’*>'*“ 


»■=1 


A (*) = 1 + ^ A„ a:" ist in der Umgebung von x = 0 von 0 verschieden, 

»=i 


also ist 


X{x) 


für \x\<‘& in eine Potenzreihe entwickelbar: 


7jr = l+2'/^-^“ 


m 




Folglich ist für d. h.9li/s >— -log^: 


1+ S 

n-l 


= 1 =1 + 2 


n =« 1 




rt« 1 


/(s) =«'(*)+ §( 5 ) s{ 2 fi„y>( 2 n,t)\, 


und 
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woraus sich ergibt: 

«-•1 

In dem Spezialfall 2 = 1 — x ist 


00 

Tk-'+ 2 '^- 

Mal 

also/£^ = l. 


Da k (5) in seiner Halbebene absoluter Konvergenz für s -► 00 gleich¬ 
mäßig gegen 0 strebt, so läßt sich für alle s mit hinreichend großem 
Realteil {'(s) in die geometrische Reihe entwickeln: 

M-l 

Zu einem einzelnen Glied ä** gehört die i-Funktion K*** {n^ 2 ). Wenn 

00 

also 2 K** für <>0 konvergiert und das ß-Integral sich mit der Summe 
vertauschen läßt, so ist 


( 7 ) 


Q{t) = K{t) + 2 :K*». 


Damit erhalten w für ^ die in der ang <»iT>i>inftn Theorie bekannte, aus 
der Methode der sukzessiven Approximationen erwachsende „Neumtinn- 
sche Reihe". Der Bereich, in dem die Lösung ( 6 ) mit dem durch ( 7 ) 
definierten Q gültig ist, ist nun sehr viel ^ößer, als es bei dieser Her- 
leitnng von ( 7 ) den Anschein hat. Ist nämlich K{t) in dem endlichen 
Intervall beschränkt: |i:(<)|sAf, so ist die Reihe ( 7 ) dort 

konvergent, rmd zwar sogar gleichmäßig. Denn es ist 

t 


R** = 


Ifc*»! = 


fK(r)K(t-r)dT 


\M^t 


• t 

JK*^(t)K{t — r)dr 
0 0 


\K*-\ = 
also 


/ K*-^(r)K(t-x)dr = 


(«-!)!» 


oo 

\K(t)\+2!\K*’'\^M + MH + -- - + M- + ... 

M SS 2 

sM(i+Mr + -.. + i|^5iyr + ---) 

Aus dieser Majorisierung folgt die gleichmäßige Konvergenz in 0 ^ T. 
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Ist G{t) in O^t^T beschränkt, so kann man das Integral Q*G 
gliedweise ausführen: 

Q*G = K*G + ^K*’^*G, 

und die resultierende Reihe ist wieder gleichmäßig konvergent. Wir 
definieren nun eine Funktion F(<) durch (6), wobei Q durch (7) defi¬ 
niert ist: 

(8) F{t) = G{t) + ^K*»*G. 

n=l 

Dann ist wegen der Beschränktheit von K und der gleichmäßigen Kon¬ 
vergenz der Reihe in (8) für OSfsT: 

k*f = k*g + Sk*”+^*g = ^k*’**g 

n*=l n = l 

= F{i)~G(t). 

d. h. F{t) befriedigt die Integralgleichung (1) im Intervall 

So erhalten wir ein Resultat, das auf die S-Transformation gar nicht 
mehr Bezug nimmt und auch nicht davon ausgeht, daß die Integral¬ 
gleichung für alle ^ > 0 erfüllt sein soll, sondern nur in einem endlichen 
Intervall. 

Satz 3. G(t) und K{t) seien im Intervall O^t^T eigentlich inte- 
grabd*. Eine Lösung der Integrälgleichung (1) wird dann gegeben durch 

F’{t):=G{t) + f Q{t-x)G{T)dT. 

0 

wo 

■ Q(t) = K{t) + ^K*\ 

also 

F{t)^G{t) + lK*^*G 

n^l 

ist. 

Wir haben hier ein allgemeines Prinzip benutzt, das fiir die ganze 
Behandlung von Funktionalgleichungen vermittels der Laplace-Trans- 
formation fundamental ist; Es gibt zweifellos La-Keme K, für die die 
durch ( 7 ) definierte Reihe in i > 0 konvergiert und für die 

00 00 

Z{Q} = ä{K} + 2! = 2! = T"W) = 

n = 2 n oal 

ist, wobei S{^} sogar absolut konvergiert, so daß Satz 2 anwendbar 
• Dann ist die oben geforderte Beschränktheit gewährleistet. 
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wird, was dann auf die in Satz 3 angegebene Lösung führtDiese 
Losung, wenn sie einmal gefunden ist, hat aber, wie wir oben zeigten, 
einen viel größeren Geltungsbereich, den man nun ganz unabhängig 
von dCT Art der Herleitung der Lösungsformel abgrenzen kann. Dieses 
Pnnzip läuft also darauf hinaus, die Gesamtheit aller als gegeben und 
gesucht möglichen Funktionen als einen Raum aufzufassen und sich zu¬ 
nächst einmal auf einen Teilraum zu beschränken, wo eine bestimmte 
Losungsmähode anwendbar ist] dann läßt man die Methode ganz beiseite 
und sieht zu, in welchem größeren Teilraum die gefundene Lösung auch 
noch einen Sinn hat (Fortsetzungsprinzip). 

^ Das ist ein Prinzip, das auch sonst in der Mathematik auf tritt. Es 
sei z. B. daran eriimert, daß die erste Randwertaufgabe der Potential¬ 
theorie für den Kreis durch das Poissonsche Integral gelöst wird. Dieses 
kann man dadurch erhalten, daß man sich zunächst auf solche harmoni- 
s^en Funktion^ beschränkt, die mit ihrer konjugierten zusammen den 
Real- und Imagmärteil einer komplexen Funktion definieren, die auch 
noch über den Kreis hinaus analytisch ist. Für diese gilt die Cauchysche 
Integralformel, aus der man leicht das Poissonsche Integral durch Ab- 
teennen des Realteils erhält. Nachträglich verifiziert man aber, daß dieses 
Integr^ für jede behebige stetige Randfunktion eine harmonische Funk¬ 
en imt den vorgeschnebenen Randwerten darstellt. — Wir werden dieses 
Prinzip vor allem bei den Differentialgleichungen auch wieder benutzen. 

Wir können dem obigen Gedankengang bei unserer linearen Integral¬ 
gleichung noch eine andere Wendung geben derart, daß wir innerhalb 
der Methode der S-Transformation bleiben. Da in (1) für 0< J" 
^wohl von den gegebenen wie von der gesuchten Funktion nur die Werte 
^ Argumente zwischen 0 und T Vorkommen, kann F (i) nur von diesen 
W^en abhängen. Es muß also für die Lösung in 0<^^r gleich¬ 
gültig sem, wie man die Werte für f > T definiert. Setzen wir nun 

K{f)^0 für^>r, 

F(^)=0 imt>T, 
so lautet ( 1 ) folgendermaßen: 

.F{t)=G{t)+fK{t-r)F(r)dr m 0<t^T, 

^ T 

0 = ( t (<) 4 -^ K(i—r)F{T) rfr in T<t<2T, 

_ 0 = G(i) ijj tM2T. 


•Z.B. derKeniÄ(<)s« * hat diese Eigenschaft. Beiihmi8th:*"=^-<-r^ 


(was jnan am dnfachsten dnich Übergang in den /«-Bereich verifiäert), also die R«ihe 
für <^0 konvergent und vgZ. Hilfssata i (Arxhaag). 
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Wir bekommen also im ersten Intervall 0<t^T die alte Integral¬ 
gleichung; im zweiten Interv^ T<t<2T müssen-wir G{t) so defi¬ 
nieren, wie es die obige Gleichung vorschreibt, wobei von F {t) nur Werte 
aus dem ersten Intervall gebraucht werden; im dritten Intervall t^2T 
müssen wir G(it) = 0 setzen. Jetzt sind ß {F}, ß {G} und ß {K} sicher 
für alle s absolut konvergent, wenn G und K nur /-Funktionen, also 

erst recht, wenn sie in O^t^T eigentlich integrabel sind. Wie oben 

00 

sieht man, daß dann die Reihe K + ^ Ä** in jedem endlichen Intervall 

gleichmäßig konvergiert und \ K*^\ < M ^^^r^ ypist, weil ja jetzt if — 0 

für i > T ist und daher in jedem Intervall unter derselben Schranke M 
wie in liegt. Man kann also nach Hilfssatz 1 (Anhang) die 

fl-Transfonnation für 3ls>Af gliedweise vornehmen, da dann 

0 0 

konvergiert, womit die S. 284 ausgesprochene Bedingung für das Be¬ 
stehen von (7) erfüllt ist. — Für einen außerhalb eines endlichen Inter- 

k ( 5 ) 

valls verschwindenden Kern K(t) existiert also zu j(s) = immer 

eine i-Funktion Q[t) in der Gestalt (7). Vgl. dazu die allgemeinere 
Behauptung S. 282 

2. Die lineare Integralgleichung erster Art. 

Spezielle Gleichungen erster Art werden wir in § 3 behandeln. Hier 
sei nur kurz auf zwei Behandlungsweisen hingewiesen, zunächst auf 
eine Möglichkeit, die Gleichung auf eine einfachere Hilfsgleichung zurück- 
zuführen. In der Gleichung 

K^F^G{t) 

sei G für ^ > 0 differenzierbar und in / = 0 stetig, K, G und G* seien 
ia-Funktionen. Damit es eine /.-Funktion F als Lösung gibt, ist not¬ 
wendig und hinreichend, daß 

k{s)f{s)^g{s), 

also = /(s) eine /-Funktion ist. Angenommen, die Gleichung 

sei durch eine L-Funktion 0 lösbar. Dann ist 

also 

/(s) =sg(s)9)(s) = [sg(s) —G(0)]9 ?(s) -f G{0)q>{s) 
^ii{G'}vis) + G(0)<p(s) 
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nacli Satz i [ 8 . 3 ]- Da nach Voraussetzung absolut konvergiert, 

so ist f{s) eine ^-Funktion, und zwar gehört dazu als L-Funktion: 

' F(<) = G'*0 + G(O)0.(/). 

Die Voraussetzungen über die Funktionen im Unendlichen, d. h. 
die Existenz ärrer Ö-Transformierten, sind natürlich wieder überflüssig, 
und man kann dieselbe Lösung auch ganz ohne Anwendimg der Ä-Trans- 
formation finden: Aus K*F = G folgt: 

K*‘F*0 = G*0. 

Ist K*0 = i, so steht da: / 

F* \ — G*0. 

F erhält man hieraus durch Differentiation gemäß Satz 2 [8.4] ■— 

Man sieht sofort, daß man auch die Hüfsgleichung 

K*0 = ^* 


benutzen kann. Dann erhält man 


oder 


F*e“‘ = G*0 


/ e- "F ( t ) dr = e” (G*0). 

0 

woraus sich wieder F {t) durch Differentiation berechnen läßt. 

Die zu jK*jF = G im /-Bereich gehörige Gleichung k{s)f{s) =g(5) 

ist zwar sofort lösbar: f{s) es ist aber nicht möglich, die zuge¬ 

hörige I-Funktion allgemein anzugeben. Der Faltungssatz ist nicht 
anwendbar, da sicher keine /-Funktion ist*. Manchmal führt aber 
folgender Kunstgriff zum Ziel: Setzen wir 




so ist, wenn F eine £-Funktion ist: 


V(s) = /(s)t> 

so daß 

wird. Es kann mm sein, daß ^ eine /^^-Funktion: ^ ^ == &{W} 

ist. Dann erhält man: 

* 

0(t)^ f F{T)dr^G*W, 


IM^). 


Das folgt schon daraus, daß A (s) -v 0 für s oo, also 


C50. 
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Hat die Funktion G*W eine integrierbare Ableitung, so köimen wir 
F gleich dieser setzen. — Diese Methode läuft darauf hinaus, die gegebene 
Integralgleichung durch 

K *F* 1 = G* t 


zu ersetzen. Offenbar kann man sie dadurch erweitern, daß man 

{« = 2,3,...) 

setzt, wodurch man 


9>(s) 


gU) 

s'^his) 


1 1 
erhält. Wenn auch -T-7~r keine Z-Fünktion ist, so kann doch —— 
Ä (s) s« k (s) 

eine solche sein;'dann läßt sich wieder der Faltungssatz anwenden. ~ 

Ein Beispiel für diese Methoden werden in § 3 kennenlemen^^^ 


§ 2. Allgemeine Integral- und Integrodifferentialgleichungen 
vom Faltungstypus. 

Nach derselben Methode wie in § 1 kann man Integralgleichungen 
behandeln, in denen Faltungen beliebig hoher Ordnung Vorkommen. 
Dabei nehmen wir im Hinblick auf spätere Anwendungen gleich noch 
eine Verallgemeinerung vor, indem wir zulassen, daß die gesuchte Funk¬ 
tion vor der Faltung mit einem Polynom multipliziert werden darf 
Es sei yv^*>yp) ganze rationale Funktion 

von n + p + i Variablen. Sind Gp{t) gegebene X^-Funktionen, 

F (^) eine beliebige Funktion, so ersetzen wir in 0 die Variable x^ durch 
ypt durch Gf^(t) und alle Multiplikationen außer denen mit Kon¬ 
stanten durch Faltungen, also das Glied 

durch 

A ♦ (^F)* * (rF)*«»*♦ ♦ • • • ♦ G*p^p . 

Dann ist in leicht verständlicher Bezeichnungsweise 

(i) 0(F*, (/F)*.(rF)*; Gf,. ..,G^) = 0 

eine Integralgleichung vom Faltungstypus für F. 

Angenommen, die Gleichung (1) habe eine Lösung F, die eine L„- 
Funktion ist. Daim sind auch /F, ...,rF i<,-Furiktionen, und nach 
den Gesetzen IV^, und Illb gilt; 

wo /, g,,..., die /^-Funktionen zu F, Gj,..., Gp sind. f{s) erfüllt also 
eine algebraische Differentialgleichung n^^ Ordnung, im Falle w = 0 
eine gewöhnliche algebraische Gleichung. Übrigens sind die Koeffi¬ 
zienten analytisch in einer Halbebene, und f[s) ist selbst auch in einer 
Halbebene analytisch. — Ist umgekehrt eine Lösung f(s) von (2) eine 

Doetach, Laplace-Transformation. 1 9 
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/»-Fu^tion und igt F(<) eine ihrer £«-Funktionen, so bringt diese zwar 
un a^eineinen die linke Seite von (•!) nicht identisch zum Verschwinden, 
macht sie jedoch identisch gleich einer Nullfunktion. Denn dann ist 
0(Ä{F}. S{fF}.=0 

oder 

.G?)} = 0, 

also ^ 

{P(F*, (/F)*,..., G ^,..., Gf) = Nullfunktion. 

Hat die Integralgleichung (1) ia-Funktionen zu Lösungen, so kann 
maiL diese demnacli so finden: 


V Man transformiere die Gleichung (1) in die entsprechende Diffe¬ 
rentialgleichung bzw. algebraische Gleichung (2) und suche diejenigen 
Lösungen, die in einer Halbebene analytisch sind, 

2. Mau lese unter diesen diejenigen aus, die /»-Funktionen sind. 

3- Man \^e unter den ihnen entsprechenden L»-Funktionen die- 
jemgen ans, die die linke Seite von (i) nicht bloß zu einer Nullfunktion, 
sondern identisch zu 0 machen. — Ist das von F freie Glied der Glei¬ 
chung (f ) stetig und kommt F auch nichtintegriert vor, so kann F nur 
stetig sein, da alle Faltungsintegrale stetig sind. 

Mit (heser Methode lassen sich noch wesentlich allgemeinere Funk- 
tionalgleichungen lösen. Man kann z. B. zulassen, daß F noch von 
emem Paranaeter a abhäugt und daß nach diesem differenziert wird, 
da unter geeigneten Voraussetzungen 




mt; dann «hält man im /-Bereich eine partielle Differentialgleichung. 
Oder man k^ zulassen, daß Ableitungen von F nach t Vorkommen, 
^e ach gemäß Gesetz III» transformieren, pänn läßt sich allerdings 
^e Glei^rag auch a^ eine von dem zuerst behandelten Typ zurück- 
eiij in em man die höchste vorkommende Ableitung gleich 

emer neuen Unbekannten !F(<) undF<*-«(/) = »Fft) * i-f-Ft*“« 0 ) usw. 

zwecl^ig sem kann, die Ableitungen stehen zu lassen bzw. sogar 
bezächn^^ wären als IntegrodifferenÜalgleichungen zu 


gleiimg * illustrieren die Methode an der quadratischen Integral- 

F*F-)-F*1-2/F(/)-1 =0. 


gleiclmng widerspricht. ’ ^ 0' 0 0 sem. was der Integral- 
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Ihr entspricht die Differentialgleichung 

/*(*) + -^ + 2/'(s)—T 

Setzt man s = ^* und /(*») = yW. also y'{x) = f (x^) 2 x. d. h. 
f‘ y' [x), SO geht sie über in 

(*y)* + y +*y'—= 0- 

Durch die Substitution *y = «. also acy' + y = «' “^^ält man: 

z' = t—z®. 

Die allgemeine Lösung lautet 

also ^ , 

_L log = x+ c 

,’-(*+»)_ i 

z= ,2(* + c)+ 1 • 

Hieraus ergibt sich 

, j2(»^ + «)_i 1 _ 1 . (5in(s^^+c) 

mit beUebigem komplexen c. Zur Berechnung von F(i) benutzen mr 

die Methode der Reihenentwicklung aus 7.5- Die Große ® J 

reellem positiven s das positive oder negative Vorzeichen haben. Ist 

zunächst si negativ, so ist 2(st +c) für hinreichend große s negativ, 
oW + so daß wir schreiben können: 


also so daß wir schreiben können: 

-iL,"y/ 


= -s Ml +2^ (-1)"« 

n=l 


2 u gehört, wenn das negative Vorzeichen hat, d. h. wenn 


^ -2rtV^ — 


19' 
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die i-Funktion —z(2 n, t) (s. S.25), so daß, da nach Hilfssatz 1 (Anhang) 
das S-Integral mit der Summe vertauschbar ist, F(t) eine La-Funktion 
darstellt mit folgender Entwicklung: 


= Z(0. <) + 2 J (-1)* (2 n. t) 




1 


oo 


2nc-^\ 


n=»l 


wo positiv zu nehmen ist. Ersetzen wir c durch — c + so können 
wir schreiben; 


F(t). 


i 




— 2nc —~! 

p. » 


n-1 




Bei Wahl des positiven Wertes für 


formen wir /(s) so um: 



1 — 

t 2(5^+c) 


und können nun wieder in eine geometrische Reihe entwickeln, was auf 
denselben Wert für F führt. — Aus der Integralgleichung folgt, daß jede 
Lösung stetig sein muß. Da dies von U (c, t) erfüllt ist, so stellt es wirklich 
Lösungen dar. Die Konstante c kann jede komplexe Zahl bedeuten. 

Damit haben wir gezeigt, daß die Integralgleichung tmendlich viele 
Lösungen hat und daß diejenigen, die L^-Funktionen sind, durch die 
obige Reihe dargestellt werden. Diese hat den Charakter einer Theta¬ 


funktion; für c = 0 bzw. c==^i erhält man die Funktionen t?2(0, 

bzw. (0, t), U (c, t) existiert offenbar für Sfi ^ > 0, ist aber nach bekannten 
funktionentheoretischen Sätzen nicht über die imaginäre Achse fort- 

-j 

setzbar. Eine Ausnahme macht nur der Grenzfall U (oo, t) = 

Für diese Funktion zerfällt übrigens die Integralgleichung: Hier ist 
schon einzeln F 1 = 0 und F*\—2tF{t) = 0. 


In derselben Weise, wie wir hier Integralgleichungen vom Faltungs- 

i * 

typus Pi * F 2 ^ f Fl (r)Fg (i — r) t durch die ßi-Transformation erledigt 
0 0 

haben, kann man Integralgleichungen, in denen die Integrale vom Typus 
+ 00 +00 

Fl * F^^ f Fi{t) F 2 {t—‘r) dr (vgl. S. l6l) sind, vermittels der Sh- 
— 00 -- 00 

Transformation oder besser, da dazu weniger Voraussetzungen nötig 
_and, mit der Fourier-Transformation angreifen. Vgl. dazu die Sätze i 
und 2 [8.5] 
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§3. Die Abelsche Integralgleichung 
und die Differentiation und Integration nichtganzer Ordnung. 

1. Die Abelsche Integralgleichung. 

Wir woEen als Beispiel unserer Theorie eine bekannte, von Abel^’® 
gelöste Imeare Integralgleichung erster Art etwas ausführlicher behandeln, 
weil sie in vielen Gebieten der Analysis eine fundamentale Rolle spielt. 
Sie lautet: 

I 

(1) G{t)^ J für ^>0 mit 0<a< 1, 

0 

wo G gegeben und F gesucht ist. Wir ersetzen mit Absicht die Ableitung 
F* nicht durch eine andere Funktion, weil gerade der Ansatz der Un¬ 
bekannten als Ableitung die Lösung ermöglichen wird (vgl. § 1, Ende). 
G(^) sei eine L-Funktion und für i > 0 stetig, denn diese Bedingung muß 
notwendig erfüllt sein, damit eine Lösung existiert. Wir suchen solche 
Lösungen F, die in ^ = 0 stetig sind und deren Ableitung eine £-Funktion 
ist. Wenn es solche gibt, so muß, da absolut konvergiert, nach 

Satz 7 [8.5] und Gesetz lila im /-Bereich die Gleichung gelten: 

( 2 ) s(s) = -lrIir isf(s)-F(0)). 

(Dies würde sogar für a< 1 richtig sein.) Ihre Lösung lautet: 

(31 

Die hierzu gehörigen L-Funktionen kann man sofort angeben (erst hier 
wird die Voraussetzung a>0 gebraucht): 

F(t)=F (0) + (0 + NuUfunktion. 

Da F {/) differenzierbar, also stetig sein muß, so kommt nur 

(4) .GW 

in Frage. Wenn diese Funktion differenzierbar und F' eine L-Funktion 
ist, so stellt (4) tatsächlich eine Lösung von (1) dar, denn aus (4) folgt (3) 
und (2) und hieraus auf Grund unserer Voraussetzungen schließlich (1). 
Wenn G(/) in ^ = 0 stetig ist und G'(/) für / >0 existiert und eine L- 
Funktion ist, so ist F (/) nach Satz 2 [8.4] sicher differenzierbar und 

offenbar eine L-Funktion. Benutzen wir noch den sog. Ergänzungs¬ 
satz der F-Funktion: 

■* 1 sin a 71 

jr’(ajF(l—a) 7t * 

SO erhalten wir das Ergebnis: 
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Satzl. G(t) sei für t>0 Üfferenzierhar wi4 tn t = 0 stetig, G'{t) 
sei eine L-Funkion. Dann hat die Integralgleichung (1) die einzige L- 
Funktion 

F(f) = P‘{0) + 5^ 1 * G (<) 

als Lösung, Und ts ist ' 

(5) F'(<)=2^(f«-i*G' + G(0)f“*) 

ebmftdls eine L-Funktion. 

Nach dem. in § 1 ausgesprochenen Fortsetzungsprinzip kann man 
nun aber uiunittdbar verifizieren, daß (5) auch ohne Voraussetzimgen 
über das Verhalten der Funktionen im Unendlichen eine Lösung von (f) 
ist. Es ist nämlich 

r*“ * = /"{(x) /"(l — a), 

also 

f-« * P'(f-a , ^-1 * G» C (0) <-“ * 
rt. ' 

-G'*1 + C{0) = G(<), 

Damit erhalten wir: 

Satz 2. G(^) sei für t>Q differenzierbar und in ^ = 0 stetig, G'{t) 
sei eine ^Funktion. Dann hat die Integralgleichung (1) die Lösung (4) 
bzw. (5). F* ist eine ^Funktion und für ^>0 stetig. 

Es-kann übrigens (abgesehen von der trivialen Addition von Null- 
funktionen) keine weitere /-Funktion als Lösung F* geben, denn wenn 

i“*“* F][= G(^) und 
ist, so hat man 

r«*(r,-F;) = 0i 
also 

-1 * r “ {F[ -J^) = r(a)r{l -a) • 1 * (F’ -F') = O 

oder 

/(Fj(T)~-F;(T))ir = 0. 

0 

ist also eine Nullfunktion, 

Wir können das Ergebnis auch so formulieren: 

Satz 3 . G(Q sei für t>Q differenzierbar und int = 0 stetig, G'(^) sei 
eine ^Funktion, Die einzige I-FunMion 0{t), die der Integralgleichung 

(6) = (0<a<i) 

genügt, ist die stetige Funktion 

(7) 0{t) = * G' + G (0) , 

wenn man von der trivialen Möglichkeit, zu (P NüUfunktionen zu addieren, 
absieht 
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Unter zusät^chen Voraussetzungen kann man der Lösung noch 
eine Form geben, die für spätere Zwecke instruktiv ist. Sind G und 
<P X-Funktionen, so entspricht der Gleichung (6) im /-Bereich: 


S'(s) 


r(i-tt) 


also 


9>(s) = 


?rrg(s)- 


Wir nehmen nun an, daß G'(/),...,GW({) für /SO, G^’’+^>(/) für />0 
existiert und GW(i) in / = 0 stetig, ferner G*”+**(/) eine X-Funktion 

ist. Aus der Umfornmng 

<p\^)- J’(i-a)| J« + s«+l + + jOi + i- 

+ 7^7 [s'+^g(s)-G(0)«'-G'(0)s''-^-GW(0)]j 

folgt nach Gesetz Illg: 

+ ='(0)T(5^ + • ■ ■ + G^(0)t^ 

Man sieht wiederum, daß diese Lösung^’* auch ohne die Voraussetzungen 
über G'^+^lf/) und 0{{) im Unendlichen richtig ist. Denn wegen 

gilt für das gewonnene <P(0: 

+ «*'(0) w • 'l 

= G(0) +G'{0) -t-H G'(0)-;f + G‘'■*■*’(*)* • 

Das ist die Taylorsche Entwicklung von G(t) mit Integralrestglied. 
Es ergibt sich also: 

Satz 4. G(() set für V’-mal, für ^>0 r + l-moZ differenzierbar 
(v^O); sa in t==0 stetig, (^) eine I-Funktion. Dann hat die 

Integralgleichung * 

(8) G(0= 


Wir ersetzen wegen der späteren Anwendungen G{t) durch jr*(1 — a) GW, 
80 daß die oben gefundene Funktion <P (<) jetzt mit J’ (1 — ot) zu multipiiziereti ist. 
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nur eine I-Funktion als Lösung (abgesehen von der trivialen Addition von 
Nullfunktionen)^ nämlich die für t>0 stetige Funktion: 


(9) 


Ö>(i) = G(0) 


<“-i 

r(a) 


+ G'(0) 


r(a + l) 


+ G<'+ !>(<): 


+ 1 » — 1 
r/x+v) 


+ GW(0) 


(OC + K-l 

r(a + r) 


Bisher war immer 0<a< i. Für afel hat die Abelsche Integral¬ 
gleichung überhaupt keinen Sinn, da i“* nicht integrabel ist. Dagegen 
wollen wir sie jetzt für a^O behandeln, schreiben aber besser a = —ß 
und betrachten 1*® 


(10) = mit ß^O. 

Damit die Gleichung überhaupt /-Funktionen zur Lösung hat, muß 
notwendig Gif) für ffeO stetig und G(0) = 0 sein.* 

t 

Der Fall yJ = o, d. h. G(<) = j0{x)dx läßt sich sofort erledigen. 

Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß eine Funktion 
G{t) ein Integral ist, läßt sich nur bei Lebesgueschen Integralen angeben. 
Bei Riemannschen Integralen müssen wir uns mit der hinreichenden 
Bedingung begnügen: G(f) hat eine integrable Ableitung. Ist dies erfüllt, 
so ist (P(^) = 

Ist nun > 0, so muß nach Satz 2 [8.4] G (/) für ^ > 0 differenzier¬ 
bar und 

G'{t)^ßtß-'U0{t) 

sein. Hieraus folgt, daß G'(^) für if>0 stetig ist. Ist so ist G' {t) 

nach Hilfssatz 3 (Anhang) auch in ^ = 0 vorhanden und stetig und 
G'(0)=0. 

Ist >i, so ist abermals nach Satz2 [8.4] G'{t) für ^>0 differen¬ 
zierbar und 

G'(t)^ß(ß^i)tß-U0{t), 

also G** (t) für f > 0 stetig, und bei 2 ist G" (0) =0; usw,, allgemein: 

für ß>n: G(«) (^) in ^ = p stetig, G^*») (0) = 0, G<”+^> (Q für i > 0 vor¬ 
handen und stetig; 

für ßz=:n-\-i: außerdem (i) in f = 0 vorhanden und stetig 
imd G^’*+^>(0) = 0. 

Dies können wir so ausdrücken: 

Satz 5. Damit die Integralgleichung (10) eine I-Funktion zur Lösung 
haben kann, muß G{t) notwendig folgende Eigenschaften haben: Ist 
n^ß<n + \ (n = 0,1,2,...), so ist G'(/),..., G<")(0 für t^O vor¬ 
handen und stetig, G (0) = G' (0) = * • • = (0) = 0. Für n <. ß <. n 1 

ist sogar G^"+^5(/) für t>0 vorhanden und stetig, und es gilt: 

Gf*+i)(0 (jS-i),..(/S-w) *0(0. 
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Für ß^n ist 

GW(/) =^11*0(0. 

Diese beiden Gleichungen sind ndt der ursprünglichen äquivalent, 
da man aus ihnen durch wiederholte Integration, d. h. Faltungen mit 1 
die ursprüngliche Gleichung zurückgewinnen kann. Man hat dazu nur 

jfi , 

1 + ^ und die oben angegebene Formel für zu beachten. 

Da für n<ß<n + A der Exponent ß—n — 1 zwischen — i und 0 
ausschließlich liegt, so ist in diesem Fall durch Satz 5 die Integral¬ 
gleichung (10) auf die Gleichung (6), im Falle ^ ^ auf die vorab erledigte 
Gleichung (10) mit ß^O zurückgeführt, Wenden wir Satz4 an, so 
ergibt sich: 

Satz 6. Vorgdegt ist die Integralgleichung 


(H) 


G(i) 


*0(t) mit ß^O. 


r{ß + i) 

Die Funktion G(t) erfülle die in Satz 5 genannten notwendigen Bedingungen, 
Ist ß eine ganze Zahl n — 0,i,2,..., so ist die Gleichung äquivalent mit 

(12) G^”^{t)=f0{r)dx-, 

0 

ist G<** + ^>(<) vorhanden und eine I-Funktion, so ist 

(13) 0(O = G(" + i)(O. 

Ist w < jS < w + 1 (w = 0,1, 2,...), so ist die Gleichung äquivalent mit 

(14) G<» + (0 = ^ ’ 

ist G(Q für t'^0 n + v + \-inal (v^O), für t>Q n + v + 2-mal differen¬ 
zierbar, (t) int^Ostetig und (i) eine I-Funktion, sohat(\\), 

abgesehen von additiven Nullfunktionen, nur eine I-Funktion als Lösung, 
nämlich die für t > 0 stetige Funktion 

^ +1 


+ ‘ 


(.5) 0«) =.C"*"(0) riLß+n n,-ß+2) 

+ 'HO) rpnijqrvqriT+ 

Setzt man in Satz 4 ex, =^~-ß, so ist — 1 < ^ < 0, und man erkennt, 
daß die dortige Formel (9) mit (15) übereinstimmt, wenn man in (15) 
w = — 1 setzt. Daher gilt Satz 6 auch für ß> — i. 

Wir fassen nun die Sätze 4, 5 und 6 zusammen und setzen ß^fx — 1, 
wodurch sich ergibt: 

Satz 7. Damit die Integralgleichung 

iß-i 


(16) 


G(f) = 


F(fi) 


♦ 0 (/) mit fjL>Q 


eine I-Funktion zur Lösung hat, muß G(t) folgende Bedingung erfüllen: 
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0</z< i: G(i) für t>0 stetig; 

n^fi<n + i {n^\ ganz): (Q für ^^0 vorhanden 

und stetig, G (0) == G' (0) = • • • = G^^ *" (0) == 0; 

n<fji<n+i: außerdem für t>0 vorhanden und stetig. 

Ist fx eine ganze Zahl n = 1, 2,..., so ist die Losung von (16) identisch 
mit der von 

(17) G('-«(i) = /ö)(T)<iT: 

0 

ist daher vorhanden und eine I-Funktion, so ist 

(18) 0{t)^G^^){t), 

n <// < « + "1 (w = 0,1, 2,...), so ist (16) dann und nur dann lösbar, 
wenn 

(19) g<”>(<) = (-i<;.-»-i<o) 

eine Lösung hat-, ist Gif) fürt^O n-\-v-mal (rfeO),/iirf > 0 « + v + 1-waf 
differenzierlar, +”>(<) in < = 0 stäig uni G*“+'’+^^(i) eine I-Funktüm, 
so hat (46), abgesehen von additiven Nullfunktionen, nur eine I-Funktion 
als Lösung, nämlich die für t>0 stetige Funktion 


(20) r (g.VJ+.) + W 


2. Integration und Differentiation nichtganzer Ordnung. 

Dieses Ergebnis läßt nun eine sehr anschauliche Deutung zu, wenn 
man den Begriff der (reellen) Integration und Differentiation nicht¬ 
ganzer Ordnung einführt Wir bemerken schon hier und werden es im 
24. Kapitel deutlich sehen, daß es keine eindeutige und universelle Weise 
der Definition dieser Begriffe geben kann, sondern daß dabei immer 
ein gewisser Punkt der reellen Achse, z. B. ^ = 0 oder ^ = —oo, all¬ 
gemein ^ == ^0 ausgezeichnet werden muß und die Definition sich dann 
nur auf f> bezieht. Bei der Verwendung der verallgemeinerten Inte¬ 
gration und Differentiation in der Theorie der partiellen Differential¬ 
gleichungen entspricht dem die Tatsache, daß dort das Problem stets 
für ein bestimmtes Intervall, z. B. 7 > 0 oder alle l, gestellt wird. Die 
Definition, die wir hier im Anschluß an die Abelsche Gleichung ein¬ 
führen, beruht auf der Auszeichnung des Punktes 0 (vgl. 24.1). 

Dazu gehen wir aus von der /^-fachen Iteration (ju ^ i ganz) der 
Integration einer /-Funktion. ä>(/) von 0 bis ^>0: 

0 = fdr^... ix, ]'ix, J‘0 (Ti) T,. 

0 0 0 
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Vermittels der Falttingss 3 mibolik können wir einfach schreiben; 
jrW 0 = * 1 * 1 * • • • ♦ 1 = ♦ 1»^. 

TT T 

jjU — 1 

Nun ist aber 1*^ = - ^ - r - , also läßt sich das /i-fache Integral durch ein 
einfaches ausdrücken: 

t 

< 21 ) = = 

In dieser neuen Gestalt steht aber nichts im Wege, /i auch nicht ganz¬ 
zahlig, und zwar beliebig > 0 zu wählen (ju könnte sogar komplex 
mit ifl/t>0 sein). Wir definieren daher das jic-fach iterierte Integral 
JM0 von 0, jeweils von 0 bis i>0 erstreckt, für fi>0 durch die 
Gleichung (21)^“. 

Aus 

^ß~l jJ-l jM + i-l 

<^*röir*T(Ä) =^*r(/i + A) 

folgt 

(I) /W {/(/') 0} == /(A*) {/W 0y = /(/X + A)0. 

Zu einer entsprechenden Verallgemeinerung des Begriffs der Ableitung 
kommt man nun so: Ist fi ganz ^ 1 und 0 = G(/), so ist nach Satz 7 

falls (t) vorhanden und integrabel und G (0) = G" (0) == • * • == (0) =0 

ist. Es liegt also nahe zu definieren: Unter der Derivierten 
{fjL>0)* einer für definierten Funktion G(i) versteht man die 
Lösung der Integralgleichung 

( 22 ) 

falls sie existiert. Für ganzzahlige bedeutet das teilweise eine Ein¬ 
schränkung — denn eine im klassischen Sinn vorhandene, aber nicht 
integrable Ableitung wird jetzt nicht mehr als Derivierte gerechnet —, 
teilweise eine Erweiterung — denn es kann z. B. verkommen, daß die 
Gleichung 0 * 1 = G eine Lösung besitzt, ohne daß G im klassischen 
Sinn differenzierbar ist**. Für nichtganzes fi stellt die Definition eine 


* Wir nennen von jetzt an die neu definierten Ableitungen ,, Deri vierte'* und 
bezeiclmen sie durch das Operatorenzeichen während wir für die klassische 
Ableitung die Kennzeichnung durch einen oberen Suffix, z. B. G(”), festhalten. 
** So ist 2 . B. für 



0 für 0 ^ ^ 1 
1 für t>\ 


die Funktion G(^) an der Stelle / = 1 nicht differenzierbar: 



0 für O^t^i 
/ — 1 für t>i. 
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Neuschöpfung dar, die aber auf einer Auszeichnung des Punktes 0 beruht 
(als Anfangspunkt des Integrationsintervalls) und daher keine universelle 
Bedeutung beanspruchen kann. — Nach Definition ist 

(II) = 

Ferner folgt aus der Gleichung 

(III) 

Nach Satz 7 ist G bei nichtganzem ^ mit n </i <n + i 
imd nur dann vorhanden, wenn G\ G'\ ..für für 

^>0 im klassischen Sinn vorhanden und stetig, G(0)=G'(0) ~ ‘ 

(0) =s 0 und die Gleichung (19) lösbar ist. Letzteres heißt aber 
in unserer jetzigen Sprache; wenn G^'*^ (^) existiert. Wir erhalten 

also: Es ist 

(IV) für n<fj,<n + i, 

entweder wenn D^^^G existiert oder wenn G^"^ existiert und 

G(0) = G'(0) = - • • - (0) = 0 ist. 

Aus (I) und (III) folgt: Es ist stets 

(V) D0*){I(/^+^)G} = 7t^)G. 

Wenn D^+^>G existiert, so ist nach (I): 

G(i) = G} = {D^ + ^) G }]. 

Das bedeutet: Es ist 

(VI) 

falls D^^+^^G existiert. 

Aus (II) folgt durch Anwendung von 

also nach (I): 

(VII) G} = /W G, 

falls G existiert. 

* Das können wir auch so lesen: Es ist 
(VIII) {fW G} = G, 

falls G existiert. 

Aus (VI) folgt: Es ist 

(IX) G} = D(^ + ^) G, 

falls Dl^+^^G existiert. 

Wir bemerken noch, daß sich aus (VI) speziell ergibt: Wenn G 

(v > 0) existiert, so existiert auch G für jedes 0 < A < r. 

Aus den abgeleiteten Regeln folgt, daß die Indizes der Operationen 
und sich bei Aufeinanderfolge mehrerer Operationen additiv 
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(wenn es Operationen derselben Art) und subtraktiv (wenn es solche 
verschiedener Art sind) verhalten. Man kann die beiden Scharen 
und daher auch zu einer einzigen vereinigen und die Differentiationen 
als Integrationen mit negativem Index oder umgekehrt ansehen; 

Z)(a*)G = S. 


Dann kann man sämtliche Regeln in die eine zusammenfassen: 

+ bzw. = (^^o, A$0). 

Dabei ist G == G = G zu setzen. Allerdings hat man je¬ 
weils die in den einzelnen Regeln ausgesprochenen Voraussetzungen 
zu beachten. 

Wir wollen nun feststellen, wie unsere neuen Begriffe im Lichte der 
Laplace-Transformation aussehen, und betrachten zunächst wieder die 
Integrale. Ist <P eine I-Funktion, so gilt nach Satz 7 [8.5] für 
dasselbe, imd es ist 


Dies ist uns für ganzzahlige fjL von früher her bekannt: 

TT 7 ‘ 

Durch die neue Definition wird die Schar für nichtganze 

/i>0 interpoliert. 


Ist weiterhin D^^)G=<P vorhanden und eine L-Funktion, 

so ist 


ß{ö)}s‘-^=Ä{G}. 

also 


G} = 5'*S{G}. 


Erinnern wir uns nun daran (Satz 7), daß G mit n^iJL<n’\- \ 
nur existieren kann, wenn G(0) = G' (0) = • • • = (o) = 0 ist, so 

stimmt diese Formel mit der durch Gesetz Illa bekannten für ganz¬ 
zahlige fjt = n überein: 

ß{Gt«)}==s^fl{G}~-G(0)s*»-^-G'(0)s«-^2_- Gt«“^»( 0 )- 

Unsere Definition stellt also vom Standpunkt der fi-Transformation 
aus die sachgemäße Interpolation dar^®®. 

Aus Satz 7 kann man noch eine instruktive Darstellung von G 
durch die Formel (20) entnehmen im Falle, daß G Ableitungen ganz¬ 
zahliger Ordnung >n{n<jLL<n + i) besitzt. Diese Formel kann man 
so deuten: Ist G(^) für t^O n + v-mal (r^O), für f>0 n + v + l-iiisJ 
differenzierbar, (^) in ^ = 0 stetig und (^) eine /-Funktion, 
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SO ist nach dem Taylorschen Satz mit Integralrestglied, wenn, wie in 
unserem Fall, G(o) = ff'(0) ^ = ff^'*“'^^ (0) = 0 ist: 


CW-C'-’(0)p5^p7)+C-+"(0)y^+- 

■ ■ ■ + C>*-l (0) 7T; ff. - yiT + w 


Die Formel (20) ergibt sich nun hieraus einfach dadurch, daß man die 
für ganzzahlige /i<a+ 'l bekannte Formel 


r(a + i) 




auch für luchtganze -w<a + 1 in Anspruch nimmt* und die Taylor- 
Entwicklxmg gliedweise «-mal differenziert. 

Zum Schluß' sei darauf hingewiesen, daß unsere Definition von 
2)(A*)ff nicht die aUgemein übliche ist. Gewöhnlich definiert man: 




n + l)i 


wobei dasselbe wie bei uns bedeutet [vgl. hiermit Regel (IV)]. 

Wenn dies auch manchmal, z. B. für mit (i<cL + \ dassdbe wie oben 
liefert, so bestehen doch wesentliche Unterschiede: 

i . Unsere Operation ist nicht die Umkehrung der Integration 
schlechthin, d. h, des unbestimmten Integrals im Sinne der primitiven 
Funktion, sondern der /^-fach iterierten bestimmten Integration von 0 
an. Beide Operationen, Integration tmd Differentiation, sind eindeutig 
und im strengen Sinn invers [s. Regel (II) und (III)]. Bei der Defini¬ 
ert^ 

tion (24) dagegen kommt die klassische Ableitung vor, deren 

dt 

Umkehrung (nämlich das klassische Integral im Sinne der primitiven 
Funktion) nicht eindeutig ist: Sucht man zu gegebenem ff das G, 
so ist dieses nur bis auf ein Polynom «*®° Grades bestimmt. So ist 

nach (24) z. B. = 0 und die zugehörige primitive Frmktion gleich 

Co + ^ 

2. Damit hängt es zusammen, daß bei uns stets G(0) = G'(0) 
==••• = ff(«“i> (0) sein muß. Denn nach Regel (IV) kann unser 
auch vermittels der klassischen Ableitung ff^”^ definiert werden, würde 
also ohne jene Einschränkung auch eine mehrdeutige Umkehrung haben. 

3 . Für tms kommen als Derivierte nur integrable Funktionen in 
Frage, da man ja von ihnen durch iterierte bestimmte Integration wieder 


* Diese Formel ist übrigens auch nach der neuen Definition von D(/*) (a > — 1. 

0< fX< a 4-1) richtig. Denn es ist 

rM F(ec -f-1) ja— _ P(tt 4~ i) _— — 


r(a-^+l) 
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zur Ausgangsfunktion muß zurückkehren können. Deshalb können wir 
z, B. ^ nur für ^ < a + 1 bilden. Die durch (24) definierten Deri- 
vierten können nichtintegrabel sein; so ist 2 . B. 


{/i 'i* ( r[i) Al r(}) iB 

^ ^ r(4) /'(V) ^ 1 ^(-Ä) ^ ■ 

4 . Ist G'(i),.. für t^O, G<'‘+^>(<) für <>0 vorhanden, 

in f = 0 stetig und (t) eine /-Funktion, so kann man die 

durch (24) definierte Derivierte nach Satz 2 [8.4] für / >0 ausrechnen; 


A. 

dt 


G* 


— ( 
dt» I 


G* 


/’{» — /* +1) 
f>~i‘ . 


/’(« — ;»-1-1) 


= G'' 


= G" 




■G(0)- 




4-1) r[n-/i + i) 

r(n-M+^) r(iT-^ÄtTi) + ^r(n-n) 


+ 1 i ) Jrt—/X 

d7+ri '^*r{«-/*+i)l = 7>=7+T) 

+ (0) Y^n-iT) + • • • + (0) r{- ^+1T• 


^Dabei ist Y^ p) = 0 ^^r ^ = 0, 1, 2,... zu setzen, was nur für ganz¬ 
zahliges fjL in Frage kommt, j Ist nun G (0) = G' (0) = * * * = G^” “ (0) = 0, 

so ist dieser Wert gleich dem durch unsere Definition gelieferten, denn 
dann stimmt er mit (20) für den FaU v = 0 überein. — Was die beiden 
Definitionen unterscheidet, ist also die nichtintegrable Funktion 


+ (^) r(-A* + 2 ) ^ r(« — ‘ 

Um diese zu bekommen, braucht man nur die Definition von 
nach (24) auf den Ausdruck 

Pn^iit) == ^^(0) + G'(0) + h G<'*“’^K0) ’ 

der bei uns gewissermaßen abgezogen war, um zu erreichen, daß die 
Funktion mit ihren n —1 ersten Ableitungen in ^ = 0 verschwindet, 


anzuwenden. Denn nach dieser Definition ist für oc> — 1: 

1 ^ + ^ r(tt + i) 




+ ^ f 


r{n —^-f-l)l r(a4-n—ju + 2) 


-{- n — /X + 1 


0 für ju — a == ganze Zahl > 0 

~ V .\ in allen anderen Fällen. 

r(a —/x+ 1) 

(Das ist formal derselbe Ausdruck (23), der nach unserer Definition 
für < a + 1 güt.) 

5. Was ims veranlaßt hat, die Definition (22) und nicht (24) zu 
verwenden, ist außer der größeren formalen Schmiegsamkeit und der 
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Eigenschaft, sich dem Begriff des iterierten Integrals konsequenter 
einzupassen, vor allem die Tatsache, daß es dieser Begriff der Derivierten 
ist, der in der Behandlung von Randwertproblemen vermittels der 
ß-Transformation und damit bei der sog. symbolischen (Heavisideschen) 
Methode gebraucht wird (siehe 24.1). 

Nachdem der Begriff der Ableitung beliebiger Ordnung eingeführt 
ist, kann inan auch Differenticdgleichungen bilden, die solche ver^- 
gemeinerte Ableitungen enthalten. In Wahrheit sind das natürlich 
nichts anderes als Integrodifferentialgleichungen und zwar Verall¬ 
gemeinerungen der Abelschen Gleichung. Wir wollen hier nur an einem 
Beispiel zeigen, wie nian solche Probleme mit der ß-Transformation 

erledigt. Es bedeute den durch (24) (also nicht' in unserem 
Sinn) definierten Operator, imd es sei die „verallgemeinerte Differential¬ 
gleichung" 


vorgelegt, die explizit so lautet 


Sind die drei einzelnen Tenne dieser Gleichung L-Funktionen und ist 


F ♦ - riTTT für t-^0, 


m 


so ergibt die Übersetzung in den /-Bereich nach Gesetz 111^: 

l1 

' m . 


sß 


oder 

woraus folgt: 
Nun ist aber 


I ^ ^ / (s) — g" (5) 

sHs)-\—a + Xfi,s)=.g(s). 

S* 

_1_ 1 A A» 

si + A s^(s-X*)’ 


WOZU die i-Funktion 


yni l/jiT 


gehört. Man kann also die Z-Funktion zu f(s) explizit anschreiben: 

F(.) - G(.). ^(^- 4 ^ . 
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Die veraUgemeinerte Differentialgleichung hat also unendlich Adele 
Losungen, weil a jeden komplexen Wert bedeuten kann. Da ♦ —== 

Ä \ ist, so verifiziert man sofort, daß, wie oben verlangt, F (i) ♦ ~ p(^ ^ 

für ^ 0 . Die Lösung F (^) selbst verhält sich für ^ 0 wie G * - 7 ^ 

yut t 

+ . Ist also G in der Umgebung von < = 0 beschränkt, so verhält 

sich F wie ^ 


i/teT’ 


16 . Kapitel^ 


Funktionalrelationen mit Faltungsintegralen, 
insbesondere transzendente Additionstheoreme. 


Im vorigen Kapitel haben wir den Faltungssatz dhzu benutzt, um 
Integralgleichungen zu lösen, indem wir Faltungen, in denen eine 
unbekannte Funktion vorkam, vermittels der Ä-Transfonnation in 
Produkte übersetzten. Natürlich kann man ganz analog, wenn es sich 
nur um bekannte Funktionen handelt, diese Übersetzung vornehmen. 
Hier wird man aber im allgemeinen den umgekehrten Weg gdien: Wenn 
eine L-Funktion F eine einfache Z-Funktion / hat, so wird man oft für 
diese eine elementare algebraische Relation leicht finden können. Dieser 
entspricht dann kraft des Faltungssatzes eine aus Faltungsintegralen 
bestehende, also transzendente Relation für die L-Funktion. Besonderes 
Interesse verdient der Fall, daß F und folglich auch / noch von einem 
Parameter abhängt und die elementare Relation für / in einem alge¬ 
braischen Additionstheorem hinsichtlich dieses Parameters besteht; 

0 (/(a, s), /(jS, s), /(a + jS, s); ..., (s)) = 0, 

wo 0 ein Polynom ist. Ihm entspricht dann ein transzendentes Additions¬ 
theorem für F: 

0 (F (a, Z)*, F (ß, Q*, F(a + /3, Z)*; Fj (Z)*,..., Fp (t)*) = Nullfunktion. 

Die auf diese Weise erhaltenen Funktionalrelationen sind oft aus der 
gewöhnlichen Theorie der betreffenden Funktionen heraus kaum auf¬ 
findbar, ja sogar ihre rein rechnerische Bestätigung wäre ohne Anwendung 
einer Funktionaltransformation manchmal überaus langwierig und 
beschwerlich Ist der skizzierte Weg der Herleitung einmal erkannt, so 
ist es natürhch leicht, ihn auf beliebig viele Funktionen und Funktions¬ 
klassen anzuwenden*. Wir begnügen uns mit der Vorführung einiger 
typischer Beispiele, bei denen es sich um bekannte und wichtige Funk¬ 
tionen und um formal sehr einfache, früher größtenteils unbekannte 

* Es liegt hier etwas Analoges wie bei den Reihenentwicklungen im 9 . Kapitel 
vor, wo man auch die Anzahl der Beispiele beliebig vermehren könnte. 

Doettch, LajHace-Traiisfonnation. 20 
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Relationen handelt. Wir werden übrigens später in der Theorie der 
Randwertprobleme noch einen zweiten Zugang zu den Faltungsrelationen 
herstellen und dabei den Zusammenhang zwischen den beiden scheinbar 
so weit auseinanderliegenden Wegen klären (25- Kapitel). 


§ 1. Thetafunktionen. 

Sucht man zunächst einmal ein möglichst einfaches und schlag¬ 
kräftiges Beispiel, so muß es sich offenbar um eine elementare f-Funktion 
mit einer besonders durchsichtigen multiplikativen Eigenschaft handeln. 
Der denkbar einfachste Fall wäre der, daß f(s) noch von einem Para¬ 
meter X abhängt: f{x, s), und das algebraische Additionstheorem 

/ / (^2f H“ 

besitzt. Bei stetiger Abhängigkeit von a? hat diese Funktionalgleichung 
bekanntlich nur Lösung 

f{x, s)==e-^v{^), 

wo nun 97{s) analytisch sein muß. Für die nächstliegende Wahl <p{s) s 

ergibt sich keine ^-Funktion (vgl. S. 143). Dagegen liefert 9 (s) = s^ 
eine Z-Funktion, und zwar ist (s. S, 25) 

^{y>(xj)}==e-^y^ {x>0). 

Aus dem algebraischen Additionstheorem 

ß-xiYF , ^ + x^) i/s 


entspringt sofort das transzendente Additionstheorem der y-Funktion: 

^) = + X2, t) {xi > 0, ATa > 0). 

(Die ev^tuell zu addierende Nullfunktion ist wegen der Stetigkeit beider 
Seiten identisch 0.)^^® 

Die Funktion yj ist eine Ausartung einer Thetafunktion, was besonders 
in der Theorie der Wärmeleitung deutlich wird (vgl. 20.2.3); ^s ist 
nämlich [Definition von siehe 7.5 (2)]: 



für l-^oo bei festem x und ^ > 0. Wir werden dadurch veranlaßt, 
unsere Methode auf die Thetafunktionen und verwandte Funktionen 
anzuwenden. Dazu knüpfen wir zunächst an die allgemeine Lösung 
U{c,t) der S. 290 behandelten quadratischen Integralgleichung an: 




i 1. XhetaittBktioiLen. 
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die die Funktionen ^ 3 ( 0 , t) imd # 3 ( 0 , t) als Spezialfälle enthält. Es ist 
1 ^ 1 sin ( 1 /— 5 + i c) 




s* (»*+«) 


■j/—i cos( 1 /—s + »<?) 


tg(l/^ + »^?) 


Aus 


m(c, 


l/-i 

tg 


= «(c,'s)-. 


(V—S + *6)tg^l/^ + »e—yj ^ 


folgt: 

(2) U{c,t)*u[c + i^.t)=^i. 

Für c = 0 ergibt das die Thetarelation“’ 

(3) = 

^ 2 ( 0 , t) und ^j( 0 , t) sind also hinsichtlich der s 3 nnbolischen Faltungsmulti¬ 
plikation „reziprok“. Man kann daher in jeder Relation, wo die eine 
auftritt, diese durch Faltung mit der anderen entfernen. So ist z. B., 
da unter den Lösungen der Integralgleichung von S. 290 vorkommt: 

(0, t )« H- #8 (0. /) * 1 - 2 f ^3 (0, 0 -1 = 0, 

also nach Faltung mit i^a( 0 , <) in abgekürzter Schreibweise: 

^8 *^8 + *^2 * 1 — *^a — ‘^ 2*1 — 0 

oder 

^s*f +f—2(f^8)*’^a—^2*1 =0. 

Wir gehen nun zu den allgemeinen Thetafunktionen selbst über und stellen 
zunächst einmal ihre S-Transformierten zusammen, die man auf dieselbe 
Weise wie für •&i(v, t) in 7.4 und 7.5 erhält“®: 


COS 2 ü l/—s 


l/— 5 sin y^s 

(-la.s + i); 


^ n — oc 

^ ft ■> —00 

+ 00 1 


- {v+nr^ 


h{^> s) = 


yds cos y— s 
sin (2 t;— 1 ) y^ 


+ 00 1 

-i-Cu+n)» 


y—scosy—s 

cos (2 1 ; —1) y^^ 
y^ sin y— s 

20* 


s) = 



' '•• -.ä ^ \. ■ li- ■ ■i-'i ■ • 


mit Faltungsintegralen. 


«=* -ä8in*yzrr“‘r 

«fgibt ^cb: 

{4) ^,(0,/)«-^o(0. <)** = ! 

O^GIT 

{#,(0. <) + ^o(0, <)} • {^ 3 ( 0 . <)-#o(0, <)} = 1. 

so daß die Funktionen + ^s —^0 ein Paar „reziproker 

Funktionen" bilden. 


■/iK s) /oK s) + fo{vi, s) /i(»„ s) 

sinai/jy—sco8 2t»iy—s + oosaBii/—ssinZVji/^^ 

— ssin y—5C03 y—s 

“ ■ yirisJ yziT “ 

folgt das Additionstheorem, das die Funktionen #0 und verknüpft: 

( 5 ) K, <) • ^0 («3. t ) + #0 («1 .0 • («3. t ) = K + « 3.0 * 1^0 ( 0 . t ) 

für —+ + 

Ebenso erhält man aus 
ft K s) /o K s)—f, (» 1 , s) A (t)„ s) 

_ i)y^co8at<gy^+008(2Pi— 1 )y^sinapiy^ 

— sain 1/—i cos iZ—s 

-sin(2(Pi + p,) -l)VCri _1 . 

y^^oosy^ ■ T/—S sin y -1 “ ®) 

das die sämtlichen Thetafunktionen verknüpfende Theorem: 

(6) (Vj, t) ♦ Q (Vj, t) -1?j (llj, 1^) * =- ^ 

fürOSvj^l, —+ l o^üi + v,^t. 

Besonders glatte Relationen erhält man, wenn man den klassischen 
Thetafimktionen und ^3 andere gegenüberstellt, die sich von ihnen 
dadurch unterscheiden, daß die den negativen Summationsindizes ent¬ 
sprechenden Glieder mit — i multipliziert sind; wir fügen sogleich die 
leicht zu berechnenden /-Funktionen bei: 


y—ssm y —5 




I,*)- 





Aul (fepasdböi Weg wie oben ergibt äcb danip: 

(7) («1. <) * (»t. <) + 4 {'>v 0 * 4 {»»-«) = #8(% + »a—f. #) • ^8 (ä' *) 

fürOÄ»j^ü, O^VaSil, 

fttr«a, »i + + ^! 

(9) ^(», #)^--4f»;r» = 4(0,0« = 4(0.0"-1 (wabhäiigig voo V) 

fto 

Zu oiTiou* ebenfalls s@hx eiöfacliaii Typ von Rdationen Icommt man 
durch T^^ Tlfflbmng des Integrals der Thetafunktionen hinsichtlich v, 
wofür ftdgendes Beispid angeführt sei: Indem man für große bzw. 
iflAinft t die erste bzw. zweite Darstellnngsform von 4{». 0 in 7-5 (2) 

benutzt, sieht man, daß ö{ 4 (t' 0 } ^ gleichmäßig 

konvergiert, so daß man erhält: 

s|/». (4,«) «1 - / (4.')!«—/ 

_ sin (a? — i) 
s 

Andererseits ist 

f»(0. s) h [^. s)-U [l-.s] /, s) 

— COS y —5 — cos (x — l) y—’S 


— 1 


• cos X y—s 


y-^Ä sin y—s y— s sin y»^ y—sin y—« y*^ V ^ 

=-^—= |cos * i/^cos»!/^ + sin * i/^sin ]/—scos y^—cos x 

s sin* y^ l ^ 


ssin*y^ 1 

^COSä; 

1 j 

f_QQg 

ssin* y—5] 


sin (;r — 1 ) y^ 


5 8in y—s 
Daraus ergibt sich für 


(10) /4(T.<)<if = 4(o,0*4(-J.<)-4(i.<)*4(^4^-<) • 
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Für * = 0 geht ( 10 ) übrigens in (4) über, da d, =^o (0» 0 

wie man leicht nachrechnet, Jt^d( = i (unabhängig von i) ist. 

0 

Die FormdL ( 10 ) stellt eine eigentümliche Verbindung zwischen dem 
Integral von i ?8 ^a^ch v imd dem Integral eines quadratischen Aus¬ 
drucks in nach t her. 

§ 2 . Hermitesche und Laguerresche Polynome, Besselsche Funktionen. 

Die in der Überschrift genannten Ftmktionsklassen gehören insofern 
zusammen, als sie als SonderfäFe der Whittakerschen konfiuenten hyper- 
geometrischen Funktionen aufgefaßt werden können, die durch 

definiert sind, wobei 

.f. (», e; () = 1 +-i. < + • 

ein Grenzfall der Gaußschen hypergeometrischen Reihe ist^®^. Es ist 
nämlich 

1 i 


»-”'T 0 StT) 


nl 




i -L 
t*e 


m^n . 

wo das verallgemeinerte Laguerresche ( 9 . 3 ), Ä, das Hermitesche 
Polsmom ( 9 . 4 ) und J„ die Bessel-Funktion ( 9 . 2 ) bezeichnet. Es ist“* 


a 


r jfjzjj_ 

r(2m + i) ( , * + *+i 


für 2»t-r 1 > 0 , 31s>i. 


(s+i) 

Das Produkt zweier verschiedener solcher i-Funktionen ist wieder eine 
/-Funktion derselben Art: . 

(A + AO- + + 


h-m-i , V-m'-A 
^ (s^i) ^ 

A + W++ A' + <>»'+4- 

(s+-i) ^ (s + i) ^ 


ii-JL 


(A‘+ A') + + m' -f ^ * 


u.+ i) 

also ergibt sich für das Additionstheorem 

1 ^« — ^ I I ^1»' ^ -J j ^ + fn' 

r(2m-|-l) j* jrji^l) I = /’(2(m+«'+i)) ^*+ V,«+»,'+*' 


$2. Hennii^he ühä 3II 


das zum Aiiädnick briui^, MiisichtUeh^ der Faltung 

eine Gruppe bilden, Man Sbt^; daß die auf Besselsche Funk¬ 
tionen und verallgemeinert tsfigumtesche Polsmöme führenden M- 
Funktionen schon für sich die Gruppeneigenschaft haben. Das Addi¬ 
tionstheorem für Lagueiresche Folynome gewiimt eine besonders 
prägnante Gestalt, wenn man 

£»-»(() =4(.,»,<) 

setzt. Es laufet dann («>0, ß>0)^^: 

(2) A (a, tn,t)*A(ß,n,i) =^A((x. + ß,m + n,{). 

Dagegen bilden die spfig^elUn Laguerreschen Polynome (« = 0) 
und die Hermiteschen PolynO’ßte fäi sich offensichtlich keine Unter¬ 
gruppen, Additionstheoreme iimerhalb dieser Klassen können also 
nicht in (2) enthalten sein, bekommen solche, indem wir auf die 
Ä-Transformierten dieser Fimktjonen zurückgreifen. Aus (siehe 7.3) 

folgt 

Benutzt man die Formel 9-4 (1): 

in der man noch (vgl. S. 184) 

(2«t) i\ 

setzen kann, so ergibt sich für die Funktion 

lO) if\ _ _ (V~*) _ 


9 -, 






das Additionstheorem 

(4) ^n} W * W = ÖnxVfi. W * (0 W * ’ 

Ebenso ergibt sich aus 9.4 (2): 

worin man 

( 2 »+ 1)1 


nl 


■j=4”r 

yn 


(«+!) 


setzen kann, für die Funktion 

eW _ J^a»+i(V^) 

das Additionstheorem 


( 5 ) 





^&||^^;,^; lecteressaaxt, daß sich^ di«s^ Ad(Uti<jm$tiiearisa]ie]i;;^^^ 
^^pnllö^da J^»(Vt) andere ga^enilberetellea lass^, m denen das rmptoke 
:^rkoinmt. Dazu gehen vir aus von. dw dureh S. 24 l>a- 
JÄfntia» Funktion • 

und bilden (vgl. die Definition von H, S. 184 ) 

\(.A- _^ . (e'*-^e-‘ \ , /e£V+" 

XA*>t)- g^+1 - 3^ + 1 

a^r 

Da, vie man leicht nachweist (ß{;K} s. S. 25 ), 

ist, so ergibt sich: 




(z>0, vfe—1). 


Hieraus folgt die Relation: 


( 6 ) xA^-*)*Xr{y.t)=x,,+Ax + y.(} f&r /i.v,ft+v^—i; x,y,t>0. 
die wie (1) ein Additionstheorem mit zwei additiven Parametern dar¬ 
stellt. (Denkt man daran, daß außerdem bei expliziter Schreibweise 
links die Argumente r und ^—t, rechts nur ihre Summe / vorkommt, 
so kann man sogar von einem Additionstheorem in drei Parametern spre¬ 
chen.) Setzt man v = 0, so ergibt sich: 

( 7 ) xA^»^)*Xo(y*t)==Xß{^ + y>^) für x,yj> 0 , 

woraus man (6) wieder durch Differentiation nach y ableiten könnte 
Setzt man auch noch /W = 0, so ergibt sich wegen (s. S. 24 ) 


Xoix,t)^ip{xJ) 

die früher gefundene Relation 16.1 (1). Übrigens zeigt (6), daß 
Xß ♦ Xf (y^ 0 = Xf * Xß (y» 0 

ist. — Explizit durch Integrale und Hermitesche Pol5mome ausgedrücld;, 
haben die Relationen (6) und (7) eine ziemlich komplizierte Gestalt. 
Wir werden sie später ähnlich wie die Thetarelationen von § 1 als Aus¬ 
drücke für gewisse physikalische Sachverhalte kennenl^men ( 25 . Kapitel). 

Faltungsintegrale spielen vor allem in der Theorie der Bessd^ 
Funktionen eine große Rolle, so daß unsere Methode gestattet, viele 
der dort bekannten Relationen einheitlich und überaus einfach abzu¬ 
leiten. Die obige Formel (1) liefert für den Spezialfall k^O nur eine 




no^t 
wi<^tigea 
ausgdit^**: 




(d) 


4*- -TT 


s{<» 


Wir Qiümaiia iBJcIi aÄ cBa Ponnro^ |8> )*4» Beteplfil 


(e) 


S^sbli}: 


'irirf 


^ ^ - ö • A •» 

Der Faltu«gs»te liefert tusmittelW folgend* ReUldofteaft, dl» »1» 
T3?pen awsgpfoßeo Reüie ausgewäMt siid^**! 

/^•/_, = siii< (*“1 <8lv-< 1). 

. + ßfi>0,^v>0), 


( 8 ) 

(9) 

(10) 


(fi) 




1 + »> + i) 


(«/« 


r, 5Rv> 


-t). 


. Lt 

i) r(iA) 


«2) (I 


\ 


(l/aH'yip 


(»l/*.9lr.«Cu + »)> —1). 


• Diese Formel kann als fi-faidb» Integration gedeutet werden, vgl. iS.3*2. 

jW (aVD} = r* /^+, (21^ 


bzw. 




/~T 

Man vaTin also aus einer Bessel-Funktion, z. B. ans /^ (<) »= Y **» *• dureli 
Integration und Diäerontiation alle übrigen in formal überaus einfacher Wetoe 
erhalten. 


(14o) 
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Die Rdation (13) kann man für r^O auch in differenzierter 
schreib^, Indem man Satz i [8.3] Formel (d) anwendet und 

/v(0) = 

beachtet. Dann ergibt sich: 


1 für V =3 0 
0 für v >0 


L 

ii 




^ _i 

dt (y?+6*)> 




(14) 


2 


{fi> — i, v> 0 ). 


17. Kapitel. 

Integralgleichungen und Funktionalrelationen 
vom komplexen Faltungstypus. 

§ 1. Der komplexe Faltxuigst 3 rpus im Bereich der {‘‘-Funktionen. 

Die Ergebnisse des 15 . und 16 . Kapitels beruhten darauf, daß die 
S-Transformation die reelle Faltung zweier ia-Funktionen bzw. einer 
L- und einer JL,-Funktion in das Produkt der zugehörigen, {-Funktionen 
überführt. Da nun nach 8.6 die komplexe Faltimg 

zweier /^-Funktionen (das Integral im positiven Sinn erstreckt) durch 
die Umkehrung der Ä-Transformation in das Produkt der zugehörigen 
L^-Funktionen übergeht, so kann man im Bereich der /^-Funktionen 
eine analoge Theorie der Integralgleichungen und Funktionalrelationen 
vom komplexen Faltungstj^us aufbauen, die dadurch noch einfacher 
als die frühere Theorie ist, daß die Korrespondenz zwischen /®-Fimk- 
tionen, d. h, den im Unendlichen regulären und verschwindenden Funk¬ 
tionen, und X®-Fuiiktionen, d. h. den ganzen Funktionen vom Expo- 
hentialtypus, eine lückenlose und eineindeutige ist. 

Als Beispiel betrachten wir die komplexe lineare Integralgleichung 
erster Art 

(^) ihr / A(S-2)/(2)<{2 = g(s), 

w -p 

wo Ä(s) und g(s) gegeben, f{s) gesucht ist. Damit das Gesetz IVJ an¬ 
wendbar ist, sollen k, g und f {“-Funktionen sein. Ä (s) sei für ] s | > ft ^ 0 , 
g(s) für jsI >efeft regulär. Als Lösungen /(s) kommen solche {“-Fimk- 
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in Betracht, die für js] >§* mit gi regulär sind.. « kann 

jeden komplexen Wert mit Isj >ßj + ßj bedeuten. Der Radius P des 
Integrationsweges ist dann so zu wählen, daß 

ej<P<|s|—ßi 

ist. Da nach Gesetz IVj die Integralgleichung (i) völlig äquivalent 

mit der algebraischen Gleichung 

(2) JC(t)P(i) = G(<) 

für die entsprechenden L®-Funktionen ist, so erhalten wir: 

Satz 1. Notwendig wni hinreichend dafür, daß die Integralgleichung (1), 
in der k{s) und g(s) l^-Funktionen sind, eine Ifi-FunkUon zur Lösung hat, 

ist, daß eine L^-Funhtion darsteUt. 

Dazu ist vor allem erforderlich, daß die NullstcUen von üC(i) unter 
denen von G(t) Vorkommen und keine höhere Vielfachheit haben, daß 
also G durch K „teilbar“ ist*®®. 

Es ist von Interesse, daß man das Integralgleichungsproblem (i) 
in ganz anderen Gestalten erscheinen lassen kann. Als {®-Funktion hat 
i(s) eine'Entwicklung der Gestalt 

Hs)- 2 ^- 

vtsQ 


die für |s| >@1 konvergiert, so daß 

limsup 

ist. Damit ergibt sich 


f k[s-z)nz)dz=;^{-iY^H,^ 

1*1 »P I»tw0 lil — p' ' 

wobei das Integral im positiven Sinn zu erstrecken ist. Soll f{z) außer¬ 
halb eines Kreises mit Q^<P regulär und im Unendlichen gleich 0 sein, 
so stellt, da wegen js] > P -t- gi der Punkt s außerhalb des Kreises mit 

P liegt, das Integral J - — dz, im negativen Sinn durch- 


1 )*)-p 

laufen, {s) dar'*'. Die Integralgleichung (1) ist also äquivalent mit 


• Man sidit das leicht ein, wenn man das über einen Kreis \x\ *= >|5| im 

positiven Sinn erstreckte Integral und die über ein radiales Verbindungsstück 
zwischen beiden Kreisen hin und zurück laufenden Integrale hinzufügt.^ Die Ge¬ 
samtsumme ist (s). Das Integral über |rl *=* Pq verschwindet aber, da es ab¬ 
solut genommen kleiner als 


Max |/(z)l 


2nPn 


2 n{P,-| 5 l)»+l 

ist; denn P, kann beliebig groß sein, und Max |/(^)| strebt wegen der Voraus- 

1*1 «Mp 

Setzung /(oo) = 0 gegen 0 für Pg-^oo, * 




unendlich hober 



ndft koB'' 


Wur köim^ also Satz i auch so aussprechen: 

Satz 2. NoiwfHdig und hmeichmd dafür, daß die DifferenüalgleidmHg 
( 3 ) vontmendHchhoherOrdnung, inderq(s) einel^^FunkUon undHrnsuj»)/^ 
endlii^ ist, ein« F-FunkÜon zur Lösung hat, ist, daß eine L^-FunMion 
darsm, Daheiist ’ 


OQ 

und G(<) = S-i{g(s)}, 

Wr pb<m to^der Umformung von (1) noch einen Schritt weiter. 
*8 ist fto jz[=»jP<|s|:, 

1 _ A ' ' ^ 


^30 (Ä *4^ V *58 




*<-»-1^1 rn (^)‘= i K-,{iy 

Setzen wir für /(*) auch seine Potenzreihenentwicklung ^ ^ 

ein, so erhalten wir /*-o 


«*"<• r-o 

Nach Ausmultiplizieren ergeben nur die GUeder mit dem Faktor - 

m Residuum, d^ ^d diejenigen, wo /«+ 1 - A = i, mithin ft = A 
wt» -Es konunt also heraus: ^ 


M M A 9 _ A 


AmO 

Dws soll gleich g{s), das eine Potenzreihenentwicklung der Form 
4^’ j»*+i sein. Dann müssen aber die Gleichungen 

(4) *'</«+(j)^~j/»+(a)Ä«_,/. + ---Ä„4 = g* 

erfüUt sein. Satz i kann also auch m folgende Gestalt gesetzt werden: 


§ 1, Der 


4er ?*-Fiiu4Et]oQeii. j 


,g.ißa^ 3, l^ ms iMm &eichnf^m mit mtendii^ 

V0en Unbekamim bestehende System ( 4 ), *« dem 

Jimsup|/P^ 10kl - 

endlich seien, hat dann und nur dam ein Lösungssystem mit endlichen 
Umsupy\f^\, wem eine ganie Funktion vom Exfonentidltypus 


darstellt, wo 




N-0 


f~0 


also *o = Äi 
so ist 


(m ganz^O), 

h» 4 . j= •"' = 0 > 


««*01. 

Ist speziell 

Ä(s)=(-ir;^ 

1 0* + l ' 

und ist dann und nur dann eine L®-Funktion, wenn die 

i®-Funktion G{t) in t — 0 eine Nullstelle mindestens n**' Ordnung 

G( 0 ) = G'( 0 ) = • • • = ( 0 ) = 0 , 

d. h. 

ge = gi = --' = gn-i = 0. 

Aus 

G(<)=(-irF(o 

folgt nach Gesetz Illb’. 

g(s) = /W(s). 

Auf diese Gleichung reduziert sich in diesem Fall die Differential^eichung 
( 3 )- Sie besagt natürlich nichts anderes als die (S. 3IS benutzte) 
Cauchysche Formel 


/(«)(^) 


f —M—dz 
2ni J + 




für ls|>P und ein im Unendlichen reguläres und verschwindendes 
/(*), wenn der Kreis |2| = P im positiven Sinn durchlaufen wird. — 
Das lineare Gleichungssystem ( 4 ) reduziert sich hier auf 

Explizit ist 

/ w-(-<)■ (ni++(I tiIw+■■■) • 

Die Lösung ist eindeutig, obwohl die Gleichung = g{s) eine Mehr¬ 
deutigkeit zuzulassen scheint, weil f{s) und erst recht seine Ableitungen 
im Unendlichen verschwinden müssen*®*. 




•■_■■■ . . ;.^...; f 

Falturtgs^us im Bereich der m^-Puhktiön^^ 

^ Xm vorigen Paragraphen handelte es sich um Gleichungen für Z®-Funk- 
tionen, in denen komplexe Faltungsintegrale mit geschlossenem, end- 
Integration^ vorkamen. Man kann auf dieselbe Weise (für 
allgemeinere ^-Funktionen) Faltungsintegrale behandeln, bei denen <^r 
t^^Midnsweg eine vertikale Gerade ist doch sind die Ergebnisse nicht 
so glatt, weil sich nicht auf einfache Weise eine Klasse von /-Fünktiöneh 
abgrenzen läßt, für die dem Faltungsintegral das Produkt der £-Funk- 
tionen entspricht. Dies gelingt dagegen leicht, wenn man statt der ein- 
sdtigen die zweiseitig unendliche Laplace-Transformation und die 
Klasse iji zugrunde legt, wie ja überhaupt alles, was mit der komplexen 
Umkehrformel zusammenhängt, eigentlich auf die ßn-Transformation 
zugesc hni tten ist. Im Hinblick auf die in der Literatur aufgetretenen 
Anwendungen ersetzen wir die Sn-Transformation durch die ihr äqui¬ 
valente Mellin-Transformation und die Klassen /Ji und Lii durch die 
Klassen w® und Af®. Die Grundlage für das folgende bildet Satz i [ 8 . 7 ] 
in der Gestalt des Zusatzes S. 173 . 

Ein besonders einfaches Beispiel, das völlig analog zu dem im 
Anfang von 16.1 behandelten ist, erhalten wir, wenn wir von der 
M®-Funktion CP(z) s^~“'( 3 la> 0 ) ausgehen. Ihr entspricht die nfi- 
Funktion 




00 aoo 

0 0 

die in der Halbebene {Rs>0 regulär ist (zi = 0, Z2>0 beliebig groß 
in der Terminologie von 6.8). Nun ist 

also 

x-^-ioo 

1 r r(s — a) r(a) , r(s) 

( 0 <;.< 9 ls. 3 la> 0 , 3 t/ 3 > 0 ). 


' Allgemeiner ist*®^ 

+« 00 »j, +*00 

Ort « ^ 


«?■ 


.£M 


olV 


dcf^ *.. d(Tp ' 


ns) 


-h«,)' 


{oo*,-iao V 

(0< Xj + • • • + 8loco>0, 8tai>0,.. .,8la^>0). 

Einen interessanten Spezialfall von (1) erhält man, wenn man 
a = l,^ = z, s = A, flr = s setzt (vgl. hierzu 6.8, Ende): 

*+*00 

ö) / >r‘r(s)r{x~s)ds = -^^ (o<x<mx,mz>o) 
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15x^36 Formd besagt, daß zu der w^-Furiktiou r(s)r{X--8) die Af®- 
riX) 

Funktion gehört, so daß die entsprechende Formel 

r{k)fz-\i + z)-Ux^r{s)r{x-s) (o<5fts<5ftA) 

0 

gilt. Diese Formel ist mit der Integraldarstellung der Eulerschen 
B-Funktion äquivalent, denn mit i + z = iz T u geschrieben 

werden: 

00 1 

B(s, A— s) = = J ^~^{i+z)~^dz = J 

( 1 ) ist ein transzendentes Additionstheorem für die Funktion 

Wir stellen uns die Aufgabe, afle »"-Funktionen <p{s, a) zu bestimmen, 
die ein Additionstheorem dieser Gestalt haben: 

Jlf — »00 

und die ebenso wie die zugehörigen M®-Funktionen 0 (z, a) von (dem 
jetzt zunächst reell > 0 angenommenen) Parameter a stetig abhängen“®. 
Die <P(2f,a) müssen dem algebraischen Additionstheorem 

( 5 ) 0 {z,<x) 0 (z,ß)=^ 0 {z,oL + ß) 

genügen. Dann muß aber 0 die Form* haben: 


Demnach ergibt sich als Lösung von ( 4 ) die Funktionenmenge 

^{s, a) = f 

0 

wo G(ja() jede Funktion bedeuten kann, die zu einer Jlf®-Funktion 
macht. 

Natürlich gibt es auch noch andere als ^®-Funktionen, die der Glei¬ 
chung ( 4 ) genügen. Solche kann man dadurch erhalten, daß man für 
0 (z, a) nichtanalytische Funktionen wählt. Die Funktionalgleichung ( 5 ) 
wird durch ja auch erfüllt, wenn G(z) irgendeine Funktion, also 


Es folgt nämlich 

logItfi(-r, a)l ‘{-loQ\0[z,ß)\^lo^\0{z,ct + ß)\, 
und dieser Funktionalgleichung genügt nach Cauchy bei stetiger 
von a nur 


so daß sich ergibt: 


logla>(i, a.)| =Gi{*)a, 


WO Gi(,f) eine reelle Funktion ist. Folglich ist 


Abhängigkeit 



gleich—o© fct, was bedeutot«^^ 
> 'Ä IntoTv^cn 0 ist. Wir könip^ slso versuclx$? 9 ^i|t 

^(s,*) ns: f 

m 


ö«**«, wo di« Menge Sl und die Funktion G(x) ao gewählt sind, 
dsa Inteprsl konvOTgiert, Wählen wir 


so wird 


GW»»!. 3)1= (O^s^l), 


A 

9(s. «)»/*"■ VdS = für 8ls>0. 


Wese Ist h«ine «*®-Funktion (da die Abschätzung 6.8 (4) 

nicht eil^t fet), trotzdetn ist (auch für komplexe a, ß) 

# + <00 


< f eP j + ^ 

2 ‘« i J S ff ff ^ ^ 

# — <00 


( 0 <Ä< 3 ls), 


wie man durA Residuöjrechnung feststellen kann. 
Wählen wir dagegen 

so wird 


9j(s,a) = J s»-i 


für 8ls<0. 


Funktion in die Gleichung (4) einsetzen, so müssen 
wu: dafür sorgen, daß 

91o'<0, 8i(s—(r)<o, 


konstaiSm ° ^ Erfülltsein von (4) 


WäJhlt man 


so erhält man: 


G(z)=—logs, 3R = (0Ss^l), 


X 

^(s,a)=/z-i^-.dz = ^ für {Rs>8l«. 


In (4) muß also 


8lar>3la, 3i(s—o) >Sft^, 


8 la<x<gi($--^) 

- Wählt man bei demselben G(z) für 3R die Menge f ^ s, so ergibt 


«-* = - 7 ^ fto *»<«,. 

Jedesmal kann man verifizieren, daß (4) erfüllt ist. 


l8.Kat>.: }<. PII ^2i 

L 

' V. Teil. 

Differenti^j^elchiuigen. 

18 . Kapitel. 

Grewöhnliche Differentialgleichungen. 

§ 1. Die lineare Differentialgleichung Ordnung 
mit konstant«! Koeffizienten und beliebiger Störungsfunktion. 

Die beim geg«iwäxtigein Stand der Theorie wohl wichtigste An- 
wendungsmöghdikeit der Laplace-Transformation liegt im Gebiete der 
gewöhnlichen und vor allem partiellen Differentialgleichungen. Der 
Ansatzpunkt hierfür ist Gesetz.III., ckis aussagt, daß dem transzendenten 
Prozeß der Differentiation im X.-Bereich im wes^thchen der elementare 
Prozeß der Multiplikation mit einer Potenz der Variablen im i-Bereich 
entspricht. Die Auvrendung der i!~Transfonnation auf eine DiKerential- 
gleichung bedeutet also eine ,^lgebraisierung'‘ des Problems. Von 
großer Bedeutung ist dabei der Umstand, daß bei der Übersetzung 
von jF<*’>(<) in den /-Bereich die Werte P( 0 ), F'( 0 ),.. die man 

in der Theorie der Differentialgleichungen die Anfangswerte der Funktion 
nennt, auftretm, so daß die Methode, die wir entwickela werden, gerade 
den sog. Anfangswertproblemen angepaßt ist. Wie jede Methode hat 
natürlich auch diese gewisse Grenzen der Brauchbarkeit; sie besitzt aber 
jedenfalls den Vorzug, daß sie große Klassen vOn Differentialgleiohungen, 
für die man sonst ganz verschiedene Theorien entwickln mußte; in ' 
völlig einheitlicher^und ohne ad hoc ersonnene Kunstgriffe zu bewältigen 
gestattet. Wir führen die Methode zunächst an d«u einfachsten Beispiel, 
der gewöhnlichen linearen Differentialgleichung n*“ Ordnung mit kon¬ 
stanten Koeffizienten, aber beliebigem, als stetig vorausgesetzten Absolut¬ 
glied* vor: 

(t) y<») + c„_i y«—-f • • • + CiY' + CoY = F{t), 

bei der natürlich gegenüber der klassischen Theorie, abgesehen von der 
größeren Übersichtlichkeit, nichts Neues herauskommen kann, wo aber 
schon einige Charakteristika der Methode deutlich in Erscheinung treten***. 

Schreibt man ( 1 ][ in der leicht verständlichen Form 

{h' ■*" "*-+ ‘^*) ^ = 

oder auch 

(£>* -H + --- + CiD + Cc)Y=^F(t). 

SO kann man kürzer 

+ H- + CiX + Cn^p{x) 

* In den physikalischGD. Anwendungen pflegt man dieses die ,, Störungsfunktion 
(&a8ere, Kraft) zu nennen. 
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upd schreiben; 

Angenommen, es gebe für ffeO eine Lösung Y{f), und F'i^) sowie 
[und damit auch ..., Y'{f), Y (f)] seien i-Funktionen. 

Wir setzen &{Y} = y(s), = /(«)• Dann gilt nach Gesetz III« 

für y die Relation* 

S« y _ [y (0) ^ -14. y' (0) s* - * + • • • + y<“ (0)] 

+ c._i y- [y(o)s»-* + y'(o) s»-» + • • • + y<*-")(o)]} 


+ C{sy-Y{ 0 )} 

+ coy =/(«) ' 

oder 

( 2 ) ^(s) y(s) = /(s) + Y(Q) (s*-^ + c»_is"-* -{ - 1 - c»s + Ci) 

+ y'(0)(s-* + c,_iS-» + --- + C2) 


+ y<'-*){0)(s + c._i) 
+ y‘"-«(o), 


die eine lineare algebraische Gleichung für y(s) darstdlt** und daher 
sofort lösbar ist: 


y(s) 

(3) 


/(*) I -yffW + * + --- + C|r + ei 

P(5)+^W P(S) 

+ y( 0 ) + Y.- 1 ( 0 ) 1 ^ 


Diese Funktion ist sicher eine /-Funktion. Denn und die Koeffi¬ 
zienten der sind gebrochen rationale Funktionen, bei denen der 

Grad des Nenners größer als der des Zählers ist. Zur Berechnung der 
zugehörigen £-Funktion behandeln wir zweckmäßig das erste Glied 
einerseits und alle anderen Glieder zusammen andererseits für sich, 


* Man beachte, daB fOr die Anwendung von G^etz lila Differential¬ 
gleichung für / = 0 nicht erfüllt zu sein und Yfür < = 0 nicht zu existieren braucht. 
Es muß nur ^ (<) für < = 0 nach rechts stetig sein. 

♦♦ Die Koeffizienten von Y(0), -.. sind gerade die Zwischenstadien bei 

der Berechnung des Polynoms ^( 5 ) nach dem Homerschen Schema; 

{•••((5+£^_l)5 + — 2 )^ + ^ —8)-S + **0^ +^0- 

Setzt man ^Ap{s), A (d/>(s)) =»d»./?(5) usw., so sind die Koeffi¬ 

zienten gleich Ap{s), d* (s),..., d**“ ^ ( 5 ), dW /> (s) = 1. 







■ s ■'l^'’^ 




was darauf hilM»!ldä^^,.daB^^^j^E^^^^j^^ Diffeüi^tläfl^ 

glddrang (F^O, da^f (also speriellen) 

(F s 0, daher / ss,^.js 0 , Ijetrachteu, 

und dann die:Wdwif|B^fflBg^ '. ". 

f. Die inhomogene |)ifferentialgleichung mit verschwindenden 
. 4|ffangsbedlngungen. 

Es sei also 7 ( 0 ) ^ F(p) ==••• = y«"-i) (0) = 0, d. h. 

y (s) = . Jls jtonpnt nw d^nl an, die I-Funition Q{t)zxiq (s) = 

zu find^, dbini nac^ dem Faltungssatz ergibt. Zu 


s^e Linearfaktoren'*: 

im'VÄ^Ä'&Siä'k^MP'rA - 




f) S~ «1 


, Eine Ob^chtlichere Gestalt erhalten wir bei Verwendung der Partial- 
l^^]|cj^zerlegving. Dazu unterscheiden wir zwei Fälle: 
a) Die oc, sind sämtlich verschieden. 

Dann hat die charakteristische Gleichung nur einfache Wurzeln, 
d. h. />' (oc,) + 0, und die Partialbruchzerlegung von hat die Gestalt: 

~ TiÖ"“ 2 ' 

Die a, lassen sich vermittds des Cauchyschen Satzes bestimmen {St^ 
sei ein kleiner ICreis um oty, der alle anderen Wurzeln ausschließt): 
i f ds i r 1 ds 

2ni J p[s)~ 2ni J p'(aj) ^ p" (a,) ^ s-a^ 

O A ^ ^ 2 1 


F(?r 

oder elementar: 

a, = lim -^TT^ = lim -rr 


p{s) — p{ay) p' (o,) ■ 


* Dazu müssen die (im allgemeinen komplexen) Wurzeln der Gleichung p{s) ^0 
aufgesucht werden. Genau dasselbe geschieht auch in der klassischen Theorie, 
denn die Gleichung p{s) ti^O ist die sog. „charakteristische Gleichung'', auf 
die man geführt wird, wenn man die homogene Gleichung durch den willkürlichen 
Ansatz Y (<) = zu befriedigen sucht. 
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Kap.: G«¥:öbnIiobe Ditteredtla^llaidrai^en» 



gehSrt also die X-Ftmktion 




1 

/>'(«») 


ef^*, 


»md da dies eine Za-Fonktion ist, gehört nach Satz 7 [8.5] zu y (s)« 
die Z-Funktion 




( 5 ) 


T» 

fml 



e-<*’^F[t)dt. 


Wenn es also überhaupt eine Z-Fimktion gibt, die (i) genügt imd die 
Anfangswerte 0 hat, so muß es die durch (5) gegebene sein. Wir machen 
nun von dem S. 286 formulierten „Fortsetzungsprinzip" Gebrauch und 
zeigen, daß die durch (5) dargestdlte Funktion F (<) für < > 0 die Diffe¬ 
rentialgleichung befriedigt und für i-»-0 die geforderten Anfangs¬ 
bedingungen in der Gestalt lim y(f)= lim y'(^) = • • • = limy<*“^*{0) = 0 

<^+o <-».+0 <-♦•+0 

erfüllt*, sobald nur F{<) eine /-Funktion und für ^>0 stetig 


^oder allgememer: die Ableitung seines Integrals 
beweisen wir zunächst; 



ist. Dazu 


(6) C(0) = e'(0) = *”e''‘'®>(0)=0, Q(—«(0)=1. 

Im Rahmen der Theorie der S-Transformation ergibt sich das am 
schnellsten so: Da offenbar Q {t) eine Z®-Funktion und q (s) eine /“-Funktion 
ist, so b^ommt man aus der Potenzentwicklung von Q(t): 


eifi-2 




Ö^'Uo) 

rl 


die von ^(s) (vgl. Satz 2 [5.1]): 




Q^'ho) 

,.+l • 


Andererseits ist aber, da /»(s) ein Polynom Grades mit dem höchsten 
Koeffizienten 1 ist: 


?(«)= 


1 

#>(«) 


^i»+i , ^»+t 

s»+‘ s"+» 


♦ Diese allgemeinere, von der üblichen abweichende Formnliening des Anfangs- 
wert5)roblenis wälden wir mit Absicht im Hinblick auf die später bei partiellen 
Differentialgleichungen auftretenden Verhältnisse. 


-. ^ ^ r--,.- --«■■■ - — 

tisch sind die Identitäten {6) evident, wenn man sie Ici der Gestalt 

y <4 _ fQ 0^/^»—2, 

fttr 

schreibt. Denn die hnke Seite ist die Summe der Residuen von im 

r \V 

Endlichen (das stiirant auch, wenn unter den at, die Zahl 0 vorkommt), 
also gleich ' i /• s» 

erstreckt äber einen Kreis vom Radius R um den Nullpunkt, der alle 
NuUstdlen von p{s) einsdjleßt. Ist O^l^n—2, so sieht man in be¬ 
kannter Weisei indem jnan das Integral abschätzt und R gegen oö 
wandwn daß dsr Wert gleich 0 ist. Im Falle =»»»—i aber fügen 
wir zu dem Intei^ lineare Kombination der als verschwindend 
erkanntest latffrale ndt I■»= 0, 4,. n-—2 hinzu \md schreiben: 


r/ 


»f* —- \-et2s + ai 


_, 

n 2ni J p («) 

Dieser Ausdruck ist aber bekanntlich gleich dem w**” Teil der Null¬ 
stellenanzahl von j>{s), also gleich 1*®’. 

Nun bäden vnr unter Benutzung von Satz 2 [8.4] die Ableitungen 
von Y(t): 

y'{0 =^F{t)*Q'(t) 

(7) . 

y(—i>(<)^F(i)*Q(»-i)(<) 

yW(t) 

Aus diesen Gleichungen ersieht man zunächst, daß die Anfangswerte 
von y verschwinden. Ferner ist 

y‘->+c«_iy<"-»+----hc,y=F(o*{ö‘’“+c-re‘’-«+--*+o„^}+F(o 

n ^ 

*- 2 * + * • •+'’o) 


-=F{t). 

da oj-|-c»_joC“^-h *' ■-f Cq= 0 ist. Damit ist unsere Be¬ 
hauptung bewiesen. 

Wir heben noch den Spezialfall F(<) «1 hervor, bei dem /(s) e — 

ist. Bezeichnen wir die Lösung in diesem Fall mit Yf,{f}, so gilt für die 
zugehörige f-Funktion 






18, Kap.: GowöbnUcJie Diffetontialgleftchuiigfen. 


Bjesid. von 


yo(s)=- 




in 0 


JL Resid. von 




in OLp 




1 

p(0) 


^ Otr/> I 


»■■1 


Otr/^' (Ot») 

Or 


SO daß man erhält: 




vpn den (als einfach vorausgesetzten) NuUstellen oc, von 
k^ine gldch 0, so hat s p (s) die einfachen Nullstellen 0, gci» • • • > 
die Partialbruchzerlegung ergibt: 

1 


(8) ^0 (0 = ^ + 2 («,) • 

r«-l 

Natürlich würde man auch auf diesen Ausdruck kommen, wenn 
man*(5) mit explizit ausrechnet. 

Den Fall eines beliebigen F kann man auf diesen Spezialfall reduzieren. 
Es ist nämlich, wenn wir wieder vorübergehend F{t) als £-Funktion 
annehmen: 

y{s)^*^)=s{f{s)y,{s)). 

Zu /(s) y,(s) gehört, da Y^(f) eine I,-Funktion ist, die Funktion F^Yo- 
Diese ist nach Satz 2 [8-4] differenzierbar (nian beachte Y, (0) = 0) • 

^[F*YJ=F*Yi. 

und S{F*Yo) existiert, da YJ eine Z.-Funktion ist (Satz 7 [8.5])- 
Also ist nach Satz 1 [ 8 . 3 ]: 

S {F * YS} = s ß {F * Yo} = s (/ (s) yo W) • 

Damit ergibt sich die allgemeine Lösung Y aus der speziellen Y 0 folgender¬ 
maßen (und dies gilt wieder für jede stetige /-Funktion F)*®*: 

(9) Y(0 = -|^[F*Yo]=F*YG. 


Der Vergleich mit (5) zeigt, daß 

(io) n(o = ö(o 

sein muß, was ja auch leicht aus (5) direkt folgt, denn mit F (Q s i 
ergibt (5): 

woraus (iO) folgt. 

b) Gewisse oc, sind gleich. 

Wir bezeichnen die wirklich verschiedenen Wurzeln von ^(s) imt 
Ol,..., o*,, sie mögen beziehungsweise die Vielfachheiten ..., ^ haben 


§ 1. l>io Unearb 
L\.k^=zfiS Die 



uter ’ drdittung. 


5?7 


von 


Gestalt: 


m 

\ 


hat dann die 


q{s) 


1 

TU) 






und die a,^ lassen sich als Residuen beredmen; 


(tl) 


«_i , Y (s-«rr-^ 

2ni J p{5) 


is 




wobei das Integral über einen Kreis um zu erstrecken ist, der die übrigen 
a ausscbUeßt. 

Zu q{s) gdiört die i-Funktipn 

m ' * 1 \ 

02) gO) »=■ ^ 4- ‘ _ ^)l 

und di# X4sung der Differentialgleichung (1) lautet wieder: 

- ^ yW=F( 0 *e( 0 . ‘ 

AndhMdr ist 

Y{t)=F(t)*r,{t), 

wo Yj die Lösung für F = 1, weil Y^(t) = 1 * Qifi, also Q{t) = Yj {t) 
ist. Die Verifikation, daß Y {t) wirklich Lösiing ist, vollzieht sich genau 
so einfach wie unter a), denn zunächst ergeben sich wieder die Glei¬ 
chungen (6), wenn man den ersten der oben angegebenen Beweise benutzt. 
Hieraus fo^ci^ Gleichungen (7). Weiterhin ergibt sich nach Gesetz III,: 

für i/ = 0, l,....n—1 

also 

= g(s)/>{s) —1 =0. 

Hieraus folgt aber wegen der Stetigkeit, daß* 

+ C«-1 + • • • + Co <? = 0 


und damit wie unter a), daß 

yW + + ... + Co y = F(0 

ist* 

Wir bemerken noch, daß hiernach Q{t) die homogene Differential¬ 
gleichung p{D)Q ==0 mit den Anfangsbedingungen Q (0) — ö' (0) = ’ *' 
(0)=0, befriedigt. Daß man vermittels dieser 


* Den Nachweis, daß ^ (D) ß = 0 ist, haben, wir so auf dem Weg über den 
/-Bereich und damit besonders einfach geführt. Das geht, weil Q eine wohlbekannte 
Funktion ist, deren /-Funktion existiert. Für Y, in dem die beliebige Funktion F 
vorkommt, läßt sich das nicht machen. 



(*5) 


i 8^ jCftp. 5 GowÖ tiuH c hc > 

IKZSJ* t^“W,‘>“i«>'omogeiieii GWänilig mit f«iebwtadi«d« 
In d« ^t y(<)=Jt«.e(() dsKteUen krta, 
ttt aucB 4 priori klar, denn das zeigen sofort die Gleichungen (7). 

2. Die homogeflfe Differentialgleichung mit beliebigen 

w> i. i t . ^“^^’igsbedingungen. 

Wir Beaaehten ein eimsdnes Glied in (3): 

iji = 0, n—i). 

Nach ( 13 ) gdiört hierzu die i-Funktion 

MÄÄfÄv'dlffc?*:, der homogen 



«« u -‘*“'*“>-u±i6cu, iuig 

WMtöhiü er^bt rieh aus (6): 

t^/.(ö)*=o. £r'(ö)ä=o,.... Dj^-’)(o) = o, u<f•^o) = i. 

für die höheren Ableitungen benutzen wir die Differentialgleichung 
O'“* (<) + c* -1 ö'* ~ (0 + • • • + Ci (t) + c„ 9 (i) = 0 . 
aus der duriih Diffefenzierin folgt: 

^(<) + • ‘ • + Ci Q''(f) + Co Q'{i) = 0, 

UsW. Für f =fe 0 ergibt sich unter Beachtung von (6) ■ 

0^+^>(O) + c,_iöW(o) + c,_o = o, 

ö(^+*)(0) + C,_x0<*+^)(0) + co_,ö<-' (ö) + = 0. 

USW, Diese Gldehuügen sind aber gleichbedeutend mit 

t7^+i)(0) = 0, üjt+^(o) = 0...., C/j»-i)(0) =0. 

Hieraus folgt, daß die Funktion 

und die Anfangswerte 

so ^ (^2) definiert ist, 

Anfangsbedingungen. ^ ^homogenen Gleichung mit behebigen 

setzim 1 ?? Koeffizleuten der Differentialgleichung 

ta mm dlg^mdMt Z ÄbWt^ Prtm^ÄtlpllS; 






It' (0) S* ’ 


^t<'”-’)(ö)). 


B«1 der AusfiUmmg dw t)ifferetitktioa/te«k«a die AblelteRg^ ven 
bis zur auf, die Koeffizieuten eind Potenzen. Deiraius folgt: Einer 
linearen EifferentialgleichuBg »»♦** Orcknmg itn X-Bereich, deren Kdeffl- 
zienten Polsmome bk zum Grad sind, entspricht im f-Bereich ein® 
Differentialgleichung Ordnung, deren Koeffizienten auch Polynome 
sind.. Ist m< », SO ist-damit das J^oblem auf ein einfacheres reduziert. 
Die Ditierentiaigleichung im. XB^eich hat unendlich viele LösungeUj 
in Frage kommen abm nur solche, die 1-Funktionen sind; das gleit^e 
gilt dann Ableitungen,. Also hat man die Anfangsbedingungen 

y(-fo©) »te y* (+ «*>) <*5 * ^ • ts4 0 zu beachten, die unter Umständen 
iösunt aussendem. Wk verfolgmi dies hier nicht weiter, weil sich fftr 
den augemäim^ fa|; vld aussagen Mt. 

BemSflSlInf! lst :die Stdrnngsfunktlon eine Konstante oder alb 
gem^er eMe X^-Funktion, so gilt offenbar das gleiche für die Lösung 
Y (f), da Q dne X®-Funktion ist. Also hat Y (<) eine beständig konvergierende 
Sniuikklitng nach aufsteigenden Potenzen von t, ebenso wie y(s) die 
entsprechende außerhalb eines gewissen Kreises konvergente Entwick¬ 
lung nach absteigenden Potenzen von s besitzt (Satz 2 [5.1]). Dagegen 
gibt es keine konvergente Entwicklung für Y if) nach absteigenden 
Potenzen von t, wohl aber asymptotische Entwicklimgen in der Um¬ 
gebung von < = oo, die nach den in 14.3 aufgestellten Sätzen zu 
finden sind, sobald F(<) als i-Funktion gegeben ist. 


§ 2. Ein System von linearen Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten und beliebigen Störungsfunktion^. 

Unter verstehen wir einen linearen Differentialoperator «*“ 

Ordnung: 

k^(£>) = + ... + C«/ D + C«^ 


wobei wir die Möglichkeit offen lassen, daß gewisse von den c verschwinden, 
daß also z. B. der Operator in Wahrheit von niedrigerer Ordnung als n 
ist. yi(t),.... Yf{t) seien unbekannte, JFi(<).••-.F,!/) bekannte, für 
t > 0 stetige Funktionen. Daim betrachten wir das System von Diffe¬ 
rentialgleichungen 


( 1 ) 


l^i(ß) + F» + ---+^r(ö) y,=F,(<). 

Der Übersichtlichkeit halber nehmen wir an, daß der in allen physi¬ 
kalischen Anwendungen realisierte Fall n = 2 vorliegt, und schreiben 
kürzer: 


PoLfi (^) = U® -1- D H- . 




y^O iS. Kap.; GewOhnUche Dilfeientialgliäehungen. 

Wif setzen zunächst voraus, daß die F» F-Funktionen sind und daß' 
Lösungen Y,(t) mit vörgeschiiebenen Anfangswerten y,(0), yt(0) 
gibt, deren zwdte Ableitungen £-Funktionen sind. Dann entspriöht 
dem diffärenti^en Gleichungss}^em (1) im ^-Bereich das algebraische 


( 2 ) 


^11 («) yi + ' • • + Ar (ä) Vr ~ fl (s) + .2 («1,S + Ar) Yy {0)+^aiyYt (0) 
Al (S) yi + ‘ • * + Ar (S) Vf = ff (S) + -S («rrS + Ar) Yf (O) +JS<>f,Y'y (O). 


r-1 


r-1 


Wie in § i zerlegen wir das Problem zweckmäßig in zwei Teile: 


1. Inhomogenes System mit verschwindenden 
Anfangsbedingungen. 

Das System (2) hat hier die Gestalt: 

j Al{®) yi + ■ ■' + Ar(s) yr = fl (*) 

(3) 


Al (s) yi +-1- Ar (s) Vf = fr (s) • 


Bezeichnen wir die Determinante der A(s), das algebraische 

Komplement zujfta^(s) mitJ,^(s), so ergibt sich in bekannter Weise: 

(4) ^(s)y/(s) = i^*/(s)/*{s) (^= 1.2 . r). 

»-1 

Dabei sind J (s) und/J»,(s) Polynome van höchstens 2»'*“ bzw. 2(f—1)**“ 
Grad. Wir bdiandeln nun folgende Fälle; 

a) Normalkül: J(s) hat den Grad 2f. 

Dann ist 


Jk-l 

und die sind gebrochen rationale Funktionen, deren Zähler von 

niedrigerem Grad als der Nenner sind. Dmrch Partialbruchzerlegung 


^»(0 _ ^rl I , \ 

■ 4 (^) ^[s~ccy~^ + 


wo die o, die wirklich verschiedenen Wurzeln von A (s) mit den Viel¬ 
fachheiten ky sind, erhält man leicht die zugehörigen L-Funktionen 


ß{e*;W} = 


^ki (^) 

J(s) 


und damit die Lösungen in der Gestalt 


( 5 ) Y,(f}^£Q^,(t)^F,{t). 




§3. 
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jga^ diese Fw^ionwi, 3 , 9 <; 4 i Mfei^ d^ towie ^Fwdctionwi. sondern 
jinr für <>0 stetige JT-Funktionen sindt’vdrldicd^ ein Lösungssystem 
von ( 1 ) mit den Anfangsbedingungen % ( 0 ) ^ Y/ ( 0 ) = 0 darstellen, 

verifiziert man gffliaU Mde in § 1 . Denn in i^ Orad des Nenners 

um mindestens 2 größer als der des Zählers, in der PotenzentMricklung 

Ö*^ + 4 .... 

d (s) S ' «* 


ist also Qm ( 0 ) 0 . Es ist daber 


( 6 ) 




hmt 
r 


(7) yi"(0 - ^ §;,.(<) *F* (i) + 2 : Q'„ (0) F, {t). 

Aus (5) ^ dw Verschwind^ von ¥,(0) und Yi (0). 

Um das ^iiilsein de^'Systeths 0) zu zeigen, bemerken wir zweierlei: 

^ i. Es m ■ ■ " . ' 

18) 


Iml 


AW 


0 für k=^i, 


also wegen 

2 A-/ ^+ + ^ii) ^ + ••'] = ^ {^iiQhi (0) H—) 


Z-l 


Z-l 


Z-il 


(9) 


2^ ^iiQhi ( 0 ) 


Z»1 


1 für k^i 
0 für k^i. 


2 . Bei festem k erfüllen die Funktionen Qhif Qkr 4as homogene 
System ( 1 ), bei dem also rechts alle F verschwinden. Denn es ist 

Pil (^) Qhl (^) = Qhl{^) + Q'kl (0 + ^il Qkl W» 


also nach Gesetz lila wegen Qki{0) = 0 : 

= Pu ( 5 ) Öaz (0), 


und daher wegen ( 8 ) und ( 9 ): 
ß 




l^l 


/ «W 1 


■^auQki{0) = 0. 


1^1 


f 


2Pii{P)Qm{() = 

I-] 


0. 


also auch 
( 10 ) 




D^ereiltialgleichiingen. 


»eb das. SliOlltsein von (1) durch die yi:(#). Aus 
folgt; 

(D) y, = i i {Pii (D) Qui m * F*(0 + i £ a„ QU (0)P*(f) 

ISl J-l*-! 

==2FUi)*£pu{D)Q„,{t) + i:FUt)£aoQ'ki(0) 

hml {.1 A.l 1-1 

= Fi{t) 


wegen ( 9 ) und ( 10 ). 

b) Extremfall: A {$) = 0 . 

In diesem Fall hat die Matrix ^Paß (s)|| einen Rang v<r. Zwischen 
den linhen Seiten der Gleichungen ( 3 ) bestehen daim r—v lineam 
Relatimien. Damit das System ( 3 ) lösbar ist, müssen notwendig 
diesdhen Relationen zwischen den rechten Seiten /* (s) und damit 
zwischen den F*(f) bestehen. Das Bestehen dieser Relationen ist aber 
auch hinreichend dafür, daß Lösungen, und zwar unendlich viele, 
existieren. Denn dann kann man r—v Gleichungen als überfl^ig 
streichen und in den » übrigen gewisse r—v Funktionen y/(s), die so 
auszusuchen sind, daß die Koeffizientendeterminante der übrigen von 0 
verschieden ist, beliebig wählen. 

Die übrige Fälle, die möglich sind, lohnt es sich nicht allgemein 
durdizudiskutieren, da die Diskussion wegen .der viden SonderfäUe zu 
unübersichtlich wird. Es wäre dabei zu berücksichtigen, daß A (s) ein 
Polynom von jedem Grad ^2r sein kann, sei es, daß durch spezielle 
Wald der Koef^entei hg,ß, c„ß die höheren Potenzen sich wegheben, 
sei es, daß manche von den Operatoren pg.ß gamicht von zweiter Ordnung, 
sondern von einer niedrigeren sind. Dabei wäre wiederum zu erwägen, 
bei welchen Funktionen Y, (<) gar nicht zwei, sondern weniger Anfangs¬ 
bedingungen vorgeschrieben werden können. In jedem einzelnen Spezial¬ 
fall ist die Diskussion natürlich ohne prinzipielle Schwierigkeiten durch¬ 
führbar. 


2 . Homogenes System mit beliebigen Anfangsbedingungen. 
Das System ( 2 ) hat in diesem Fall die Gestalt: 


(li) 


(*) yi + ■ ■ ■ + Pir{s) yr = {‘hf * + ^r») (0) + «i» Yv (0) 

»-1 »-1 


(«) yi+• • •+pfr (s) yr = -S {a„ s + b„) y, ( 0 ) + ^ y; ( 0 ) . 


»-1 


t-i 


(Ist ein Operator p^ß von geringerer als zweiter Ordnung, so fallen die 
durch ihn sdieinbar hereingebrachten Anfangsbedingungen in Wahrheit 
aus.) Auch hier sind diesdben Fallunterscheidimgen hinsichtlich des 
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von 4il(s) m ma<^eii ltiat($r i> "wir uns auf 

im dortigeo Norn^fall a), so othalten wir: 




r 

(»»,s + 6*.) y,(0) + 2* «*» (0) 


L»“i 

Dazu gehört die Z-Punktlon 

(12) Yi {t) = JSYf (0) JS («*, Q'kiifi + hrQkii^) + SY^ (Ö) £ aj,(<). 

y-l *-1 t-X k-X 

Denn wendet man hierauf die S-Transformation an, so tritt nach Ge¬ 
setz III, zwar noch das Glied 

. ' rwl A-r 

auf; dieses varschwtodot abw wegen Qki{0) = 0 (s. S. JJi). 

Die (i2) Md^ wirklich -Lösungen des honaogeneh 

GleiGhurt|:S£|;i^eiUS (l) init den vorgeschriebenen Aoiangsbedingungen. 
Denn na^ S. 33i befrie<%en die Q^i und damit auch die bei festem k 

r 

das homogeae System, also auch die linearen Kombinationen ^ ajt^Qki(t) 

A-l 

usw. (v fest, / = 1, 2,..r), und folglich auch die hieraus durch lineare 
Kombination entstehenden Funktionen 

Um die Anfangsbedingungen zu verifizieren, bilden wir zunächst 
das Analogon zu (8): 

(.3) 

Nun ist aber 

(Qki(o) , Q'k'iio) 


für y + /. 


V 


A-i 


XI/ * I L - . - x/0*l(O) , Ö*i(o) , \ 

p »»= 2 ® ® [~^ + "1*“ + ‘ ■ 7 


r 


<^kr Q'kl (0) + (<**» Q'k'l (0) + Hp Qkt (0)) + ■ 


also muß gelten: 
(14) 




*-1 


1 für v = l 
0 für v + f. 


k — X 

(15) i (a»r Qki (0) + 6*, Q'kl (0)) = 0. 

Beachtet man noch Qi,i(0) — 0, so sieht man, daß die rechte Seite von 
(12) bzw. ihre Ableitung für < = 0 liefert: 

iy,{o)ia*,eu(o)=yi(o). 
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Bemerkung: Hinsichtlich konvergetUer und asymptotischer 
udcMungen für ein Lösungssystem gilt sinngemäß das am £nde von 
§ 1 Gesäße. 

§3. Die Beziehung der Methode der Laplace-Transformation 
zur symbolischen Methode (Heavisidekalkül). 

Wie im 2. Kapitd erwähnt wurde, hat schon Laplace erkannt, daß 
durch das nach ihm benannte Integral eine brauchbare Basis zur Be¬ 
gründung der zu seinen Zeiten und schon früher üblichen symbolischen 
Methoden der Differentialrechnung geschaffen wird. Da die symbolische 
Methode bis zum heutigen Tag in der technischen Literatur eine große 
Rolle spidt, wollen wir sie hier auseinandersetzen und ihre Beziehung 
zu der in § i und 2 dargestellten Theorie untersuchen. 

Die schon in § i erwähnte sjmbolische Schreibweise der dortigen 
Differentialgldchung 

(1) p(D)Y^F 

verführt dazu, das Symbol p (D) als Faktor anzusehen und demgemäß 
die Losung in der Formd 



zu suchen. Real steckt hinter dieser zunächst gar nichts besagenden 
Formd folgendes: p{D) ist ein Differentialoperator, eine Verallgemeine¬ 
rung des Grundoperators D. Man weiß, daß diurch Ausübung dieses 
Operators aus Y eine bekannte Funktion F, wird. So wie nun die dn- 
fachste derartige Gleichxmg D Y = F dadurch gdöst wird, daß man 
die „Umkehrung" der Differentiation, nämlich die Integration, erfindet, 
so wird auch die Losung von (1) damit gleichbedeutend sein, daß man 
den Operator p (D) „umkehrt", d, h. einen anderen Operator J erfindet 
derart, daß / {^(D)} einfach die Identität ist, kurz 

JpiP)^\. 

Will man dieser „Inversen" zu p [D) das Zeichen geben, so ist das 

recht suggestiv, bes^ aber über diese Operation selbst noch gamichts. 
Nun würde über die „Lösung" von (1) durch (2) wohl nie ein Wort 
verloren worden sein, wenn man nicht durch unentwegtes Weiterverfolgen 
dieses kühnen Weges offenbare Erfolge erzielt hätte. Wir erläutern das 
am allereinfachsten Fall, daß p{x) ^ x c und die Störungsfunktion 
konstant gleich 6 ist, also die I^erentialgleichung 

• Y' + cY^b oder {D + c)Y=zb 
vorliegt. Nachdem man 

ö) 
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hatte, s^e Ist cmQ, so bedeutet die 

InvOTse !5U I), also IiJteg^tiop, "^i^ielsweise vtsi 0 au: 

Y ^ J^bdT^bt^ 

0 

Das ist völlig richtig, wenn y {o)=5:0 als Anfangsbedingung gestellt 
wird; darum sei dies in der Fdge vorausgesetzt. Ist nun c + 0, so kann 
man dadurch in die Bahn des Spe^ialfalls kommen, daß man (3) nach 

Potenzen von-g- eatwicfeelt: 

(4) ..t»-. wa’^6—^6ß+^&c*—I-. 

Da Iribsgi^aäöh yöü ^ b^eiitete, so liegt es nabe, unter »-fach 

itei^^te a» SJU verstehen, was bezüglich der Kon¬ 

stant«» i:|s^t? 


Damit ergibt (4): ^ 

(5) ' y = 6<-6c4- + 6c*^-+--' = |(l-«-'‘)- 




D* 


1=4 


2 )* n\ 


Das ist nun in der Tat eine Lösung der Differentialgleichimg (1), deren 
allgemeine Lösung ja lautet: 


und zwar ist es gerade die mit der Anfangsbedingung Y (0) = 0, die 
ja auch oben vorausgesetzt wurde. Damit hat diese Methode, bei der 
jeder Schritt völlig in der Luft hängt, einen zweifellosen Erfolg errungen. 

Im Sinne dieser Behandlungsart wäre nun auch noch ein anderer 
Weg denkbar. Wenn man (3) schon nach Potenzen von D entwickelt, 
so kann man es auch nach auf steigenden Potenzen entwickeln: 

(6) r_f > + 

1 H- 


Da D Differentiation bedeutet, so wird man unter D*, D*, • • • wieder¬ 
holte Differentiation verstehen müssen, was auf 


(7) 



führt. Damit erhalten wir zwar nicht die Lösung (5), aber doch wenig¬ 
stens den Wert, dem sie as 3 miptotisch [wie übrigens alle Lösungen 
von (1)] zustrebt. 

Hat nun diese „experimentiereqde“ Methode einen wirklichen mathe¬ 
matischen Sinn, beruht das Ergebnis nur auf Zufall oder lassen sich 
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(£mit aüdti die aUgemeinsten Diffwentialgleichungen angreifen bzw. 
kann man Grenzen absteckea, innerhalb deren die Methode erfolgreich 
ist ? Alle diese Fragen lassen sich auf Grund der Kenntnis von § 1 völlig 
erledigen, man wird aber auch ohne diese Kenntnis ganz zwang^ufig 
auf die Methode von § i geführt. Dazu braucht man sich nämlich nur 
von dem Gedanken fieizumachen (dieser hat der Klärung des Sym¬ 
bolismus lange im Wege gestanden), daJB die betrachteten t^'unktionen 
dieselben blieben, wann man eine se einschneidende Handlung vominunt 
wie den Ersatz eines Operators D durch eine rein algebraisch zu hand¬ 
habende Größe, Vielmehr kann es sich hier um gar nichts anderes 
handeln, als um den Übergang von dem Bereich der dem Operator 
unterworfenen Funktionen zu e^em zugeordneten anderen, in dem sich 
jmier Operator als eine algebraische Multiplikation widerspiegdt; also 
um • eine FmkUonaltransf&rmation. Einen solchen Übergang bewerk¬ 
stelligt aber gerade die Laplace-Transformation, woW wir es dahin¬ 
gestellt sein l^en, ob es auch noch andere derartige Funktionaltrans- 
formationen gibt *®*, Dabei wird nun zunächst eimnal klar, warum die 
symbolische Methode, wenn sie überhaupt funktioniert, gerade diejenige 
Lösung liefert, deren Anfangswert y(0) verschwindet*. Denn wenn 

man in der Bezeichnungsweise der ssmibolischen Methode Y durch 

D’Y, d. h, in der Sprache der fi-Transformation durch s • y ersetzt, 
so bedeutet das, daß man V (0) =5 0 voraussetzt, denn andemf^^ müßte 
sy—T(0) geschrieben werden. Weiterhin wird im Symbolismus die 
rechts stehende Konstante b imverändert gelassen, während bei der 

ß-Transformation dafür y eintritt. Das bedingt einen durchgängigen 
Unterschied der Formeln um den Faktor , der in der Folge zu beachten 

ist. Die Frage, was ^ ^ b bzw. - -jp - y bedeutet, braucht nun nicht 

durch vage Vermutungen, über deren Richtigkeit erst der Erfolg ent¬ 
scheidet, gelöst zu werden, sondern bedeutet jetzt nichts anderes, als 
den Schritt von vorhin zurückzutun, nämlich von einer gewissen Funktion 
des zugeendneten Bereichs zur Originalfunktion zurückzugehen. Daß 

der Funktion y = eine Originalfunktion entspricht, ist klar. 

Ihre Berechnung bzw. anal 3 rtische Darstellung ist eine sekundäre An¬ 
gelegenheit, sie kann auf die verschiedensten Arten erfolgen. Wir köimen 

* Irgendeinen „Anfangspunkt** braucht die symbolische Methode auf alle 
Fälle, da sie ja Integrale von einer bestimmten Stelle an bildet, die den Operatoren 

entsprechen. Das braucht nicht gerade der Punkt / = 0 zu sein, es könnte auch 

irgend ein anderer Punkt f «fg sein. Dann würde man als Funktionaltransfonnation 
oo 

das Integral f benutzen. 


§ 3. Die Beadehttng zur syxnbolisclm Methode. 
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dafür y = * b schreiben (was der Symbolismus nicht kennt)^ wir 

köimen die Partialbruchzerlegung y = vornehmen und 

dementsprechend Y = -^ (1 —setzen, wir können auch y in eine 

konveig^te Reihe nach absteigenden Potenzen von s entwickeln: 
bi 6 6c , 6e* , 

■'■•■^7* r’". 

was der Entwicklung (4) entspricht und erhalten hierzu natürlich die 
Entwicklvmg (5). Wir könnm y auch nach aufsteigenden Potenzen von $ 
entwickln: 


6 



wissen dann aber, daß ihr keine konvergente Entwicklung von Y(t) 
entsprechen kann (s. die Schlußbemerkung von § 1), sondern daß wir 
aus ihr unter gewissen einschneidenden Voraussetzungen, die hier übrigens 
erfüllt sind, nach den Sätzen, von 13.1.2 und 14.3.2 eine as 3 unptotische 
Entwicklung für f oo bekommen, die so lautet (nach, jenen Sätzen 
fallen alle Glieder mit positiven ganzen Exponenten weg): 

lim<"^y(f)—für jedes «feO. 

Das ist das Ergebnis (7) in wesentlich verschärfter Gestalt. 

Man sieht, daß die s 3 nnbolische Methode sich ganz allgemein auf 
gewöhnliche Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten und 
konstanter rechter. Seite in genau gleicher Weise anwenden läßt, weil 
das ja nur auf eine Imitation der Lösung in § 1 hinausläuft. Dazu ist 
im einzelnen noch zu bemerken: 

1. Die der Partialbruchzerlegung entsprechende Fonnel 18.1 (8), die 
den Spezialfall F = 1 von 18.1 (5) darstellt, ist hn S 3 mabolismus unter 
dem Namen „Heavisidescher Enttmeklungssatz* (Expansion theorem)" 
bekaimt und pflegt dort mit einem mystischen Schimmer umwohen zu 
werden. Heaviside (1850:—1925), ein englischer Elektroingenieur“®, war 
Autodidakt und ein leidenschaftlicher Verfechter der „Experimental¬ 
methode" in der Mathematik, von der wir oben eine Probe gegeben haben. 
Durch ihn ist die in Wahrheit schon lange vor ihm bestehende symbolische 
Methode der Differentialoperatoren in der technischen Literatur populär 
geworden, so daß sie vielfach auch als „Heavisidekalkül" bezeichnet 
wird.' Wie Heaviside selbst zu dem „Expansion theorem" gekommen 
ist, ist nicht ganz klar, wahrscheinlich aus physikalischen Erwägungen 
heraus*“. Die Formel selbst war natürlich in der reinen Mathematik 
schon lange bekannt*“. 

* Gemeint ist: Entwicklung nach den Eigenfunktioqen der Differential¬ 
gleichung, d. h. nach den Losungen 0°'’’* der homogenen Gleichung. 

Doetsohi Laplftca-Transiormatioa. 
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2 . Die Ableitung der „effektiven" Formel (5) aus der „symbolisch^-J^, 
Formel (4) kann in die einfache Anweisung gekleidet werden*: 


1 ^ 

ersetze in der unendlichen Reihe (4) das — durch 


^das entspricht der 


Zuordnung von zu . Daß dies zum richtigen Resultat führt, 

liegt an zwei Zufälligkeiten, nämlich einmal daran, daß die rechte Seite 
der Differentialgleichung eine Konstante war, so daß sich das von der 

Entwicklung von herrührende mit dem von der rechten Seite 


herrührenden -y vereinigt (im allgemeinen Fall würde dafür 

-~/(s) stehen), zum anderen daran, daß hier (wo es sich speziell um eine 

s 

Zr®- bzw. Z^-Funktion handelt) die gliedweise Anwendung der ß-Trans- 
formation auf die unendliche Reihe sicher legitim ist. — Die Formd (5) 
wird von den SymboUkem meist die HeuTnsidesche Potenzreihefdö$i4Hg 
genannt, obwohl sie ja nichts anderes ist, als die ganz selbstverständhche 
Potenzentwicklung einer ganzen Funktion. Sie hat eigentlich gar nichts 
damit zu tun, daß Y (Z) die Lösung einer Differentialgleichung ist. 

3 . Daß die (auch bei Heaviside vorkommende) Entwicklung ( 6 ) 
und die entsprechenden Entwicklungen in allgemeineren Fällen nach 
aufsteigenden Potenzen von D keine konvergenten, sondern asymptotische 
Darstellungen von Y {i) liefern, ist auch von den Symboliken! mehrfach 
bemerkt worden. Bei parti^en Differentialgleichungen, die wir im 
24. Kapitel behandeln, schreiten diese Entwicklungen oft nach ge- 

i 1 

brochenen Potenzen von D fort, z. B. D\D^, D®,... Es zeigte sich 
insbesondere, daß die Potenzen mit positiven ganzen Exponenten wie 
oben bei ( 6 ) völlig gestrichen werden müssen, wenn man überhaupt 
etwas Brauchbares bekornmen wül. Alle Versuche der Symboliker, di^em 
Verfahren eine mathematische Grundlage zu geben, sind als gescheitert 
anzusehen. Der Grund wird im Lichte der ß-Transformation klar: Wie 
schon oben bemerkt, liegen dem Verfahren in Wahrheit Sätze vom 
Charakter der in 13 . 1.2 und I 4 . 3.2 aufgestellten zugrunde (die übrigens 
wieder mit der Tatsache, daß Y (Z) einer Differentialgleichung genügen 
soll, gar nichts zu tun haben). Diese Sätze schließen aus der Entwicklung 
von y nach aufsteigenden Potenzen von s gar nicht bedingimgslos auf 
eine asjnnptotische Entwicklung von Y bei t = oo, sondern machen 
eine Reihe von schwerwiegenden Voraussetzungen und benötigen zudem 
zu ihrem Beweis ein beträchtliches Quantum von mathematischer 
Theorie. Jene asymptotische Heavisidesche Regel gilt also gar nicht 
in dem Umfang, wie sie von den Symbolikem in Anspruch genommen 


* Es sei liier erwähnt, daß die orthodoxen Heavisideianer den Buchstaben D 
durch p ersetzen und diesem Ritus eine besondere Weihekraft beimessen. 
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wird, noch weniger läßt sie sidh mit so düiitigen räathÄiüschten ^ 
mittdn, wie sie die S 3 «abolÜcer gewöhnlich äuf#eöden, ^ 

Es sei noch erwähnt, daß das einzige whldich in Theorie 
Differentialgleich u ngen Gehörige an der symbolischen Methode, nämlich 
das „Expansion theorem“, sich für gewöhnliche Ihfferentialgldchnni^ 
auch ohne 2-Transformation einwandfrei ini Rahmen eines mat^- 
matisch sinnvoll und konsequent durchgeführten Symbolismus begründ^ 
läßt“*. Für partielle Differ^tialgleichungen dagegen ist es, obwohl es 
auch hierfür von den Symibolikein in Anspruch genommen wird, hn 
aUgemeinen gar nicht richtig, und zur Abgrenzung von Fällen, wo es 
gültig ist, ist die Theorie der S^Transfoimation unerläßlich. Wir komiheh 
darauf im 24. Kapitel zurück. 

19 . Kapitel. 

Allgemeines Über BeJbandliing von partiellen Diffe- 
rentisdgleichungen durch Funktionaltransformationen. 

§ 1. Rand- bzw. Anfangswertprobleme und der Sinn 
, der Randbedingungen. 

Wird für eine Funktion U, die von mehreren Variablen z, y,.., 
abhängt, eine Funktionalgleichung vorgegeben, die außer der Fuidction 
noch gewisse partielle Ableitungen nach jenen Variablen enthält, so 
heißt die Gleichung eine partielle Differentialgleichung. Während es 
bei gewöhnlichen Differentialgleichungen leicht ist, die Zusatzbedingungen 
anzugeben, die unter den unendlich vielen Lösungen der Gleichung 
eine bestimmte charakterisieren, ist dies bei partiellen Differential¬ 
gleichungen eine im allgemeinen schwierige Aufgabe, die bis jetzt nur 
für wenige Klassen von Differentialgleichungen gelöst ist. Da die 
partiellen Differentialgleichungen eine große RoUe in der mathematischen 
Physik spielen, so kann man sich dabei oft von physikalischen Erwägungen 
leiten lassen. Die folgenden Erörterungen sind daher an physikalische 
Probleme angelehnt. Genau wie bei den gewöhnlichen Differential¬ 
gleichungen ist zunächst das Grtmdgebiet des xy - - -Raumes fest¬ 
zulegen, in dem die Differentialgleichung integriert werden soU. Wenn 
z. B. JJ ein Geschwindigkeitspotential darstellt, so ist dieses Gebiet 
im allgemeinen endlich, und es ist physikalisch einleuchtend, daß TJ 
im Innern festliegt, wenn man seinen Wert auf der Begrenzung (dem 
Rand) vorgibt. Statt dessen kann man auch die Komponente der Ge¬ 
schwindigkeit senkrecht zum Rand, d. i. die Normalableitung von V 
vorgeben. In solchen Fällen, wo die Werte der Funktion oder gewisser 
Ableitungen oder beides auf dem Rand zur Festlegung der Lösung 
dienen sollen, spricht man von einem Randwertproblem, Bei einem 
anderen Problemt]^) zerfallen die Variablen in zwei nach ihrer physi¬ 
kalischen Bedeutung völlig verschiedene Klassen: die einen, etwa x, y, z, 
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^|^|^,^W3^oordinaten dar, eine andere Variable, t, bedeutet die ' 
liKa^, fs sich um ein Ausbreitongsph^omen, wie etwa die 
Qi^fsr.iXIchtfortpflanOTng, so können oft die x,y,z im ganzen Raum 
ved^eren (d. h. jede Variable zwischen — oo und + oo), während zeitlich 
der Yoigang erst von einem gewissen Moment, etwa t = 0, ah beobachtet 
wlrd^ so daB zu nehmen ist. Im Anfang des Experiments werden 
Z. B. beim Schall die Moleküle der Luft aus ihrer Ruhelage herausbewegt 
und mit gewissen Geschwindigkeiten versehen, und es soll nun die 
]&Tegung U an jeder Stelle des Raumes zu jeder späteren Zeit berechnet 
werden. Hier ist also das Grundgebiet tmendlich, und es sind die „An¬ 
fangsweite" von U imd sdner Ableitung nach der Zeit für f = 0 als 
charakterisierende Zusatzbedingungen gegeben. Eine solche Aufgabe 
heiSt ein ÄnfangswertproUem*. (Natürlich ist ein solches nichts anderes 
als eine besondere Art von Randwertproblem, die Bezeichnung nimmt 
eigentlich nur Bezug auf die eigenartige Rolle und Bedeutung der 
Variablen t als Zeit). — Die beiden Problemtypen kommen auch kom¬ 
biniert vor. Ist beim Schall der Raum nicht unbegrenzt, sondern handelt 
es sich nur tun ein endliches Stück, z. B. im Eindimensionalen um eine 
Saite endlicher Länge, so müssen nicht nur die Anfangswerte, sondern 
auch für alle Zeiten ^e Randwerte (im Beispiel die Ausschläge an den 
beiden Enden, statt dessen etwa auch die Randwerte der räumlichen 
Ableitung oder etwas Ähnliches) gegeben sein. Man kann dann die 
„Randwerte" und die „Anfangswerte" des Problems unterscheiden. 

Die Unterscheidung in Randwertprobleme und Anfangswertprobleme 
kennt man ja auch in der Theorie der gewöhnlichen Differential¬ 
gleichungen; man kann eine Lösung beispielsweise einer linearen Diffe¬ 
rentialgleichung zweiter Ordnung festlegen durch denWert der Funktion und 
ihrer ersten Ableitung in einem bestimmten Punkt (Anfangswertproblem) 
oder durch die Werte der Funktion in zwei verschiedenen Punkten 
(Randwertproblem). Dabei ist es dann so, daß diese in den geläufigen 
Fällen, in denen man die Lösung explizit anschreiben kann, die vor¬ 
geschriebenen Werte wirklich darstellt, wenn man die betreffenden Punkte 
in sie einsetzt, ein Umstand, der sich dort so selbstverständlich einstellt, 
daß man ihn gar nicht besonders hervorhebt. Das ist nun bei partiellen 
Differentialgleichongen ganz anders. Man hat schon früh bemerkt, daß 
die Lösung einer partiellen Differentialgleichung die Rand- bzw. An¬ 
fangswerte sdbst nicht darzustellen braucht, da sie für Punkte des Randes 
oft überhaupt keinen Sinn hat. Schon in den einfachsten Fällen, z. B. 
bei dem bekannten Poissonschen Integral, das die Potentialgleichimg 
bei gegebenen Randwerten für den Kreis als Grundgebiet löst, tritt dies 
ein. Das einzige, was man verlangen kann, ist, daß U im offenen Innern 


• In der Elektrotechnik nennt man einen im Moment ^ = 0 einsetzenden und 
von da an betrachteten Zustand einen j^Einschaltvoi^gang'S während man von 
einem ,,Behamingszustand'* spricht» wenn i von —- oo bis + oo betrachtet wird* 
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des Gebietes der Piftewatialgleichiing genflgt und gegen den vor- 
gescbriebenen Randwert konver^ert, wenn der Punkt sieb einem Rand¬ 
punkt nähert. Diese Konvergenz kanp nMin aber in ganz verschiedener 
Weise verstehen, und wir müssra diese Möglichkeiten etwas ausführlicher 
diskutieren, einmal weil in den üblichen Darstdlungöi der Theorie diese 
Fragen nidit weiter behandelt werden, zum anderen weil sie für die 
Methode der Funktionaltransformationen von entscheidender Bedeutung 
sind. Wir wollen dabei, um etwas Bestimmtes vor Äugen zu haben, 
U ab Fimklion zweier Variablen x, y annehmen“*. 

1. Vom mathematischen Standpunkt aus wird man an eine zwei^ 
dimensionale Konvergenz dmken, d. h. wenn in einem Randpunkt 
(*„ yo) der Randwert üi, vorgegeben bt, so soU sich zu jedem s > Q ein 
ö > 0 so bestimmen lassen,, daß 

\U{x,y)—U^\<e 

ausfällt für alle zu Integratiousgebiet gehörigen {x, y), für die 
|*-*ol‘+|5'-yol*<d 

ist. Setzt man im Iimem des Gebietes U sowieso als (zweidimensional) 
stetig voraus und sind die Randwerte selbst in sich stetig, so kann nian 
auch sagen: Die durch U{x, y) im Innern und durch die Werte I/q auf 
dem Rand definierte Funktion soll in dem aus „Inneres plus Rand" 
gebildeten abgeschlossenen Bereich stetig sein. — In diesem Sinn wird 
der Anschluß an die Randwerte in rein mathematischen Bearbeitungen 
durchweg verstanden. 

2. Diese Auffassung ist nun aber vom physikalischen Standpunkt 

aus sicher vid zu eng, und es liegt hier der interessante Fall vor, daß 
die Physik eine allgemeinere Auffassimg verlangt als vom Standpunkt 
der Mathematik aus nahezuliegen scheint. Ist z. B. ü [x, y) die OTem- 
peratur eines eindimensionalen Körpers (Stab) mit der Raumkoordinate 
x[0^x^l) zur Zeit y(y^O), so ist das Grundgebiet ein Halbstreifen, 
und die Randwerte best^en aus der „Anfangstemperatur" U {x, 0)= Uq{x) 
und den Randtemperaturen U (0, y) =^A^{y) und U (i, y) = Ai(y)* 
Sollen gemäß der Auffassung 1, die Randwerte in sich stetig sein, so 
muß z. B. in der Ecke x^O, y = 0 gelten: C7o(0) = der 

Praxis wird fast immer genau das Gegenteil vorliegen, denn es müßte 
ja geradezu ein Zufall sein, wenn die die Randtemperatur i4(y) er¬ 
zeugende Wärmequelle (etwa eine Flamme) dieselbe Temperatur wie die 
erwärmte Stelle ^ = 0 zu. Beginn des Experiments hätte, Charak¬ 
teristischerweise sind auch schon bei dem allerersten Problem, das 
Fourier in seinem klassischen Werk „Theorie analytique de la chaleur" 
löst, und das die stationäre Temperaturverteilung in einer halbstreifen¬ 
förmigen Platte zum Gegenstand hat, die Randwerte nicht stetig; auf 
dem endlichen Begrenzungsstück sind sie gleich 1, auf den Halbgeraden 
gleich 0. Von zweidimensionaler Stetigkeit der Funktion „Lösung plus 
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Randwerte" kann also keine Rede sein. Nun ist ja physikalisch bei dem 
obigen Temperaturproblem klar, wie der Anschluß an die Randwerte 
zu verstehen ist*: Wenn man zu einem bestimmten Zeitpunkt y von 
innen her gegen ein Stabende, z. B. x = .0, vorgeht, so muß man dort 
die angelegte Randtemperatur -4o(y) antreffen, imd weim man an einer 
bestimmten inneren Stelle x des Stabes von einer Zeit y > 0 ausgehend 
die Temperatur zeitlich zurückverfolgt, so muß man auf die in a: vorhanden 
gewesene Anfangstemperatur ü^lx) stoßen. Das bedeutet in der x y^ 
Ebene, daß man den stetigen Anschluß an die Randwerte nur bei senk¬ 
rechtem, eindimensionalem Vorgehen gegen den Rand fordert§ **. (Ana¬ 
loges gilt für etwaige Ableitungen.) Bei dieser Auffassimg sind Unstetig¬ 
keiten wie oben im Fall i7Q(0) 4=-4o(0) durchaus siimvoll: Die Ecken 
(0, 0) und (Z, 0) des halbstreifenfönnigen Grundgebiets sind bei normaler 
Annäherung von innen heraus überhaupt nicht erreichbar. 

Wir wollen die unter 1. geschilderte ProUemstMung die spezielle, 
die unter 2. die allgemeine nennen. Beide haben je nach dem Interessen¬ 
gebiet des Bearbeiters ihren Sinn und ihre Berechtigung und stellen 
eben zwei verschiedene Aufgabengebiete in der Theorie der Randwert¬ 
probleme dar. Jedenfalls ist es aber notwendig, sich darüber zu ver¬ 
ständigen, welche Problemstellimg gemeint ist und was vielleicht auch 
sonst noch von der Lösung verlangt wird, wie z. B. Existenz und eventuell 
Stetigkeit gewisser Ableitungen, manchmal auch solcher, die gar nicht 
in der Gleichung selbst Vorkommen, weil sonst der Begriff „Lösimg 
einer partiellen Differentialgleichung unter Randbedingungen" über¬ 
haupt keinen eindeutigen Siim hat. 

§ 2. Die zu einem Rand- bzw. Anfangswertproblem 
passende Funktionaltransformation. 

Schon bei den gewöhnlichen Differentialgleichungen haben wir 
davon Gebrauch gemacht, daß die S-Transformation den Prozeß des 
Differenzierens in den des Multiplizierens mit der Variablen verwandelt. 
Diese Eigenschaft läßt sich natürlich auch bei partiellen Differential¬ 
gleichungen verwenden und führt hier zu ungleich wertvolleren und wich¬ 
tigeren Resultaten. Da eine solche Gleichung aber mehrere Variable 

♦ Nicht bei allen Problemen ist dieselbe Interpretation am Platte. Die Deutung, 
die wir hier den Randbedingungen geben, hängt aufs engste damit zusammen, 
daß die Wänneleitung mit unendlicher Geschwindigkeit vor sich geht (wenigstens 
theoretisch). Bei Vorgängen, die sich mit endlicher Geschwindigkeit fortpflanzen, 
ist eine ganz andere Deutung sinnvoll: Der die Randbedingung konstatierende 
Beobachter muß sich mit geringerer Geschwindigkeit gegen den Rand bewegen 
als der betreffende Vorgang. Siehe hierzu 21.2.1. 

** Vgl. Enzyklopädie der math. Wissenschaften II 3, Heft 8, § 6, S. 1245, wo 
auf eine ähnliche Formulierung der Randbedingungen hingewiesen wird mit dem 
Zusatz: „Gerade diese der Natur des Problems angepaßte Fragestellung ist bisher 
in der Literatur verhältnismäßig wenig behandelt." 
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enthält, die außerdem in Intervallen sehr verschiedenen Charakters 
variieren können, so ist zunächst eine Erörterung darüber am Platze, 
in bezug auf welche Variable die Transformation ausgeübt werden soll 
imd welche Transformaüon überhaupt benutzbar ist“*. Es ist klar, daß 
das Integrationsintervall der Transformation mit dem Intervall, in dem 
die betreffende Variable in der Differentialgleichung variiert, überein¬ 
stimmen muß. Man wird daher die Ül-Transformation auf eine Variable t 
dann anwenden, wenn diese im Intervall 0 variiert. So etwas kommt 
nun gerade bei den Änfangswertproblemen vor, und es stellen sich hier 
einige sdhr günstige Umstände ein: Bei der Transformation der Ab- 

^ xj du 

leitung ■ treten im /-Bereich die Werte von ü, ... für / = 0, also 

gerade die Anfangswerte auf, imd zwar in dem Sinne von Grenzwerten 
du 

der Funktionen U, — g — ,... für / -j- 0 bei Festhaltung der übrigen 

Variablen so daß die Methode gerade der „allgemeinen Problemstellung'' 
angepaßt ist; außerdem laufen die Anfangswerte jetzt nicht mehr neben 
der Differentialgleichung her, sondern treten durch die Transformation 
in die neue Funktionalgleichung ein, so daß sie dort automatisch be¬ 
rücksichtigt sind, wie wir das schon bei den gewöhnlichen Differential- 
gleichungen erlebt haben. Es erhebt sich natürlich die Frage, ob dabei 
nicht vielleicht mehr oder auch weniger Anfangsbedingungen erfordert 
werden, als in Wahrheit zur Verfügung stehen. Diese Frage stellen wir 
bis zur konkreten Behandlimg gewisser Typen einstweilen zurück. 

Variiert eine Variable x im Intervall --oo< x< +oo, so wird man 
entsprechend an die ßn-Transformation denken, die auch die Differen¬ 
tiation in eine Multiplikation verwandelt, aber ohne daß Anfangswerte 
auftreten (s. Satz 2 [8.3])i die ja hier auch gar nicht gegeben wären. 
Nun ist dabei aber zu bedenken, daß diese Methode zu ihrer Anwendung 
zunächst einmal voraussetzt (weim man dann auch später vermittels 
des Fortsetzungsprinzips davon absdien kann), daß die Funktion U 
in Abhängigkeit von der Variablen x überhaupt eine ßii-Transformierte 
besitzt. Das bedeutet eine sehr scharfe Einschränkung hinsichtlich 
des Verhaltens für z-^ioo, da der Transformationskem c"** für 
SRs>0 bei oo, für {Rs<0 bei x^+<x> sehr stark wächst. Nun 
würde hier aber, wie man leicht sieht, die Fourier-Transformation 
(vgl. 6.4) dieselben Dienste tun und dabei sehr viel weniger Anforde¬ 
rungen an das Verhalten der Funktion im Unendlichen stellen. Es 
kommt das darauf hinaus, daß man die flirTransformation nur auf 
der Vertikalen 3fls = 0 betrachtet imd dadurch eine Funktion einer 
reellen Variablen bekommt, die nicht wie die ßn-Transformierte in 
einem Vertikalstreifen analylisch zu sein braucht — Man könnte glau¬ 
ben, daß es analog bei einem Anfangswertproblem vorteilhafter wäre, die 


* Si^e Gesetz Illa< 
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einseitig im^ifdU^he Fo^er-TratislonnatiQn verwenden. Das wäre 
ab^ unsinnig, denn wenn die eins^tig unendliche Lapiäce-Transfonna- 
tion Überhaupt irgendwo konvergiert, so konvergiert sie gleich in einer 
Halbebene und stdlt dort einö anal 3 ^tische Funktion dar, während es 
vorkonunen kann, daß die Sn-Transfonnierte nur auf einer Greraden 
(als Fouxier-Transfonnierte) existiert und sonst nirgends. Man würde 
sich also ganz überflüssigerweise einer der vorteilhaftesten Eigenschaftai 
der Transformation berauben, wenn man beim Anfangswertproblem 
die Fourier-Transfommtion verwenden wollte“*. — Ist schließlich das 
Intervall einer VariaUen endlich, etwa — Z ^ z ^ so ist die passende 

Transformation die „endliche*' Fourier-Transformation“* 

+ i 

-j 

wo n die ganzen Zahlen 0, db i, ± 2 ,.., durchläuft, so daß hier die 
Resqltatfonktion ^e Folge ist, dio übrigens nichts anderes als die 
(komplexen) Fouiier-Roeffizienten von U(x) darstellt. Statt dessen 
kann man gäegentlich, nämlich wenn nur Ableitungen gerader Ordnung 
aüftreten, im Intervall O^x^l die „endliche cos- bzw. sin-Trans- 
formation" 

) t 

«{«) =y cosfiy «I7(z)dz bzw. u(n) = Jänn^ xV (x)dx 
0 0 
verwenden. Auf jeden Fall bewirkt die Anwendung einer solchen 
Transformation, daß die Differentiation nach einer der Variablen weg¬ 
fällt, so daß das Problem erhebUch reduziert wird. (Bei gewöhnlichen 
Differentialgldchungen fiel die Differentiation vollständig weg, und wir 
behielten eine algebraische Gleichung.) — Da wir es in diesem Buch 
hauptsächlich mit der einseitig unendÜchen Laplace-Transformation zu 
tun haben, so behanddn wir nur den Fall, daß die zu transformierende 
Variable t das Intervall durchläuft, d. h. daß ein Anfangswert¬ 
problem vorliegt, das aber , im Sinne von § i mit einem Randwert¬ 
problem kombiniert sein kann. 

Was den Gleichungsiyp selbst anlangt, so muß, damit die Trans¬ 
formation möglich ist,' die partielle Differentialgleichung linear sein 
und die Koeffizienten, abgesehen vom Absolutgli^, dürfen von der zu 
transformierenden VariaUen t nicht abhängen, so daß sie, wenn ü etwa 
die Variablen x, y,z, t enthält, die Gestalt hat: 

gMi+rt+Mt+ru 

^ (*> y> *) ^' 

Um zu wirklich greifbaren Resultaten zu kommen, müssen wir natürlich 
viel speziellere Typen betrpchteir, die uns aber in Anbetracht der 
Schwierigkeiten der partiellen l^erentialgleichungen und der eng 


^egreiubten 'tweli «|fe)x%6od interessant« Resultate 

vermittln w^en. Wir-orie^i«^ dabd an den Erfordernissen 


der niatbematis<^en Physik und wälden ednea I^pus, der die gnmd- 



der dort auftretenden ProMente umfaßt. 


§ 3. AUj^mneine Richtiiaien 

für die Behandlmog des Anfangswert|>roblems eines speziellen Typs 
▼dn partiellen Differrnttial^leichungen zweiter Ordnung. 

Wir betrachten die partidle Differentialgleichung zweiter Ordnung 
für die unbekannte Funktion U {x, y, i, f) 

(1) J17 + .4, {x, y, z) + Al (X, y.z) -^ + {». y. *) = B [x, y,z. <), 

^ ^ y 

wobd A den Laplaceschen C^wator -gy + -gpr + bedeutet, x, y, z 

mögen in einem gewisäen Otfciet ® des x, y, r-Raumes, den wir uns 
als ph 3 rsischen Raum vorstellen, mit der Berandung 91, die Varlalde t, 
die meist die Zeit bedeuten ^^d,‘ im Intervall f ^O.variieren. Hinsicht¬ 
lich der Variablen x,y,z mag eine Imeare Randbedmgung vorgegeben 

BTT 

sem, d. h. auf 91 seien die Werte von U oder der Normalableitung 
oder eme lineare Kombmation der beiden für alle < > 0 vorgeschrieben: 

G(x.y.z)U + H{x.y,z)^ = K{x.y.z,t) auf 91, 

WO G und jET stetige Funktionen seien. Hinsichtlich t seien gewisse 
Anfangsbedingungen vorgeschrieben, z. B. * 

U {x, y, z, 0) = l/o {x, y, z) oder ÜJ {x, y, z, 0) = (x, y, z) 

oder auch beide; wir werden sehen, daß die Anzahl der möglichen An¬ 
fangsbedingungen von den Koeffizienten der Gleichung abhängt. Mit 
Rücksicht auf die Ausführungen in § 1 müssen wir aber präzis s^en, 
in welchem Sinne wir die Rand- und Anfangsbedingen meinen. Wir 
schon, dft ß unsere Methode genau der ,,allg&fneiiien Ptoblem“ 
Stellung** angepaßt ist, die wir hier so formulieren: 

Randl>edingung: Wenn bei festem t der Punkt {x, y,z) gegen einen 
Randpunkt (xq, yp, Zq) von @ strebt (wobei wir es offen lai^sen wollen, 
ob dieses Streben drei- oder zwei- oder eindimensional vor sich geht), 
so sei 

(2) G {^ 0 , yo. ^o) U (x, y, zJ)+H (x^, yo, ^o) ^ (x, y, t) 

= limÄ:(^, y, z, t). 

Anfangsbedingung: Wenn bei festem {x, y, z) die Variable t von der 
positiven Seite her gegen 0 strebt, so sei 

(3) ]mxU(x,y,z,t)== Uf^[x,y,z), lim ÜJ(z, y,z, ^ = Ui(x,y,z), 

* Ui bedeutet Ebenso schreiben wir Vn für usw. 
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Ist ® niir zweidimensional, so ist das Integrationsgebiet ein Zylinder 
des ^y^-Raumes mit @ als Grundfläche, tmd ( 2 ) und ( 3 ) verlangen, 
daß die vorgeschriebenen Grenzwerte herauskommen, \(renn man sieh 
parallel zur Grundfläche dem Mantel oder parallel zu den Mantellinien 
der Grundfläche nähert. 

Hat .^1 in ® konstantes Vorzeichen, so heißt die Gleichung ( 1 ) vom 
dUptischen, hyperhoUschen o6sr parabolisci^n Typ, je nachdem ^>0, 
.4 < 0 oder = 0 ist. 

Wollen wir auf ( 1 ) hinsichtlich t die ß-Transformation anwenden, 
^müssen wir wie im vorigen Kapitel zunächst eininal annehmen, daß 

(und damit auch und 17) sowie B in Abhängigkeit von t i-Funk- 
tionen sind, wovon wir uns dann eventuell im Endresultat vermöge des 
FortsetzungsiMinzips wieder befreien können. Darüber hinaus müssen 
wu: aber ^ei weifte Voraussetzungen machen, die uns in der Folge noch 
die Brücke zu wichtigen Erkenntnissen schlagen werden und die wir 
mit Pj und bezeichnen wollen. 

V^, Wir setzen voraus, daß die S-Transformation mit dem Operator zl 
vertauschbar ist: 


Mit dieser Voraussetzung entspricht der Gleichung ( 1 ). wenn wir 
H^{x,y,z,ii} = u(x,y.z,$), HB{x.y,z,t))^h(x.y.z.s) 
setzen, nach Gesetz III, unter Berücksichtigung von ( 3 ) die Gleichung 
(4) Au-\- [il, (*, y,s* ^ S ^ y, *)] « 

= i(*.y.^.s)+[^(*,y,z)s+A(*.y.z)] U„(x,y,z)+A,(x,y.z) UAx,y.z ). 
M^ sieht, daß zur Ableitung dieser Gleichung die Anfangsbedingungen 
g^de nur m dm S^, m dm wir sie formuüert haben, d. h. iniSie 
^ gebraucht werden. - Wir haben damit 

fv'TiioZi^T® «l^P^e Differentialgleichung in drei Variablen 
y. z bekommen, die noch men Parameter s enthält und die Gestalt hat: 

^ ^ ~h ^(x, y, z, s) u — c(x, y, z, s). 

^angsbedin^gen sind dabei in die neue Differentialgleichung 
^^eten und w^den also jetzt automatisch berücksiStigt. m 
Randbedingungen für (1) in solche für% um- 
set^. Dm wenn wir die weitere Voraussetzung machen: 

Konvergm d^^Tw ° dm Grenzübergang, der in der 

von ffl w 1,+ {x, y, Z) gegen men Randpunkt (*„ y« z«l 

Z l to Rieh, 4 d» 



Dann liefert die Anwendung der S-Traneformation auf (2) die Rand- 
bedingung für Annäherung vq^ {x,y,z) an SR: 

(5) G(^o.yo»^o)üni«(Ä;,y,^,s) 

oder in kurzer, aber mißverständlicher Schreibweise: 

G {x, y, z) u[x, y, z, s) + H{x, y, z) (x, y, z, s) = k (x, y, z, s) auf SR. 

Daß es Lösungen gibt, die zwar eine Laplace-Transfonnierte besitzen, 
aber die Voraussetzung Vi oder oder beide nicht erfüllen, werden 
wir später (20.5) sehen. Diese Lösungen werden vor allem für die Frage 
der Eindeutigkeit wichtig sein. 

Das ursprüngliche Problem ist also jetzt reduziert auf die Integration 
der Differentialgleichung (4) unter der Randbedingung (5). Ist die 
Lösung u {x, y, z, ß) gefunden, so haben wir die zugehörige L-Funktion 
^ Vf zu bestimmen (vorausgesetzt, daß sie existiert) und erhalten 
dann eine Lösung des ursprünglichen Problems. Wir können die Methode 
durch das Schema symbolisieren: 

Schema. 

JL-Bereich: Rand- und Anfangswertproblem->■ Lösung C/ ■ <) 



/-Bereich: Randwertproblem-► Lösung u (;r, • • •, s) 

Die Methode setzt natürlich voraus, daß es überhaupt Lösungen 
gibt, auf die sie sich anwenden läßt und für die insbesondere auch 
und 7a erfüllt sind, so daß also einerseits die Existenz einer Lösung 
von (4), sogar einer i-Fiinktion, noch nicht mit Sicherheit auf eine Lösung 
von (1) führen muß*, sondern das Erfiilltsein von (1) durch U noch 
zu verifizieren ist, andererseits, wenn sich wirklich eine Lösung ergibt, 
sehr wohl noch andere existieren können, für die eben die Voraussetzungen 
der Methode nicht erfüllt sind und die sich daher auf diesem Wege über¬ 
haupt nicht finden lassen. Wir werden später in der Tat an Beispielen 
zeigen, daß es Lösungen U von (1) geben kann, die wohl L-Funktionen 

• Wir können nur schließen: Wenn eine Lösung U existiert, die allen Voraus¬ 
setzungen der Methode genügt, so kann es nur diejenige sein, deren ß-Transformierte 
durch Lösung von (4) und (5) bestimmt ist. Aber es braucht ja Überhaupt kein 
solches ü zu existieren. 
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tud’fQr derea Transformieorte u die Gleichm^; (4) gilt, während did 
Hasdbedingung (5) von u nicht erfüllt wird (VCTletzung von and 
dnß es weiterhin Lösungen U geben kann, für die Fi ii^chi stinunt, ja 
sogar solche, für deren Transfonnierte « der Operator J gar nicht existiert. 

Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung des durch (4), (5) forma» 
lierten „redimerim'* ProHems und kommen dabei auf die oben offen¬ 
gelassene Frage zurück, wieviel Anfangsbedingungen man für U vor¬ 
schreiben kann. Das reduzierte Problem kann je nach Lage der Dinge 
noch sehr verschied^en Charakter haben: Die Gleichung (4) ist im all- 
gemeiiien inhomogen, sie kann aber auch dadurch, daß gewisse der 
Koeffizientenfunktionen 4,, Ai, Aq, B oder der Anfanpbedingungen 
üf, Ul verschwinden, auch homogen sein. Ebenso kann die Ra^- 
bedmgung (5),'die als inhomogen erscheiat, homogen sein, wenn 
k{x, y, z, s) aui 91 verschwindet. Vor allem aber ist zu beachten, daß (4) 
einen Parameter s enthält, so daß also die Theorie der Eigenwerte eine 
Rdle spiden wird, das sind diejenigen Parametei^erte, für die das 
homogene ProWem* eine von 0 verschiedene (nichttriviale) Lösung hat, 
während das inhomogene Problem im allgemeinen keine Lösung besitzt. 
Über ein so allgemeines Problem wie das durch (4),'(5) dargestdlte sind 
Resultate in dieser Richtung nicht bdcannt. In Spezialfällen, z. B. wenn 
die Funktionen A Konstante sind, so daß die Gleichung (4) im homo¬ 
genen Fall die Gestalt 

( 6 ) Au + Xu = 0 

mit 

(7) 4 = A,s«-i-AiS-f-Ao 

hat, liegt der Fall so, daß es eine abzählbar unendliche Folge von Werten 
X (Eigenwerte) gibt, für die das homogene Problem eine oder mehrere 
nichttriviale Lösungen (Eigenfunktionen) besitzt. Für diese Eigen¬ 
werte hat das inhomogene Problem im allgemeinen keine Lösimg, außer 
wenn die rechten Seiten von (4) imd (5) gewisse, -mit Hilfe der Eigen- 
funktionen gebildete Retationen erfüllen. (Auf Einz^eiten gehen wir 
hier noch nicht ein, es kommt uns nur auf das Qualitative an.) Nun 
SOU aber doch die Lösung u eine f-Funktion sein, sie muß also zum 
mindesten für aUe s mit hinreichend großem Realteil existieren. Ver¬ 
halten sich Him die Eigenwerte X und die Koeffizienten A^, Ai, Aq so, 
daß die Gleichungen (7) Lösungen s mit beliebig großem Realteil haben, 
so kann das inhomogene Problem nur daim eine /-Funktion zur Lösung 
haben, wenn jene Relationen für die rechten Seiten von (4) und (5) 
erfüllt sind. Da die rechte Seite von (4) die Anfangsbedingungen Uq 
und Ul enthält, so bedeutet das, daß zwischen Dg und Ui eine Beziehung 
bestehen muß. Man kann sie also nicht imabhängig voneinander vor- 

* Ein Problem beißt homogen^ wenn sowohl die Düferentialgleichxmg wie 
die Bandbedingong homogen ist; inhomögeng wenn mindestens eines von beid^ 
nicht zutriift 


^4ern wepn ?. B. w C4 scbcwa bestfeamt. 

Üljersclireitea dafjlra: l^swigen s der GMcbiwg (7) 
dne gewisse Sehi^sbe nach poen ai^t^ so tritt, weaij s io der ^tsprecbea- 
den rechten Halbebene variiert, in (6) überhaupt kein Eigenwert A aüf. 
In diesem Fall besteht also keine Bindung zwischen U„ und £ 4 . — Wir 
bemerken noch, daß im parabolischen Fall ri, s 0 der Anfanpwert Ui 
in Gleichung (4) sowieso üb^haupt nicht vorkommt. — Die nähere 
Ausführung dieser Zusammenhänge verschieben wir auf die konkreten 
Fälle, die wir behandeln werden**®. 

Über die Gewinnung von U auf Grund von if imd die explizite Dar- 
stdlung der Lösung U ist noch Pin Wcnt zu sagen. In gewissen ein¬ 
fachen Fällen ist auf den ersten Bück zu sdten, daß u eine I-Funktiön 
ist und wie ihre L-Funktion lautet. Man kennt ja eine große Zahl der¬ 
artiger zusammengehöriger Funkticmenpaare. Gute Dienste leistet hier 
eine Art Wörterbuch, in dem die bekannten L-Funktionen mit ihren 
i-Funktionen aufgeführt sind, so daß man rasch die „Übersetrimg“ von 
dem einen in den anderen Bereich findet (s. Anhang). In vielen Fällen 
führen auch Reihenentwicklungen nach Art der in 7.3 bis 7.5 angegebenen 
zum Ziel. Ist die Aufgabe auf diesem Wege nicht zu lösen, so wird man 
nach den Sätzen von 6.10 greifen, die in sehr allgemeinen Fällen zu ent¬ 
scheiden gestatten, ob u eine /-Funktion ist, und die £7 in Form eines 
komplexen Integrals liefern. Dieses bietet dann die Möglichkeit, durch 
Residuenrechnung wieder eine Reihen- oder asymptotische Darstellung für 
U zu finden (vgl. 7.4). Auf diese Darstellung der Lösung £7 durch ein kom¬ 
plexes Integral kommen wir im 24. Kapitel noch ausführlicher zurück, 
da sie mit gewissen anderen Theorien in engem Zusammenhang steht. 

In den nächsten Kapiteln behandeln wir ntm nach der dargelegten 
Methode die partielle Differentialgleichung ( 1 ) im Falle konstanter 
Koeffizienten, und zwar rechnen wir je ein Beispiel des parabolischen, 
hyperbolischen und elliptischen Ts^ps explizit bis zur vollständigen 
Lösung durch. Dabei beschränken wir ims auf den Fall einer räumlichen 
Dimension, damit wir möglichst wenig aus der Theorie der Differential¬ 
gleichung (4), auf die das Problem reduziert wird und die dann eine 
gewöhnliche Differentialgleichung ist, vorauszusetzen brauchen, imd damit 
das Wesentliche an der Methode deutlich hervortritt. Der Fall zweier 
oder dreier räumlicher Dimensionen ist in prinzipiell gleicher Weise 
zu erledigen. — Im 23 . Kapitel geben wir dann Proben von Gleichungen 
mit variablen Koeffizienten. 


20. Kapitel. 

Die Wähneleitungsgleichung (parabolischer Typ). 

§ 1, Das allgemeine Problem mit Randbedingungen dritter Art. 
Ein homogener Stab von verschwindender Dicke und der Länge l 
habe bei der Abszisse x zur Zeit t die Temperatur U{x,t), 
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Im Imtem mögen Wärmequdlen der Stärke 0{x, t), die also örtlich imd 
zeitlich variabel sein können, vorliegen. Dann genügt U, wenn keine 
seitliche Wärmeausstrahlnng stattfindet, der linearen Wärmdeitungs- 
gleichimg* 


(i) 


»U dü 
~ dt 


0{x,t). 


Die Anfangstemperatur zur Zeit < = 0 sei d. h. 

(2) lim U (*, t) = Uf,{x) bei festem x mit 0<x<l. 
t^+o 

An den Enden * = 0 und * =./ sei je eine lineare Randbedingung zwischen 
du 

ü undvorgeschrieben•• (oto,jffo*«i.Akonstant): 

(3) lim [« 0 17 {X, t) + 40 17, (*,<)]- Ao {t). 

»-> + 0 

(4) lim [oi U(x, t) -f- /?i Ug{x, <)] = Ai(t) bei festem f > 0 . 

dXJ 

Physikalisch ist = C7, proportional zur Wärmeabgabe an der be¬ 
treffenden Stelle. — Wie wir durch die Schreibweise von (2) bis (4) deut¬ 
lich genmcht haben, ist die Aufgabe im Sinne der „allgemeinen Problem¬ 
stellung" {siehe • 19 .I) gemeint. Ist also z. B. 4o = ft = 0 , so daß die Werte 
von 17 auf dem Rand des Streifens fSO vorgeschiieben sind, 

so braucht nicht do( 0 ) = t7o(0), Ai( 0 ) = 17o(/) zu sein. 

Nehmen wir zunächst an, daß alle in I 9.3 formulierten Voraus¬ 
setzungen erfüllt sind, und setzen wir 

S { C7(*,/)} = « {x, s), S {«P(«j <)} = ?) (x, s),- 

= S{Ai(i)} = ai(s), 

so wird durch die B-Transfoimation das Problem reduziert auf die 
Lösung der gewöhnlichen Differentialgleichung 

( 5 ) ^—su = ~tp{x.s)-ü^{x). 


ö* 17 Ä 

* - 5 — 5 - hat eigentlich den Faktor —, wo ^ die LeitÄhigkeit, o die Dichte, c die 

• 0 Q C 

spezifisch« Wärme ist. Da wir den Faktor als konstant ansehen, so können wir 
ihn durch passende Wahl der Längen- oder Zeiteinheit zu 1 machen. 

** Da der Rand 91 des räumlichen Grundgebiets nur aus zwei Punkten besteht, 
80 reduzieren sich die unendlich vielen Gleichungen 19.3 ( 2 ) hier auf zwei. Übrigens 
wird natürlich aj + + 0 , a* + )3* + 0 vorausgesetzt. 

**♦ Die Voraussetzung F, besagt hier, daß 


{ lim U(x, t)} ^ ]haSi{U{x, ^)} = u ( 0 , s ), 
+ 0 :e-> + 0 

S| lim /-ß{V}=«*(0,s) 


. + 0 


sein soll, entsprechend an dem Rand x ^ l. 


§ 1. Das allgemeine Problem mit dritter Art. 


die 5 nur als Paxameter enthält, mit d^n Randbedingungen 

(6) «0 «(0, s) + jSo «, (0. s) = «0 (s). 

( 7 ) «iu{l,s)+ß^u^{l,s)=ai(s). 

(Bei einer gewöhnlichen Differentialgleichung können wir uns dieser 
einfacheren Schreibweise bedienen.) Es handdt sich also bei dem Problem 
im /-Bereich um ein Randwertproblem für eine gewöhnliche Differential¬ 
gleichung der Form 

(8) |^ + AM = v(Äf) 

mit sog. Randbedingungen dritter Art, die die Gestalt 

(9) ao«(0)+/8o«'(0) =fl». 

(10) ai«(Q +ßiu'(l) =fli 

haben. Wir stdlen die wohlbekannten Ergebnisse hinsichtlich dieser 
Aufgabe zusammen, die wir auch in den folgenden Paragraphen ge¬ 
brauchen werden®“: 

Ist sowohl die Gleichung (8) wie die Randbedingungen (9), (10) 
homogen, d. h. ist y (*) s o, «o = = 0> so heißt das Problem homogen, 

im anderen Fall inhomogen. Das homogene Problem hat stets die 
triviale Lösung u{x) = 0, die wir überhaupt nicht als Lösung mitrechnen 
woUen. Für die homogene Gleichung (8) (y(*) sO) bilden die Funktionen 

Mj(*) = cos i/Äz, «2 (z) = sin )/Ä « 

ein Fundamentalsystem von Lösungen, vermittels deren sich alle übrigen 
in der Gestalt 

(11) «(*) = CiMi(*)+c»«2(*) 

darstellen lassen. Das homogene Pfoblem'^ hat im allgemeinen keine 
Lösung. Nur für abzählbar unendlich viele reelle Werte A = ^ mit 
Ao < Al < Aa < •' • oo , die Eigenwerte , hat es Lösungen. Diese A» 
bestimmen sich als Wurzeln der Gleichung 

. . (Xo «1 (0) + ^0 (0) «0 (^) + ßo (0) 

oci«i(Z) + 

== (ocq ßy — 0C| /?o) COS ']fx l -|- ((Xq cxi **t~ ßQ ßi A) sin ‘)j~X / = 0. 

Bezeichnet man eine der zu hn gehörigen Lösungen mit so haben 
alle anderen die Gestalt: 

u{x) ^c Ux^ (x) {c = beliebige Konstante). 

Für Ux^ kann man wählen: 

W == ßo iK cos yA^ (Xo sin 


Man achte auf die Unterscheidung zwischen „Gleichung" und „Problem", 
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Die sind paarweise orthogonal im Intervall (0, Q nnd heißen .dio 
Eigenfunktionm des Problems. Ist das homogene Problem nicht lösbar, 
d. h. A+A», so hat das ^inhomogene Problem genau eine Lösung. Ist 
das homogene Problem lösbar, d. h'. A = A«, so hat das inhomogene im 
aW gftiTiftiTiftTi keine Lösung; notwendig und hinreichend für die Lösbar¬ 
keit des inhomogenen Problems ist dann bei homogenen Randbedingungen, 
d. h. Oq — <Zi =» 0 das Bestehen der Gleichung 



(13) 


/v(*)«A,(*)^*==0, 


d. h. \p muß zu orthogonal sein; sind die Randwerte von u gegeben 
(Randbedingungen erster Art), d. h. ot® = = 1, ßt = ßi~ 0, so lautet 

' die Bedingung der Lösbarkeit: 

I i 

(14) /v(i«)«A,(*)<i* —-T / C«o{^—*)+ «i*]«A.(*)^*==0. 

0 0 

Es gibt dann sogar iinendKch viele Lösungen, die sich aus einer von 
ihnen, so ergeben: 


u {x) {x) + cuj^ (^) (c == beliebige Konstante). 


Im Falle der Gleichung (5) ist Beschränken wir also s auf 

die Halbebene —Ao, so hat das Problem (5), (6), (7) im homo¬ 

genen Fall stets nur di6 triviale Lösung <^s0; das bedeutet, daß die 
einzige Lösung des ursprünglichen Problems (1)bis(4) mit 0(x,t)^O, 
24i(^)= 0, die alle Voraussetzungen unserer 
Methode erfüllt, die triviale Lösung U (z, f) « 0 ist. Das inhomogene 
Problem (5), (6), (7) hat stets eine imd nur eine Lösung, die man leicht 
bestimmen kann, etwa in der üblichen Art und Weise so, daß man einer¬ 
seits die homogene Gleichung (5) bei beliebigem und in (6), (7), 
andererseits die inhomogene Gleichung (5) bei in (6), (7) 

löst und dann die allgemeine Lösung durch Superponieren dieser beiden 
erhält. Die erstere Lösung bekommt man sofort aus (11) durch passende 
Bestimmung der Konstanten Cj, die zweite pflegt man mit Hilfe der 
zu dem Problem gehörigen Greenschen Funktion anzuschreiben. Wir 
w(^en das für drei Fälle explizit durchführen: 1. die Randbedingungen 
(6), (7) sind „von erster Art", d. h. Oo = aj i, == = 0 (das bedeutet, 

daß im ursprünglichen Problem die Werte von U an den Rändern % = 0 
und x = l gegeben sind); 2. die Randbedingungen sind „von zweiter 

0 u 

Art", d. h. Oo = = 0, /9o = A = 1 (die Werte vonan den Rändern 

sind gegeben); 3 . es handelt sich um spezielle Randbedmgungen dritter Art; 

d ü 

oto = 1i = 0, ai 0, = 1 (am linken Rand ist [/, am rechten 

gegeben). 



§ 2. IUndb«i}iti9«n9»R AHix ite&dtems^ifinni. 35}^ 

§ 2. Raodbedingungeti ersster At^r Rtutät^o^ 

Die Raridbedingtingen 20.1 (3) imd (4) la-uteo hia:; 

( 1 ) lim U{x,t)=oA^{t), lim U{x,t) ^ Ai{i), 

*-► + 0 

die Gleichungen 20.1 ( 6 ) und (7): 

(2) «(0, s) = «o(s). «{h s) => ai(s). 


1 . Der Wärmeleiter ohne innere Quellen und mit 
verschwindender Anfangstemperatur***. 

Wir setzen zunächst 0(x,i)sO, l7o(x)=0, dagegen Ao(<) und 
Aj (t) als bdiebig voraus, so daß es sich bei dem reduzierten lE^oblem 
um die homogene Gleichung 

4*m 

(3) ■j^—su«=0 

handelt. Die Eigenwerte bestimmen sich gemäß 20.1 ( 12 ) als Wurzeln 
der Gleichung sin yÄ/ = 0 , so daß A„ = —p—(« = 0 , 1 , ...) ist. Für 

8 ts >0 ist also das durch ( 3 ) und ( 2 ) gegebene Problem ausnahmslos 
lösbar. Als Fundamentallösimgssystem wählt man praktischerweise 

, . am{l — x)}f^ ©in(J— 

- IJnpys --SJTyi^’ 

, . sin;ri/—s 

Ux(x,s)— - gjn,yiri — ©itt/Vs ’ 


das die Randbedingungen 

“ ^0 (ß> ^ ^ > ^0 ß * 

Ml(0,s)«=0, Mi(/,5) = t 


erfüllt. Die Lösung, die den Bedingungen ( 2 ) genügt, lautet: 


( 4 ) u (z, s) = a* (5) «0 (*. s) + «1 («) «1 (*• s) • 


Die zugehörige £-Funktion U {x, t) kann man auf Grund des Faltungs¬ 
satzes sofort angeben, wenn man die L-Funktionen Uq(x, i) und Ux{x, t) 
zu Ua{x, s) und %(*, s) kennt. Nun ist in der Bezeichnungsweise von 
S. 307: 


1 , 

21 




SUjv.Ps) 

dv 


0^x^2l, 

— l^x^L 


Doetioh, LapIace*Traniformation. 


23 
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Da, wie maTi leicht aachweist, die ß-Transformation im Iimem des 
Intervalls 0<»<1 mit der Differentiation nach v vertauschbar ist*, 
so erhält man nach Gesetz Ii,: 



(5) 


Da C/fl und Ui L„-Funktionen sind, so gehört nach Satz 7 [8.5] zu u{x, s) 
die X-Funktion (U muß hinsichtlich t differemderbar, also stetig sein, 
so daß eine additive Nullfunktion nicht in Frage kommt): 


U{x,t) - 1 ^( 0 * 




für 0< x<l 


( 00 „t 00 

^.nsmn^xe ^ 

n^l 

Wir machen mm von dem Fortsetzungsprinzip Gebrauch und zeigen, 
daß U{x, Q^unter sehr weiten Voraussetzungen, die nicht viel mehr als 
die Existenz der vorkommenden Integrale verlangen, der homogenen 
0 * TJ 3 XJ 

Differentialgleichung -^ = 0 genügt xmd die Randwerte (a?) s 0, 

iloWi besitzt. Dabei können wir xms auf den Bestandteil 

-do (Q ♦ l7o 0 beschränken, d. h. s 0 setzen, da 
ist, und zeigen, daß dieser den linken Randwert den rechten Ai^O 
hat. Dazu schicken wir eine Eigenschaft der Funktion Uq(x, t) voraus, 
die wir auch später noch brauchen werden. 

Lemma. Die Funktion Uq(x, t) strebt bei festem ^ > 0 für ä;->*+ 0 
und^->/—0 gegen 0, ferner bei festem (0< z</) für + 0gegen 0. 
Das gleiche gilt für alle Ableitimgen nach L 
Beweis: Es ist explizit 



(6) 


Uo(x.t) = -^^ne "‘**sin«y*. 


»-1 


* An den Enden ist dies sicher nicht der Fall, denn für t; =» 0 und v 1 ist 

00 
d 


4nnsia2n7tv e 




»«1 


gleich 0, die, zugehörige i-Funldion also auch, wahrend 
d sin(2v— 

pv siny—s. 

gleich — 2 bzw. + 2 ist. 


§ 2. RandbeäillgTlnge^ 


Randtemperaturen» 
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Diesö Reihe ist bei festem #>0 gleichmäßig in x konvergent, und' da 
für *-»-0 und / jedes einzelne Glied gegen 0 strebt, so strebt auch 
die Reihe gegen 0, übrigens sogar gleichmäßig in f > 0- 

Wählen wir für die auf -j- transformierte Gestalt [vgl. 7.5 (2)], so ist 


+eo 


(7) U^(x,t) - ^y{x + 2nl)e 

*• 

flÜ. 


(x+2h;)* 

4t 




”17 + 0 ° 

= -ttt y {x + 2 n l) e * 


Die hier vorkonunende Reihe konvergiert gleichmäßig für 0 < f ^ fo« 
und das allgemeine Glied mit einem Index n + 0 strebt für t-*-0 gegen 0. 
Infolgedessen nähert sich die Reihe dem Wert x und die Funktion 

i7o(*, t) wegen des Faktors e ** für x > 0 dem Wert 0. - Für die Ab¬ 
leitungen läuft der Beweis ganz analog. 

Wir behaupten nun folgendes: 

Satz 1. Ao(f) sei eine I-Funktion. Dann giU: a) Die Funktion U(x, t) 
= •U^(x,t) genügt im offenen HdBistreifen 0<x<l,t>0 der 

homogenen'Differentialgleichung ^^—= 0. h) Bei festemx(0<x<l) 

ist U(x ,t)-*-0 für t-*-o. c) An jeder StetigkeitssteUe* f(j>0 von 
ist U {x, f,) -*■ Ao(<o) für X-*- + 0. d) Für jedes feste t>0 ist U (x, f) 0 
für t-*-l—0. 

i 

Beweis: a) In dem Ausdruck U(x,t) = f A„{t—r)U„(x,T)dr darf 

0 

im Intervall 0<x<l nach dem Parameter x imter dem Integralzeichen 
differenziert werden. Denn ist Tq ein Wert zwischen 0 tmd t, so ist: 


U{x + Ax,i)-Ü (x, t) 
A X 


t 

/ 


Ao(<-t) 


U„(x-\-A X. t) — Ua (x. r) j _ 
dr 




WO ^ eine noch von t abhängige Zahl zwischen 0 und 1 ist. Nun über¬ 
zeugt man sich leicht, daß —bei einerseits 

für T-*-0 gleichmäßig in f gegen 0 strebt, also beschränkt, andererseits 
an der Stelle f stetig ist, und zwar gleichmäßig in r in dem Inter- 
»vall 0<ToöT^<. Man kann also zunächst so klein wählen, daß 
das erste Integral beliebig klein wird, und dann Ax auf einen so 


Es genügt Stetigkeit nach links. 


23* 



5|6 (l^bolischer Typ). ' ^ 

bescbrftnkep, daß das zweite Integral sid» 
j /lo(#— t) dX beliebig wenig unterscheidet. Unser Differenzen- 


* 

/ 0 TT (x x\ 

Aq (f— t) — g -- — dx. Analog 


u 

beweist man die abermalige Differenzierbarkeit *. Es ist also einerseits 




andererseits nach. Satz 2 [8.4]. wenn man berücksiditigt, daß nach dem 
Lemma Uo{x, 0) = 0 zu setzen ist: 


U 

Nun genügt aber, wie man durch offensichtlich erlaubtes gliedweises 
Differenziermi von (6) festatellt, die Funktion l7o(z, t) der Differential- 
gleichung^ 

8*g,(4r,<) dUt(».t) 


( 8 ) 


8** 


dt 


- 0 . 


Damit ist die Behauptung a) bewiesen. 

b) Diese Tatsache ergibt sich ganz leicht aus der entsprechenden 
für U^{x, f), siehe Lemma. 

c) Unter Verwendung von (7) können wir U (z, fj) in der Gestalt 
schreib«a: 


U{x.t,) 


+ 


— — 


t) 




ja 

dr 


t. 


{%nl+x)* 

{2nl+J()$ 


— —dx. 


xi 


Das erste Integral gdit in das S.189 behandelte über, weim man dort 


«BM _ j^o(<o— t) für O^T < <8 
0 fÜTTfe/o 

setzt. Ist .4o inito nach links stetig, so (t) in 0 nach rechts. Nach S. 189 
strebt also das erste Integral für x-i^ + 0 gegen (P(0) =-4o(^o)* 
zweite Integral verschwindet bei diesem Grenzübergang. Denn die in 


* Man kann die Differentiation unter- dem Integralzeichen auch damit recht- 
fertigen, daß das entstehende Integral in der Nahe einer Stelle f>0 

gleichmäßig konvergiert; vgl. de la VallAb Poussin: Cours d'analyse infini¬ 
tesimale II. 5^ ed. Louvain-Paiis 1925, S. 30. 


§2. Randbe din g ung en erster Art: J5.7 

ihm vorkommende Reihe konvergiert i^dchmtöig für und 

Für streben die einzdnen Glieder gegen 0/also strebt 
auch der Sunuhenwert gleichmäßig in r gegenO, folglich auch das Integral, 
d) Wir schreiben U(x,t) in der Gestalt: 


ü(x,i) 



(2nl*\-x)9 


TT“ 


^{2nl+2l^x)ß _** 


r* 


dx. 


0 

Die Reihe konvergiert gleichmäßig für 0 <t^« und O^x^l, für 
x-*-l streben die Glieder gegen 0, fol^ich nähert sich die Summe gleich¬ 
mäßig in T dem Wert 0 und damit auch das Integral. 


2. Der Wärmeleiter mit verschwindenden 
Randtemperaturen •*®. 

Wir nehmen jetzt i4o(<) a= 0, A^^t) s 0, dagegen U^{x) und d> (*, i) 
beliebig an. Dann handdt es sich bei dem reduzierten ftoblem um die 
inhomogene Gleichung 

■j^—su = rp(x) mit yp(x)=—<p(x, 9 )—U^{x) 


unter den Randbedingungen 

«(0.s) = 0, u{l,s):=^Q. 


Die Lösung läßt sich vermittels der zu den Randbedingungen gehörigen 
Greenschen Ftmktion* 




V— 

y—sslniy—s 
sin (< — y— i sia $ y— s 

y—ssinjy—s 


für X^^ 
für 


in der eleganten Form darstellen: 

(9) *t(x,s)=—fy{x,S;s)tp{()dS 

0 

= fy (X. Sis) ds + f y(x.$-.s)q, (f, s) if. 

0 0 


* Siehe z. B. D. Hilbert: Gnizidzüge einer allgemeinen Theorie der linearen 
Integralgleichungen. Leipzig u. Berlin 1912, S. 39insbesondere S. 52 u. Satz li, 

Pf 

S. 46. Dort ist / « 1; man hat also x durch -j- und A durch — /* s zu ersetzen, um 

auf unsere Gleichung nebst Randbedingungen zurückzufallen. Damit die Ableitung 
der Greenschen Funktion bei ir = f wieder den Sprung i habe, ist sie mit l zu 
multiplizieren. — A. a. O. wird von y Stetigkeit und demgemäß von der Lösung u 
zweimalige stetige Differenzierbarkeit vorausgesetzt. Wir können das vorl&ufig 
auch tun und werden dann erst bei der Endlösung U zusehen, wie weit man die 
Voraussetzungen über y fassen kann. 
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Tor alleiD die X-Funktion za y zu berechnen und zer- 

dajSu y so: 


y(«,f:s) = 


COS(4f—S 

cos (;ir + { — /) 

2V^sin/y^ ' 

2^—ssmZ}/—s 

1 

i 

L 

cos (;if + f — 1) yns 

1 2 V^sin Z]/—s 

ay^sin/y^ 




Die in y auftretenden Funktionen sind die I-Funktionen zu gewissen 
^ 3 -Funl^onen, wobei noch folgende Wertberäche zu beachten sind; 

» + S 
21 


Für ist 


* 0 , 0 = 


für ist 


2l 




x+i 




'= 21 = 2 ' ''= 21 
da die i^^-Funktion in verschiedenen v-Intervallen verschiedene t-Funk- 
tionen besitzt (siehe S. 145). Unter Beachtung von Gresetz ergibt sich: 

/■(«;«: ^ i) i)] 

2 ’V • n . n ^ 

— — ^ 6 1* SinWyifSUinyf 

»-1 


1 ’VI / (*-f + s»»i)« (« + f + s»D» \ 

** )• 

^ nxm^oo 

Wenn nun die IQ-Transfonnation mit dem Integral nach f vertauschbar 
ist, so gehört zu (9) folgende X-Funktion (dem Produkt y<p im zweiten 
Integral entspricht die Faltung r*0): 

I i i 

(10) U(*, Q = <)Uo(^) +/if / r{x, f; t-x)0{lr) dt. 

0 0 0 

Das zweite Integral kann man, wenn <P(z, i) zweidimensional und ein¬ 
dimensional integrabd. ist, auch als Doppelintegral, erstreckt über das 
Rechteck oder als iteriertes Integral mit xungekehrter 

Integrationsfolge schreiben. 

Man kann nun wieder zeigen, daß (10) unter sehr weiten Voraus¬ 
setzungen, die nicht auf die Ä-Transformation Bezug nehmen, eine 
Lösung des Problems ist. 

Satz 2. Dte Funktion U^{x) sei in jedem Teilintervall von 0<x<l 
eigenüich, bis zu x = 0 und x — l uneigenüich absolut integrabel. (z, i) 
sei in dem abgeschlossenen Halbstreifen O^x^l, t^O zweidimensional 
stetig*. Dann gilt: a) Die Funktion (10) genügt im offenen Halbstreifen 
0<x<l, t>0 der Differentialgleichung 20.1 (1). b). 'An einer festen 
Steüex{0<x<l),für die Uj (*) stetig ist, gOt U {x, t) -> U* (») fürt^ + 0. 
c) Bei festem t>0 ist U{x,t)-*-0 für :r-»--f-0 und x-^l—o. 


* Diese Voraussetzung könnte noch sehr genuldert werden. 


§ 2. Rafldbftdingnngen erster Aitt Ck^bene Randtenpeta/tereii. 


Beweis: Zunächst ist es eine bekannte Tatsache*, daß an einer 
Stetigkeitsstelle von Uo[x) für den erstra Bestandtdl von U{x,t) gilt: 

fr{x.i:t)U,{S)d'£^U^{x) füi t^O. 

0 

Hieraus folgt unter unseroi Voraussetzungen über 0(x, t) weiter, daß 

i 

in dem zweiten Bestandteil von 17 (*, t) daslntegral fr{x,Sit—T)0{i^,r)4i 

0 

in der Umgebung des einzigen kritischen Wertes t = t sich wie 0(x, t) 

t i 

verhält, so daß f dxfr{x,S'.t—r)0(i,x)iS für f-*-0 gegen 0 strebt. 
0 0 

Daß beide Bestandteile bei festem ^>0 für x-*0 und x-*-l g^en 0 
streben, ergibt sich daraus, daß die Funktion r{x, i; <) dieselbe Eigen¬ 
schaft hat, und zwar gleichmäßig in f. Ferner erfüllt der erste Bestand- 

ö® X7 QX7 ^ 

teil die homogene Differentialgleichung -gp-gy *a o, weil T diese 

Eigenschaft hat und der erste Bestandteil fürO<*<7, / >0 miter dem 
Integralzeichen differenziert werden darf, was man wie S. 355 beweist. 

t i 

Der zweite Bestandteil f dxf r(x,S;t—x)0{l^,x)d$ erfüllt die in- 

0 0 

homogene Gleichung 20. t (1). Denn die Differentiation nach x ist 
wieder unter dem Integralzeichen erlaubt und liefert 

0 0 

während die Differentiation bezüglich t nach der Differentiationsregel für 
ein Integral, das die Variable in der oberen Grenze und im Integranden 
enthält (vgl. die Fußnote S, 160), auszuführen ist: 

i i t 

Jdxf x)dS + ]imf r(x, f: t-x)0{S,x) d^. 

0 0 0 


* Das wurde zuerst von Wbierstrass : Über <Ue analytische DarsteUbarkeit so¬ 
genannter willkürlicher FunctionenreeUer Argumente (1885). Werkes, S.l—37exakt 
bewiesen und bildet ein grundlegendes Resultat in der Theorie der „singulären 

+1 

Integrale.“ Um das bei Weierstraß stehende J verhalten, 

braucht man nur (P (f) in das Intervall — / < f < 0 als ungerade Funktion fort- 

t 0 

zusetzen und zu schreiben : — J (“2F’ ■?)® (f) di(f) df. 

0 -i 

Der Weierstraßsche Beweis bleibt auch unter unseren weitergefaßten Voraus¬ 
setzungen über 0{() gültig. — Die Annäherung ist übrigens eine gleichmäßige in 
jedem Stetigkeitsintervall. 





20 - Kap.: Die Wamd^tung^^eichwag (puabdischer Typ). 


]>«r likr vorkcnoinfflide limes ist aber nach einer schon oben geoäaciitesi 
B«nerktmg gleich <P(*, 0» so daß, weil F die homogene DififerentMd'' 
gleichung befriedigt, der zweite Bestandteil' die inhomogene erfüllt. 

Die Lösung des allgemeinen Randwertproblen^ erster Art für die 
inhomogene Wäimdeitimgsgleichung erhält man mm durch Super* 
posiüon der beiden Lösungen (5) und (10). — Als besonders bemerkens¬ 
wert für unsere Methode heben wir noch hervor, daß die für die inneren 
Wärmequellen charakteristische Fimktion 0(x,t) und die Anfangs¬ 
temperatur Uq{x) ^eichwertig auftreten: die inhomogene Wärmdeitungs- 
gleichtmg zu lösen ist nicht schwieriger als die homogene mit mcht ver- 
scJfwindender Anfangstemperatur. 


3- Der unendlich lange Wärmeleiter. 

Ist 1 = oo, erstre<^ sich also der Leiter von * = 0 an nach einer 
Seite ins Unendliche, so erheben sich einige Fragen, die bisher in der 
Literatur noch picht bdiandelt sind und auf die wp: daher hinweisen 
wollen. Man kann versuchen, in unseren Losungsformdn den Grenz- 
übeigang l-*-oo zu machen. Das braucht nicht zur richtiger Lösung 
für 1 = oo zu führen, denn es ist nicht a ,priori sicher, daß die Lösung 
eines Grenzfalls der Grenzfall der Lösung ist. Bei unserem Problem 
erhalten wir allerdings dabei sowohl im L- wie im ^Bereich sinnvolle 
Lösungen: Uq{x,s) strebt gegen e~*^, «i(z,s) gpgen o, so daß (4) die 
Gestalt 


tt(z,s) =ao(s)e-’*l'* 

erhält, wozu die L-Funktion (vgl. S. 25) 

{«) U[x.{} = A,{t)*Y(x,t) 

gehört. Dieselbe Funktion würde sich herausstellen, wenn man den 
Grenzübergang an (5) ausführen würde, wobei ü^(x,t) gegen ^{x.t) 
strebt. Drückt man weiterhin y(x,(;s) durch Exponentialfunktionen 

aus, so sieht man, daß es gegen ■ * ■ ■ ■ '* f; t) gegen 

ys 

die zugehörige £-Funktion (vgl. S. 25) y tx (*—f. 0 —X (* + 01 '“d 

die Lösung (iO) gegen 


( 12 ) U{x.t)^\j [x(x-S. t)-x(x + f, t)] U, (f) dS 

üf («—f. i—t) —X (X + i, i—r)] 0 (l T)dr 

0 0 

strebt, wenn über Uq(x) und 0(z, t) in Unendlichen gewisse Konvergenz¬ 
voraussetzungen gemacht werden. Man kann wie oben verifizieren, 
daß (ii) und (12) Lösungen mit den vorgeschriebenen Bedingungen 


§ 4 . ^ 

dnd. Ntm ist dodi Mtr lecnrkixHMilf, dtf *'1^ ftf) die ^w^te Raxtd- 
bedingung völlig weggefaUexL ist, wöbrecd man erW^en müßte, dab 
für a; = oo noch eine Bedingung gegebm wts'deii kann. Physikalisch 
erklärt sich der Wegfall der zweiten Rtmdbedhigang dadurdi, daß es 
für eben Punkt x m endlidier Entfernung gleichgültig ist, welche Tempe^ 
ratur an den unendlich weit entfernten rechten Rand angelegt ist, weil 
diese an die Stelle x kerne Erwärmung entsenden kann. Das ist aber 
kein mathematischer Beweis. — Weiterhin fragt es ^ch, wie die I^ösimg 
aussieht, wenn die Funktionen U^ix) und (P(», <) dch im Unendlichen 
so verhalten, daß die Integrale b (12) nicht existieren. Diese Fragen 
sbd bisher noch nicht geklärt. 


§ 3. Randbedingungen zweiter Art; Ausstrahlung am Rand gegeben. 

Wegen der späteren Anwendungen wollen wir noch zwei wdtere 
Randwertprobleme lösen, und zwar seien zunächst die Randbe dingung en 
20.1 (3) und (4) spezialisiert zu 

(1) lim4^ = B(/), lim -It 


lim 


= 0. 


Die Eigenwerte im i-Bereich sind hier dieselben wie in § 2 | Wir be¬ 
schränken uns auf die Durdiführung des Falles 


U^(x)^0, <P(z,i)sO. 

Wir brauchen die Rechnung nicht nochmals in allen Einzelheiten durch¬ 
zuführen, sondern sehen sofort, daß 

( 2 ) Uix.ti - 


eine Lösung ist, denn U erfüllt die homogene Wärmeleitungsgleichung, 
weili?,^^, -^jestut (vgl. 20.2.1); 1/strebt für <-»-0 gegen 0, weil 
für 0< x</ in i beschränkt ist; schließlich ist 


du 

du ~ 



« 



und von diesem Ausdruck wissen wir aus 20.2.1, daß er für x-*-0 gegen 
B(t), iäx x-*l gegen 0 strebt. 


§ 4. Eine spezielle Randwertaufgabe dritter Art: Temperatur an dem 
eben und Ausstrahlung an dem anderen Rand gegeben^. 


Wir betrachten zum Schluß noch die Randwertaufgabe dritter Art: 

(1) lim U{x.t)^A^(£), Um 

»-► + 0 *-*- 1-0 
mit 

I7o(*)s0, <P(z,f)s0. 



)62 


20. Kap.; Die Wänndd.tungBgleichting (paraboUsch^r Typ). 


Die Eigenwerte von 20.i (8) sind hier die Wurzdn der speziaüäefteö 
Gleichung 20.1 (12) 

yXcosyÄ/ = 0; 

bestinunen sich also zu 

A = 0 und A = 

Für ilis>0 ist daher im /-Bereich die homogene Gleichung 20.2(3) 
mit den den Bedingungen (1) entsprechenden inhomogenen Randwerten 

u(0,s) = ßa{s), «,(/,s) = 6x(s) 
lösbar. Als Fundamentals 3 rstem benutzen wir die Funktionen 


, ^ cos(/—*)i/- s 

i sin*y=l 

die die Randbedingungen 

«j( 0 ,s) = l. ^(}.s)=‘ 0 ; 

«*(0,s) = 0, ^{l,s) = i 

erfüllen, und erhalten: 

u {x, s) = <io (s) «2 (*, s) + (s) «i {x, s ). 

Nach S. 307 ist 




dx 


für 0<x<2l, 


C4(*.0 = T^2(^.f) ^ -1<X<1. 

Also ergibt sich: 

ed,f— 

U{x. t) = -^A,{t) + I B,{t) -i) für 0<*</. 

Daß dies, wenn AQ{t) und stetige /-Funktionen sind, eine Lösung 
des Problems darstellt, beweist man wie in 20.2.1. 


§ 5. Die Ein- oder Vieldeutigkeit der Lösung. 

Für die behanddten Probleme haben wir jeweils eine Losung erhalten; 
es fragt sich, ob es die einzig mögliche ist. Für die spezidle Problem¬ 
stellung gibt es einen Eindeutigkeitsbeweis, der zeigt, daß es nur eine 

0 zj 

Lösung gibt, wenn man noch voraussetzt, daß im Innern des Streifens 

stetig ist Manche andere Eindeutigkeitsbeweise scheinen, oberflächlich 
betrachtet, auf die allgemeine Problemstellung anwendbar zu sein. 
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§ 5- Bio oder^ l^Ösung. 


Bei näherem Zusehen aber erweise sie sich tiioht einmal für die spezielle 
Problemstellung als stichhaltig bzw, nur dann als richtig, wenn man 
eine größere Anzahl von zusätzlichen Vöraussetzungen über die Lösung 
macht, die in den betreffenden Darstellungen nicht formuliert werd^ 
und mit dem Wesen der Aufgabe gar nichts zu tun haben Es liegt daher 
der Verdacht nahe, daß die Lösung des ,^allgemeinen** Problems bei nicht 
zu engen Voraussetzungen gar nicht eindeutig ist. Und so ist es in der 
TatI Dazu genügt es, Lösungen der homogenen Wärmeleitungsgleichung 
anzugeben, deren Randwerte (seien es bei einem Randwertproblem 
erster Art die Randwerte der Funktion, bei einem solchen zweiter Art 
diejenigen der Ableitung usw.) verschwinden, denn eine solche Lösung 
kann man, noch mit einer b^ebigen Konstanten multipliziert, zu der 
in § 2—4 bereits gefundenen Lösung (der homogenen oder inhomogenen 
Gleichung) addieren, ohne die Randwerte zu ändern. Die Beispiele, 
die wir angeben werden, sind die oben zur Darstellung der Lösung be¬ 
nutzten Funktionen usw., die man auch als Greensche Funk¬ 

tionen des betreffenden Problems bezeichnen kann, bzw. aus ihnen 
abgeleitete Funktionen. Wir wollen jede Lösung mit den Randwerten 0 
eine singuläre Lösung nennen Auf sölche werden wir ganz naturgemäß 
geführt, wenn wir noch einmal an die oben benutzte Methode der ß- 
Transformation anknüpfen, und zwar an die dort gemachte VorauS’^ 
Setzung Vy Diese besagt z. B. im Falle des Randwertproblems erster Art, 
daß am linken Rand x = 0 


also 


ß{ lim C7}= lim ß{l7}, 

;p^4.0 *->- + 0 


(1) Ö{^oW} = «o(s)=«(0.s) 

ist. Am rechten Ende tvoUen wir zur Vereinfachung Ai{<) = 0, «,(s) = 0 
voraussetzen. Die Gleichimg (f) besagt, daß die Ö-Transformation auf 
der Schar von L-Funktionen U{x,t) an der „Stelle" U(0,t)=AQ{t) 
stetig sein soU. Nun haben wir schon in 3.8 bemerkt, daß die ö- 
Transformation die Eigenschaft der Stetigkeit im allgemeinen nicht hat. 
Ist sie auf U {x, t) unstetig, so liegt im /-Bereich eine neue Randfunktion 
a (s) + ö {Ao} vor, so daß hier die Lösung lautet: «(*, s) = a (s) «0 (*. «) • 
Ist ü (x, s) eine /-Funktion, so gibt diese Veranlassung zu einer anderen 
Lösung Ü{x, t) im L-Bereich, also zu einer Mehrdeutigkeit der Lösung. 
Wäre nun u{s) eine /-Funktion mit' der L-Funktion Aif), so wäre 
Ü{x,{) = A{t)*U^{x,t), und diese Funktion hat nach Satz 1 [20.2] 
den Randwert A (/) und nicht A^{t). Es bleibt aber noch die Möglichkeit, 
daß zwar «(ir, s) = a(s) «o(*, «) eine /-Funktion ist, a(s) aber _nicht. 
Wählen wir z. B. a(s) = 1, so ist das keine /-Funktion, wohl aber ü{x, s) 
= «o(*i s). Zu dieser /-Funktion gehört die L-Funktion 

ü{x.t) = U,{x.t), 



' ■ ' I 

30 - (paraiboliscliier l^p). 



#g^,i^.jUjn tatsitebHcli^ «nte der homogenen Wänneleitii^s^i 

M dar die Randwerte im L- und />Bereich einander nk^ 
Va{x,{) genügt nämlich nach Roimel 20.2 (8) der Diffc' 
re^j^^etchnng tind bat ttacb dem Lemma in 20.2.1 an allen Begrenzungen 
des Halb^seifena die Randwerte 0. (Es ist also eine „singuläre Lösung".) 
Dagegen hat die zugehörige {-Funktion den linken Randwert 1 und nicht 
S{0} = 0. 

Wählt man 0 ($)&:?$**, so ist das wieder keine {-Funktion, dagegen 
ist <♦(*, s) =s^Uq[x,s) eine solche, und zwar gehört zu ihr 




was' nach Gesetz III, sofort daraus folgt, daß nach dem Lemma in 


20.2.1 die Ableitungen _ - j[* . -jp und D# für {-► 0 gegen 0 streben. 

Auch alle Ableitungen von Ug nach t sind singuläre Lösungen. 

Einen anderen Typus von sin gulären Lösungen erhält man durch 
a(s) = «“‘•*(<,>0). Dies führt nach Gesetz ü' auf 



0 

Uq{x, t —{j) 


für 0<{^{o 
für t>tg. 


(Die Fuhktionswerte Ug{x, {) sind um tg nach oben vraschoben, in dem 
leeren Rechteck wird V durch 0 definiert.) Man verifiziert sofort, daB 
diese Funktion eine singuläre Lösung ist, daß sie insonderheit auch 
auf der Strecke { = {0 die Differentialgleichung erfüllt. 

Ln Fall des dnseitig unendlich langen Leiters spielt die Funktion 
■y»(*, {) imd die nach obigen Beispielen aus ihr abgeleiteten Funktionen 
dieselbe Rdle. 

Die hier angegebenen singulären Lösungen gehören zur Randwert- 
au^be erster Art. Mah kann aber nach demselben Schema auch 
singuläre Lösungen für die anderen Randwertprobleme finden. So ist 

( X i \ 

aus 20.3 eine Lösung, die für 0 in Q<x<l 
g^fen 0 strebt, während ihre Ableitung nach x für X'-^^O und 
bei / >0 gegen 0 geht; und die Funktion aus 20.4 hat 

links und unten, ihre Ableitung nach x rechts den Randwert 0. 

Auf die angegebenen singulären Lösungen und damit auf die un¬ 
endliche Vieldeutigkeit der Lösung sind wir dadurch gekommen, 
wir Loswgen konstruierten, die die Voraussetzung verletzten. Es 
gibt nun einen weiteren von singulären Lösungen, bei dem die 
VoraussOzung nicht erfüllt ist. Wir betrachten, w^ / die Länge 

desWänneleiters ist, zunächst die zu dem Intervall {m=: posi¬ 

tive ganze Zahl) gehöre Greensche Funktion 17^, die wir mit Uf{Xg t) 
bezeichnen wollen. Diese Funktiou setzen wir nun in der z-Richtung 


§ S. Die Ein- oder Vi61dentiii»ll der Xdsniigi ^5 

analytisch fort und n^men die entst^csade Ftinktion C/'*'(ir, ü}, Der 
ejqJhdten Darstellung 20.2 (6) sieht man an, daß U* so definiOTt ist: 





für 

omxm— , 

m 


für 



für 



Auf Grund der in 20.2.1 bewiesenen Eigenschaften von Uf sieht luan 
leicht, daß U* in dem Streifen 0<x<l, t>0, insbesondere auch auf 
j , I . du* SU* . . 

den Geraden mitsamt-^,stetig ist tmd die homc^ene 

Wäimdeitungsgleichung erfüllt, daß ferner U* bei normaler Annäherung 
an die Känder gegen 0 strebt, also eine singuläre Lösung darstellt. (Für 
m — 2 ist, wie man nachrechnet, U* nur eine Linearkombination be¬ 
reits bekannter singulärer Lösungen, nämlich gleich (*; t) —ü|, (1—*, i), 
für OT > 2 aber nicht.) Wir betrachten nun z. B. für m = J die zugehörige 
/-Funktion «*(*, s), die aus mJ(z, s), d. i. die /-Funktion zu Uf, die 

zunächst in O^z^y definiert ist, so entsteht: 




(*.s) 

für 

0<*<y 

u*{x,s) = 

—uf 


) für 

f » f 



«-2f; 

1 für 

2y <*</. 


für a:-^-|-0, it^(x,s)-*-0 für *-*-y, 

so strebt u*(x,s) für *-*- 2 y —0 gegen—1, für 2 y -|-0 gegen 0 , 

ist also an der Stelle z = 2 y nicht einmal stetig, geschweige denn diffe¬ 
renzierbar. Von einer Erfüllung der Voraussetzung Vi kann also kerne 
Rede sein. — Auf analoge Art kaim man aus den anderen obengenannten 
Funktionen U singuläre Lösungen dieses Typs gewinnen. 

Wie vorauszusehen, zeigen die singulären Lösungen in der Nähe 
der Ecken (* = 0, / = 0), {x = l, < = 0) des Halbstreifens ein besonders 
kompliziertes Verhalten. Sie sind dort nicht zweidimensional stetig, 
haben, wenn man auf Kurven in den Eckpunkt einrückt, ganz ver¬ 
schiedene Grenzwerte oder auch gar keinen Grenzwert und sind beliebig 
großer und beliebig kleiner Werte fähig. Denn z. B. (/^{x, t) verhält 
sich in der Umgebung von (x = 0, / = 0) offenbar wie das dem Summa- 
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21. Kap.: Die-Telegraphengleichuiig (hyperbolischer T 3 ^). 


tionsindex 0 in der Entwicklung 20.2 {7) entsprechende Glied, also w4ö' 


und dieser Funktion sieht man das gekennzeichnete Verhalten unmittelbar 
an.. Denn etwa längs der Kurve 


1 ” 

also gegen oo, längs = const wie -y e 


X 1 -L 

= const verhält sich wie y, strebt 
^ 1 


^, strebt also gegen 0. 


Man wird geneigt sein, den singulären Lösungen eine physikalische 
Bedeutung abzusprechen. Gleichwohl läßt sich mit ihnen ein guter 
Sinn verbinden. Legt man an das rechte Ende des Leiters die konstante 
Temperatur 0 an, während das linke eine kurze Zeitspanne ^^^uig auf 
der positiven Temperatur A (Q, von da an auf der Temperatur 0 gehalten 
wird, so lautet die klassische Lösung 20.2 (5): 
b 

U(x,t)^ Ja (t) /—r) dr für 

0 ^ 

= Uo (*, * —d <o) / ^ W 

0 

(0 ^ 1) nach dem 1. Mittelwertsatz. Lassen wir nun die Zeitspanne 

immer kleiner, die angelegte Temperatur A aber imm er größer werden, 

derart, daß die gesahnte aufgewendete Wärmemenge jA{t)dr dieselbe, 

0 

sagen wir gldch 1, bleibt, so strebt der Temperaturzustand ü (x, t) der 
Grenze U,t(x, t) zu. Diese Funktion gibt also die Temperaturvert^ung 
an, wenn dem Ende * = 0 eines Stabes von der Anfangstemperatur 0 
die Wärmemenge 1 in verschwindend kurzer Zeit (was unendlich hohe 
Temperatur bedingt) mitgetdlt wird. Wir können eine solche Erschei¬ 
nung physikalisch als „Wämeexplosion" deuten. Analoge Deutungen 
ergeben sich für die anderen singulären Lösungen •**. 


21 . Kapitel. 

Die Telegraphengleichung und die Wellengleichung 
(hyperbolischer Typ). 

§ 1. Die Problemstellung. 

Eine elektrische Freileitung* habe die Kapazität K, die Induktivi¬ 
tät L, den Ohmschen Widerstand R, die Ableitung (Leitwert der Iso¬ 
lation) I pro Längeneinheit. (Diese Größen werden als unabhängig 

* Wir sprechen von Freileitung, damit sämtliche physikalische Konstanten in 
Erscheinung treten. Bei Kabeln kann man die Indnl^vität gleich 0 seteen. Die 
Telegraphengleichting reduziert sich in diesem Fall auf eine parabolische Gleichung, 
es ist dann nämlich in der unten folgenden Gleichung ( 3 ) der Koeffizient .4=0. 
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von Ort und Zeit, d. h. als konstant angesehen,) Bie Ortskoordinate 
der Leitung bezeichnen wir mit x, die Leitung reiche von ä: = 0 bis 
x=^l; ^ sei die Zeit. Die Stromstärke i{x, und die Spannung p {x, i) 
genügen gemäß den Gesetzen von Ohm und Faraday dem System von 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung: 

0) -If-s' + i-lr 

(2) = + 

Differenziert man die erste Gleichung nach x und setzt yj- aus der 

zweiten ein, so erhält man eine Differentialgleichung zweiter Ordnung für p, 

dp 

Differenziert man die zweite Gleichung nach x und setzt aus der 


ersten ein, so ergibt sich genau dieselbe Gleichung für i. Benutzt man 
für p und % gemeinsam den Buchstaben C 7 , so lautet die Gleichung: 


( 3 ) 


a* u 

dx *' 


a»c; 
a<*' 


■B^-CU r=0. 


wobei wir zur Abkürzung 

( 4 ) LK^A, RK + LI^B, RI^C 

gesetzt haben. Da L und K positiv, also A ^0 ist, so ist die Gleichung 
im allgemeinen vom h3^erbolischen, nur in dem Spezialfall A =0 vom 
parabolischen Typ, (Letzteres tritt bei längeren Leitmigen oder Kabeln, 
in denen if + 0 ist, nur dann ein, wenn die Induktivität vernachlässigt, 
d. h. i = 0 gesetzt werden kann.) Wir setzen hier .4 > 0 voraus, weil 
der Fall ^ = 0 im wesentlichen im 20. Kapitel erledigt worden ist. 
Gleichung (3) heißt die Telegraphengleiclvungi sie enthält für ß = C = 0 
die sog. Schwingungs- oder WeUengleichmg als Spezialfall, 

Die Anfangsbedingungen: Zur Zeit ^ = 0 ist die Stromstärke i und 

die Spannung p gegeben. Man kann dann 

mittels der Gleichungen (1), (2) ausrechnen, verfüg also, gleichgültig 
ob U die Stromstärke oder die Spannung bezeichnet, über 

( 5 ) ]imU(x,t) ^ Uq{x) und lim-^ = t/i(^) (0<5f</). 

<->0 

Die Randbedingungen: ln x=^0 und x^l sei der Wert von U(x, t) 
für ^>0 gegeben: 

(6) lim U[x,t)^A^[t), lim U{x,t)^A^{t) (/>0). 

Ä-v + O x-^l — d 

Die transfonnierte Gleichxmg 19 - 3 ( 4 ) lautet hier: 

(7) (^s* + Bs + C)m = —(24s + £) Uo(x) — A Ui(x), 

vorgeschrieben sind für sie die Randbedingungen 

(8) «(0,s) = ao(s), «(Z,s) = ai(s). 



2i. Kap.: IHe Tetegropheagtektbwg (byperboUachor Typ). 



Wir «rbalten also wieder eine Gleichung der Gestalt 20.1 (8), und »war 
ist 

A = -(4s* + Bs + C). 

Da wie in 20.2.i die Eigenwerte ^ gleich —fr~ (« = 0.1, 2,...) sind, 

so ist wegen > 0 fOr hinreichend große Sts der Parameter X von allen 
Eigenwerten verschieden. Das homogene Problem hat also nur die 
triviale Lösung i*(x,s) sO, das inhomogene genau eine Lösung. Man 
kann die allgemeine Lösimg wieder wie im 20. Kapitel durch Super¬ 
position der beiden speziellen Lösungen, die den Aimahmen Do(z) ^ 0, 
Ü'i(*)s0 bzw. 4o(t)sO, .4i(<)s0 entsprechen, gewinnen. 


§ 2. Die anfänglich ström- und spannungslose Leitung 
bei gegebener Randerregung***. 

Ist zur Zeit ^ 0 der Strcnn i und die Spannung p gleich 0, befindet 

sich die Leitung also anfänglich im Ruhezustand, so folgt aus 21.1 ( 1 ) und 

( 2 ), daß auch und für f = 0 verschwinden. Wir haben also 


Do(z)=0, üiW^O 

zu setzen, rmd die Gleichung 21.1 (7) ist homogen: 

(1) -^-(4s*-FEs + C)« = 0. 

Bei den Randbedingungen können wir uns auf den Fall .do(^)^0, 
Ai{t) sO besduränken, da die Lösung für Af(t) =0, aus der 

für den vorigen Fall durch den Ersatz von x durch l—x hervorgeht 
und der allgemeine Fall .4o(<) + 0, ;4i(f)^0 die Superposition der 
beiden Spezialfälle darsteUt. — Es ist also in der Folge 

(2) ao{«)*HO, « 1 ( 5 ) sO. 

Setzen wir zur Abkürzung 

As* +Bs + C = Q(s), 

so lautet die Lösimg von (1) unter der Randbedingung (2) (vgl. 20.2.1): 

«('-•*) vö_,-(<-»)yö 

( 3 ) «(*,s)=«o{s)--= «d(s)«o (*.«)• 


Dabei verstehen wir unter YQ den Hauptzweig, der für redles positives 
Q sdbst positiv ist. Zur Berechnung der dem «q(z, s) entsprechenden 
L-Funktion Uq{x, t) entwickeln wir Mq in eine Reihe: 


«0 {*' s) 

oder 

(4) 




1 6 -(*'-*) 


» — 0 


00 00 

«0 (*,«)= 2: «-<*"«'+*) 1^- 2: e-l*»*»-*>»^. 

fh — O Hl —1 


§2. Die anfänglich ström- und spannungslose Lmtung« ^69 

Für hinreichend große positive s ist positiv, mithin 

und folglich die Konvergenz gesichert. Der Behandlung des allgmeinen 

Falles schicken wir zwei Speziälfälle voraus. 


1. Die verlustfreie Leitung (Reine Wellengleichung). 

Wir betrachten zunächst den Fall, daß B »= C =» 0 ist, d. h. daß cs 
sich um die reine Schwingungsgleichung 

0*17 . 0*c/ 


(5) 






(4>0), 


wie sie z. B. den Schwingungen einer Saite zugrunde liegt, handelt. 
Nach 21.1 (4) ist dann 

RK LjT Q,. RZ^O, 

folglich entweder R»0, I+O, woraus £ = 0 folgt; 

oder /=5 0, R+0, woraus K = 0 folgt; 

oder J = 0, R —0, dann sind £ und K beliebig. 


Da =£2f+0 sein soll, so sind die beiden ersten Möglichkeiten aus¬ 
zuschließen. Elektrotechnisch liegt also der Fall vor, daß Ableitung und 
Widerstand zu vernachlässigen sind, d. h. daß die Leitung verlnstfrei ist. 

Es ist jetzt yGis(i/3 >o), das einzelne Glied in 

hat also die Gestalt e~ “*. Ihm entspricht keine L-F-unktion (siehe S. 143), 
wohl aber dem Produkt Oj (s) nämlich nach Gesetz 1, die Funktion**® 
10 für 

jAo(i—«) für t>«. 

Definieren wir die Funktion Ao(<), die bisher nur für < > 0 definiert war, 
für gleich 0, so können wir kürzer sagen, daß zu ao(s) die 
£-Funktion gehört. Setzen wir (4) in (3) ein und transfor¬ 

mieren gliedweise, so erhalten wir: 

(6) D(*.<)= jAo(f-(2«i/ + *)l/Ä)- £ Ao(<-(2na/-z) yÄ) 

«lg M 1 

[Ao(t)'= 0 für TSO]. 


Für ein festes Wertepaar (*, <) stehen in Wahrheit nur die endlich 
vielen Glieder da, deren Argumenie >0 sind*: 

t—(2%/-t-z) j/Ä >0, <—(2n,f—z)’)/3>0. 


d. h. 


«1 < 


< — xj/a 


ftj < 


2lfÄ 


Bei festem x sind mit wachsendem t inuner mehr Glieder zu berück¬ 
sichtigen. 

Wir sehen nun gemäß dem Fortsetzungsprinzip ganz davon ab, 
w ann der Übergang von (3) zu ((^ oder umgekehrt gliedweise ausgeführt 

* Eine Reihe ähnlicher Art ist uns schon einmal in 9.2 begegnet. 
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werden darf, setzen auch gar nicht als Z-Funktion voraus, sondtlita 
zeigen, unter welchen Bedingungen die Funktion (6) eine Lösung unserjjs 
Problems ist. Zuvor aber wollen wir (6) noch physikalisch deuten, Di^se 
Funktion stellt eine nach Art einer fortschreitenden Welle vor sich 
gehende Fortpflanzung der Randerregung Aj ins Innere des Leiters 

mit der Geschwindigkeit c=:-~ unter fortwährender Reflexion an 

yA 

den Enden dar, wobei jedesmal das Vorzeichen der Welle umgekehrt 
wird. Man'sieht das am einfachsten dadurch ein, man einmal den 
Weg eines bestimntien Randwertes dg(^g) verfolgt. Er tritt in allen „Welt¬ 
punkten“ {x, i), für die 

I f—(2 «1 / -j- *) ]/Ä = ^g ist, mit positivem Vorzeichen, 

<—(2 «j 1 — *) "j/Ä = <g ist, mit negativem Vorzeichen 
Ihese Gleichungen stellen Gerade dar mit dem 
Steigungs m aB j/Ä bzw. — [es sind das übrigens 
die sog. Charakteristiken der partiellen Differential- 
21 ^ gleichung (5)], die den Rand * = 0 in den Ab- 

^ ständen f = 2 n/)/Ä, den Rand * = / in < = 

I < 0 +( 2 ni-t-l)iyÄ bzw. < = ^-t-( 2 »,— 1 ) ij/Äi 

Fig. 1 «. schneiden.' Die für uns allein in Frage kommenden. 

in dem Streifen O^x^l liegenden Stücke schließen 
sich zu einer aufwärtssteigenden Zidczacklinie zusammen, die den „Welt¬ 
weg“ der Randeiregung Ag(4) 'darsteUt* (Fig. 14). An einer festen 
Stelle X erscheint also diese Randerregung immer wieder, tmd zwar mit 
abwechselndem Vorzeichen. Die Geschwindigkeit, 
mit der sie fortschreitet, ist konstant, und zwar 

d X ' 1 

-jj- = = c. — Richten wir n^r Augenmerk 

auf eine feste Steile x zu einer bestimmten Zeit so 
superponieren sich dort alle Randerregungen, die 
von den durch {x, t) gehenden beiden Zickzackliiuen 
a, 6 (Fig* 15) herangetragen werden; die auf Stücken 
von a herangewahderten mit positivem Vorzeichen 
(sie sind eine gerade Anzahl von Malen reflektiert 
worden), die airf b ankonunenden (ungeradzahlig^ oft 
reflektierten) mit negativem Vorzeichen. Es sind 
das diejenigen Randerregungen, die 2 Jeit gehabt haben, sich direkt 

oder durch Reflexion mit der Geschwindigkeit c = bis zur Stelle 

yA , 

X fortzupflanzen, und gerade im Moment t dort eintreffen. Je größer i 
ist, um so mehr Randerregungen süperponieren sich, im Einklang damit, 
daß dann in ( 6 ) die Aiizahl^der wirklich vorhandenen Glieder steigt* 
• Es sind das die Weltpunkte (x, t), die mit (0, /,), wie man sagt, in Welle sind. 



FIg.iS. 


§2« Pie an^glich strom^ imd Xfeltung« 







Bemerkenswerterweise findet eine Dämpfung ebensowenig statt 
eine Diffusion, d. h. eine Randerregung zerstreut dch nicht über die 
Leitung, sondern macht sich geballt nur immer dann bemerkbar, wenn 
die Welle sie über den betreffenden Punkt hinwegträgt. 

Der partidleH Differentialgleichmg (5) genügt die Funktion (6) nur 
dann, wenn A^(t) zweimal differenzierbar ist. Ist an einer Stelle 
nicht zweimal differenzierbar, so wird (6) längs der ganzen von da aus¬ 
strahlenden Zickzacklinie die Differentialgleichung (5) nicht im strengen 
Sinn erfüllen (Irregularitäten auf dem Rand pflanzen 
sich also längs der Charakteristiken ins Innere fort). — 

Die Anfangsbedingungen U^{x) s Ux{x) sO sind immer 

erfüllt, denn solange f < x ]/ü ist, enthält die Summe (6) 

0 U 

Überhaupt kein Glied, U und damit ist also dort 0 

und folglich auch der Grenzwert für ^->* 0. — Bei den 
Randbedingungen beschränken wir uns auf Betrachtung 
des linken Randes x = 0, da für x = l gaxiz Analoges 
gilt. Läßt man in Fig. 15 den Punkt (z, t) gegen den 
linken Rand (senkrecht) wandern, so sieht man, daß die Randstellen, 
von denen die superponierten Erregungen herrühren, abgesehen von 
der dem Summationsindex «1 = 0 entsprechenden, paar¬ 
weise zusammenrücken (Fig. 16). Da sie jeweils mit ent¬ 
gegengesetztem Vorzeichen zu nehmen sind, so werden 
sie sich beim Grenzübergang aufheben, wenn die Funk¬ 
tion .4o(0 stetig ist. Es bleibt also nur^loW übrig. Eine 
Ausnahme tritt nur dann ein, wenn t ein Multiplum 
von 2 1 ]/A ist, d. h. wenn (0, Q auf dem von (0, 0) aus¬ 
strahlenden Zickzackwege liegt (Fig. 17). In diesem Fall 
kommt am Ende der Zickzackwege kein Paar zustande, 
da b wohl noch positive, a aber schon negative t trifft. Ist auch 
in / = 0 noch stetig, so strebt daher U (z, ^) in diesem Fall für 0 
gegen .4o(^)—-4o(0), Dieses tmerwünschte Auftreten von 
—^o(ü) läßt sich nun aber durch eine Modifikation des 
Sinnes der Randbedingung eliminieren, wodurch zugleich 
erhellt, daß der Grenzübergang bei einer Randbedingung 
je nach Art des vorliegenden Problems einmal so, ein¬ 
mal anders verstanden werden muß. Wandert nämlich 
der Punkt (z, 0 nicht auf einer Normalen zum Rand, 
sondern längs eines Strahles innerhalb des in Fig. 18 
gekennzeichneten Sektors <r, so endigen beide von (x, f) 
ausgehenden Zickzackwege a, 6 bei negativen es kommt 
also das in der Nähe von t = 0 endigende Stück von b geradesowenig 
in Frage wie vorher das von a. Diese Art von Grenzübergang, bei der 
sich wirklich i4o(0 als Randwert ergibt, drängt sich daher‘hier als die 

24 * 
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sadigemäße äuf, und sie hat ihren guten phs^sikalischen Sinn: Längs 


eines Strahles in u ist 


dt 


1/3 


= c, d. h, der das Erfülltsein der Rand¬ 


bedingung feststellende Beobacht^: bewegt sich mit geringerer. Ge¬ 
schwindigkeit als die Wehe. Bewegt er sidi dagegen mit größerer Ge¬ 
schwindigkeit (längs der Normalen ist seiae Cieschwindigkeit sogar 
unendlich), so fängt er den Stoß —XoW gerade noch ein. 


2. Die verzerrungsfreie Leitung. 

Der vorige Fall ließ sich deshalb so einfach erledigen, weil Q das 
Quadrat einer linearen Funktion von s war. Allgemein trifft das dann 
und nur dann zu, wenn die Diskriminante von Q: 

D = ÄC-{^)' 

verschwindet. Das bedeutet für die Leitung^onstanten: 

LKRI—^{RK + LI)^=^—j{RK~LI)‘^0, 

also 

RK^LI. 

Eine solche Leitung heißt verzerrungsfrei*. Wegen 

(7) g = ^s«+B5 + C^x[(^® + T)* + (^C-(4)*)] 

ist im Falle D = 0: 

so daß (3) und (4) ergeben: 

»^-0 

1 

* Bei ihr fehlt nämlich die, wie wir sehen werden, im allgemeinen Fall auf* 
tretende, besonders in der Telegraphie und Telephonie sehr störende und eine 
Verzerrung der Signale bewirkende Diffusion. Es ist das Verdienst von O. Hsa* 
visiDE, als erster erkannt zu haben, daß die Übertragung nicht dadurch verbessert 
wird, daß man gewisse Konstanten, z. B. die Selbstinduktion, zu 0 macht, sondern 
daß man alle in ein bestimmtes Verhältnis setzt. Diese damals nicht anerkannte 
Forderung wurde dann ^äter durch Püpin vennittds der nach ihm benannten 

J? I 

Spule verwirklicht. — In der Praxis ist die Größe bei Starkstrom- und 

dickeren Femsprechkabdn bis herab zu 1,2 mm Durchmesser etwa 0,0014 bis 0,06. 



1 2- wftnglich «itTom- wd ^attanagdose Lätnag. 
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Dis gliedweise Übersetztuog in den iü,-Bereich ergibt wie in der vorigen 
Nnnaner: 


( 8 ) 


^ _ A 


1*1-0 
00 


B 




- iK) l/-4) 

**,«1 

mit 4 q(t) =5= 0 für t^O. 


(8) bedeutet wie (6), daß jede Randeiregung A^{tj mit der Geschwindig- 
j£ßit -4s- sich fortpflanzt und inanier wieder unter Umkehrung des 

VorzeiAens an den Enden refldrtiert wird; nur wird äe jetzt ge^lmpft 
(für B >0), mit wachsender Reflexionszahl wird die Dämpfung immCT 
pößer. Verfolgen wir einen Randwert längs mes Zictockweges in 
Fig 14, d. h. lassen wir bei wachsendem i das z in dem Glied mit «1 = 0 
vim 0 bis i wachsen, dann in dem Glied mit », = 1 von 1 bis 0 abnehm^ 

dann in dem Glied mit % = ! wieder von Obis 1 wachsen usw., sosteigt 

das logarithmische Dekrement der Dämpfung stetig von 0 auf I. 

dann VOR di«m Wert .01 

der DiflmentüOgteichuiig imd der SandbedingmgeB g» dasselbe me 
unter Nr. 1. 

3, Der allgemeine Fall. 

Es kommt darauf an, zu dem allgemeinen GHed Reihe (4). ^ 
die Gestalt «-»ö hat. die JL-Funktion zu finden. Zu diesem Zweck 
gehen wir aus von der Formel**^ 

T r lu ri- iWr = («SO. a>0,k b^ebig) 

b,;. von des an, ita dmcb I>ifle».tia«o» nach . en^iento 

c/;w—AWl; 

,-.x t-e— — 

wo J. die S. i'zs definierte Besselscbe F^on bt. Setzen wir bierin 


ha e 


■f 


so erhalten 'wir : 

B 

“* *y3 g~cc)/2». 


-yf /- 
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- vörf 

Diese Fonnel besagt: zerfällt in einen ersten Sammanderi, 

die Gestalt der in Nr. 2 vorkominenden Funktion hat und keine i-Fmikr, 
tion ist, und in einen zweiten Summanden, der die ^Funktion zu folgender 
X-Funktion ist*: 

. für Q<t<cf.}/Ä 

-Ä. 


(9) 






Sil 


für 


Benutzen wir diese Darstellung von ju ( 4 ) uiyj ( 5 ) und transfor¬ 
mieren gliedweise, so müssen wir jeweils bei dem ersten Summanden 
wie unter Nr. 1 das Gesetz 1'^, bei dem zweiten den Faltungssatz an¬ 
wenden und erhalten : 

~ B 

(40) C7(*,<)=2' 


e 

1*4» 0 
00 




.<4o(f—(2y^i) 


i 


t 

J J- ^ yx»-^(2«xl + ;r)» 

I/t*— i4 {2ntl--x)^ 




dt 


dt, 


wobei in den Summen nur die Glieder wirklich Vorkommen, in denen 
t> {2nil + x)]/a bzw. t>{2n^l—x)YA ist. Es ergibt sich also 
zunächst derselbe gedämpfte reine Fortpflanznngs- und Reflexions¬ 
vorgang wie bei der verzerrungsfreien Leitung; diesem überlagert sich 
aber eine durch die Integrale dargestellte „Verzerrung*', an der sämtliche 
Randerregungen, die bis zu der fraglichen Zeit sich an der betreffenden 
Stelle bemerkbar machen konnten, beteiligt sind. Ln allgemeinen Fall 
liegt m i thin sowcdil wellenartige Fortpflanzimg als Diffusion vor. — Man 
kann auch hier zeigen, daß (10) tatsächlich die Differentialgleichung 

•l8ti)s=o, soistFsO; das ist der Fall von Nr. 2. Ist i? < 0, was z. B. 
vorkommt, wenn die Ableitung zu vernachlässigen ist (1 = 0. also C =» 0). so ist 
das Argument von rein imaginär. Nun ist aber 

- 


also ■/D/i(»ir) wieder reell. 


^ m!(m+l)r 

fflMiO 
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und die Handbedingungen befriedigt, wenn X 0 (f) zweimal differengier- 
bar ist, doch ist der Beweis ziemlich umständlich und sei daher hier 
unterdrückt. 

Es läßt sich übrigens nachweisen, daß es auch bei der Telegraphen¬ 
gleichung ebenso wie bei der Wänneleitungsgleichung nicht idenfisch 
verschwindende Lösungen gibt, für die alle Rand- und Anfangswerte 
,^ 0 , Al, U^, Ul verschwinden (singuläre Lösungen), so daß die allgemeine 
Lösung nicht eindeutig Das leistet, wie man leicht nachrechnet, 
z. B. die „Greensche Funktion" des Ausdrucks ( 10 ): 

G{x,t)^£V(t,2nil-{-x)-£V(t,2nil-x), 

ngmO «t — l 

BG BI^G 

wo V die durch ( 9 ) definierte Funktion ist; ferner auch -gj-, .... 

sowie 

G*(z.f) = 

genau wie bei der Wäimeleitungsgleichung. Ein Untersdiied gegen 
damals ist jedoch bemerkenswert: Die in 20.S mit D'o(z, f) bezeidmete 
fundamentale singuläre Lösung ist in der Umgebung des Eckpunktes 
X = 0, f = 0 beliebig großer und' kleiner Werte fähig, während G{x, t), 
das in der Nähe dieses Punktes mit .dem ersten Reihenglied V{p,x) 
identisch ist, unterhalb der Geraden f == * j/Ä verschwindet und ober¬ 
halb wegen des Faktors x in himreichender Nähe des Eckpunktes be¬ 
liebig wenig von 0 abweicht*. 


0 für f < <0 
G{x,i—t^) für 


(<o > 0), 


§ 3. Beliebige Anfangsbedingungen in einem Spezialfall. 

. Wir behandeln nun den Fall, daß die Randwerte A^ii) und Ai(t) ver¬ 
schwinden, daß aber beliebige Anfangswerte 170 (x) und Üj (x) vorgegeben 
sind. (Praktisch entspricht das dem Ausschwingen einer Leitung, die im 
Moment f =s 0 abgeschaltet wird.) Die Lösung hat sich in den Bahnen 
von 20.2.2 zu bewegen: der dortigen Differentialgleichung im /-Bereich 
entspricht jetzt die Gleichung 21.1 (7). so daß wir in der Lösung 20.2(9) 
s durch Q{s) und y(x) durch —(Äs-f-ß)ÜJ,(x)— AUi{x) zu ersetzen 
haben. Das ergibt: 

s)=/y(*.f;ä) [(^ s ß) üolf)+ A C4(f)] dl 

0 

mt 

8in(<-f)y=^)sinxl/-g(^) 

^ *’ '* sin [l - x) V- Q (s) sin f Ö (^j 

y-0(s)sin/i/-ß(s) 


• imt ftij. Q ^011 Gienzwert so daß der andere Faktor beschrankt ist. 


1 
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Hierzu kann mau durch Reihenentlvicklungen in. der Art der von 12 
die entsprechenden X-^-Funktionen bestimmen. Statt diese. umfang- 
reidiea Rechnungen durchzuführen, wollen wir nur den ^ Spezialfall 
der verxerritngsfreien Leitung betrachten imd dabei annebm^, daß die 
Leitung sich nach beiden Seiten ins Unendliche erstreckt (— oo<x< oo). 
Dann können keine Reflexionen an den Enden zusi:ande konunen, und 
die Reihen reduzieren sich auf je ein Glied. 

Die transformierte Gleichung lautet, wenn wir zur Abkürzimg 
-{As + B)U,(x)-AU^(x) = r{x) 

setzen: 

(1) = >'(*); 


ihre allgemeine Lösung läßt sich, wenn r(x) stetig ist, so darstellen: 
«(*, s) = Cj + c, «“ *1^ 

_ X _ _ * 

* f I_ C i _ 


T _ 




aVöW 


e>y^r{S)di. 


Randbedingungen sind hiear nicht vorhanden, die Frage, in welchem 
Umfang solche gestellt werden können, ist nicht geklärt (vgl. 20.2.3)* 
Bei physikalischen Betrachtungen wird immer angenommen, daß U (x, t) 
ftb: *-*- ± oo g^en 0 streben müsse. Machen wir uns diese Forderung 
zu eigen und übertragen sie auch in den l-Bereich, so muß für x-*-oo 
der Faktor von uüd für x-*-—oo der von e~*^ verschwinden. 
Das ergibt: 


«(x.s) = 


_£;m f 


'*>•■**• ‘'-imi 


aV^). 




aVäÖT),- 




oder, wenn wir f— x = bzw, x—f = substituieren: 

yA ^ yA 

0 

Für D = 0 ist Q{s)=-^ ^As +■§■)*• Setzen wir ferner für r(f) seinen 
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expliziten Ausdruck ein, so »gibt dch: 

00 

As + B 


(4) 


«(*, s) 


2 ^* + 




u 

Den ersten Suinniaiiden k&men wir so schreiben ü 


+• 


*A 




” , _ ® , t \ 

Das erste Glied ist die 1 -Funktion zu j 


, das 


- ^ * 

ite ist das Produkt der I-Funktion zu - 3 ^ « und dfer ^Fuidc' 


zweite 


tion zu r ^' üi (* + . also nach dem Faltungssatz die 1-Funk- 

tion der Faltung 'dieser^biden Funktionen. Verfl^ 
übrigen Summanden analog, so erhält man zu (4) die I-Funktion 


ix 

dt 


^ " 0 

n ® 



m 
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* -17‘ 
*.1 


J u,(i)ds + yÄ J 

‘-12 


Ph^sch bedeutet dieser Ausdruck, daß jede Anfangserregung 
elf). t7i(f) sich mit der Geschwindigkeit ~ nach beiden Seiten fort- 

bS dargesteUte Rückstände 

»t zeithch gedämpft, gleichmäßig in x Ist B = 0 

^nTmhSr.? Zt ^ re JweJeiJeiiung 

vor. und man erhält die bekannte d’Alembertsche Lösung. 

22. Kapitel. 

Die Potentialgleichung (eUiptischer Typ). 

§ 1 . Lösbarkeitsbedingungen. 

( 1 ) 


0* ü 


0ar* ■■ äf* 

Gleichung von elliptischem Typ 
^ 5*^^j>“««l>iet endlich, so kann mi befcanntliS 
IMrichletsches Probl^) Randwertaufgabe oder 

fusMddi^Siäjr' ^ ™ »«aeiitlichen anck für das obige unendlich 
aSSf wenn n»n sich arf Lfenngen 

«ns«. Meansi. „...„gi.. i„. 

0) ■ taP(e,«|=ü.(,), |ta 42 ._o;w, 

80 entspricht der Gl^nng (,) die tansionniert. Gkichnng 

■J-J + *’«-ü.(*)s+tf,(«) 
nut den Randbedingungen 

(5) «(a, s) = «0 (s) = ß {A,}. «(/. s) = flj (s) = g {Aj}. 


<Py 

efi —0, 


I (, Lflsbar!^äWQbgaiiig«a. 



Es hat zunächst den Anschein, sds ob man nh^t nur die Randwerte vön 
V, sondern am unteren Rand tss t) auch noch die vonbrauchte, 

tmd als ob man sie sämtlich beliebig vorgeben könnte. Run spiden aber 
in diesem Fall zum erstenmal die Eigenwerte von (4) wirklich eine Rolle. 

(4) hat die Gestalt der Gleichung 20.1 (S), bezüglich der Randbedingungen 

(5) liegt dersdbe Spezialfall wie in 20.2.1 vor, die Eigenwerte lauten 

daher ^ — »*^, die Eigenfunktionen sin x = sinn-^* (n = 

1.2.. ..). Das inhomogene Froblem (4), ($), hei dem also nicht gld^- 
zdtig C7,(*)s + Ui(x) s 0 [d. h. Uo(x) s o, Ui(x) = 0], a, (s) = Ö, 

<*i(s) = 0 [d-b. i4o(<)sO, Ai(^sO] ist, hat also für s= ±»-y(«Ä 

1.2.. ..) im allgemeineh keine Lösung u{x, s) [siehe den in 20.1 ai%e- 
führten Satz]. Run muß aber doch U{x, s) als /-Funktion in einer HaE>- 
ebene existieren. Beschränken wir uns auf Lösungen U (x, /), die nicht 
nur die bidierigen Voraussetzungen unserer Methode, also insbesondere 
die Bedingungen Vi und von 19.3 erfüllen, sondern deren /-Funktionen 
«(*, s) auch noch speziell für 8is>0 existieren (Voraussetzung F,), 

so kaim es solche nur geben, wenn das Problem (4), (5) euch für $ = »-j- 

(m= 1,2,...) lösbar ist. Dann muß aber die Bedingungsgleichung 
20.1 (14), die im vorli^enden Fall die Gestalt 

i 

(6) /v(f)sin«yfdf-|-»j[(-l)*«(/)^«(0)]=0 

0 

hat, für n = 1,2,... erfüllt sein, d. h. es muß gelten*®*: 

/ I 

(7) ny/ üi(£)sin»y| df-f- /C4(£)sini»yf d( 

0 0 

+ » T *1 (”t) ~ ("t)! = 0 

für M = 1, 2 ,... oder explifsit 

I I 

»f /^>(f)sm«yf i£-|-/üi{f)8innyfd£ 

0 0 

+ Jr''“'[(-l)M^(/).-Ao(/)]d/-0. 

0 

Bei Lösungen 17(*,/), die die Voraussetzungen Vi, Fj, 1$ <jrfüllen, 
können also die Randwerte l/g, D,, dg, A, nicM belidrig vorgegeben werd®, 
sondern wenn beispielsweise C/g(z),Äg(/), Ai{/) gegeben sind, so sind 
dadurch die Fourierkoeffizienten 

I 



3^0 Kap.: Dio PotentialgMchnng (dliptlscher Tjrp). 

von Ui{x) hcäiBmty aus denen sich üi{x) in gewissen Fällen vennittels 
der Fourieftreihe* <» 

vollständig benschnen läßt. Ebenso kann man Ui,'Aa,Ai voigeben 
und U, berechnen, cder aus gegebenen U^, U^, A^ dw Ai berechnen**. 
(Wenn cs überhaupt eine X-Funktion Ai(i) gibt, deren i-Funkticm die 

vorgeschiiebenen Werte (»x) 

tiven Nullfunktionen, nur eine, denn zwei /-Funktionen, die in der 
äquidistanten Pnnktreihe »yübereinstiinmen, sind bis auf NuUfunktionen 
identisch.) Immerhin bleibt die Frage offen, wieweit die vierte Funktion 
durch die drei übrigen besümmt ist, wenn z. B. die Fouiierreihe für 
(#) nidit konv^ert (im gewöhnlichen Sinn oder im Sinn der Mittel- 

konveigenz),. oder wem sich für die (”t) ergeben, die nicht 

die Werte einer /-Funktion an den Stellen n y sein körnen. Bemerkens¬ 
wert bleibt aber, daß unsere Methode wie hier so auch in den anderen 
Fällen gam von sdbst die Randbedingungen, die ntan stellen kann und muß, 
in Erscheinung treten Idßt und so einen Beitrag liefert zu der sehr heiklen 
Frage, wann ein RardwertproUem „richtig gestellt'' ist, die für allgemei¬ 
nere Typen von Problemen noch lange nicht als erledigt gelten kann. 


(f) 


§ i. Lösung der ersten Randwertaufgabe für den Halbstreifen. 
Wie man aus 20 . 2.1 imd 20 . 2.2 unmittelbar entnehmen kann (der 
dortige Faktor —s in der transformierte Differentialgleichmg ist ein¬ 
fach durch -Hs*'zu ersetze), hat die Gleichung 22.1(4) für s>0 und 

s=t=»y (»= 1,2,.«.) die Lösung: 


i*(x,s) -/y(*,f;s)[^.(^)s+ C^r(f)]if+ «»«(*) 

mit 


( 2 ) 


Y{x,(;s) 


sin (/ ^ .») 5 sin f j 
s^ls 

sin (f f) 5 sin jy s 

5äin/5 


für O^l^z 
für x^S^l- 


f «i(s) 


sin JT 5 
sin / 5 


Ist die Bedingung 22.1 ( 7 ) erfüllt, so hat 22.1 ( 4 ) auch für s = n 
(n «= 1,2 ,...) eine LSsung, die übrigens aus (i) durch Grenzübergang 

• Man beachte, dafi im Intervall (0, Z) schon die Funktionen sin i» -p ßf allein 
(ohne die cos) ein vollständiges Orthogonalsystem bilden. 

Zur Berechnung von aus den eignet sich die Formel in 7,2. 


N 
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s n hervorgeht*. Wir brauchen sie also nicht eigens hinzuschreiben. 

Um die zugehörige L-Funktion zu gewinnen, schreiben wir y in Gestalt 

einer Partialbruchreihe bezüglich der Variablen s: 

4.00 . n . n f , 

+ sm n-7-Ar sm n 

(3) y(*.f:s)='-x —-^1 -für O^xsl, 

wobei der Akzent ^ Summenzeichen arxiantMi soll, daß das Glied.mit 
n = 0 fehlt **. Bei der als Faktor von U^{S) in (1) auftretendeh Funktion 

sy (*i ii s) fehlt in der Partialbruchentwicklnng der Kenner »y. Weiter¬ 
hin nehmen wir an, daß die Funktionen d!g(s) und <ii(5) in der ganzen 
Ebene esdstieren (das läuft darauf hinaus, daß A^lf) und für wach¬ 
sendes t stark abnehmen) und daß der zweite und dritte Summand in 
(i) durch Partialbrudientwicklungen darstdlbar siad: 

(c\ _ V' \i) ' i ± V' V * 

«inJs = ./ «\ ^ » 

d.-eo H—V *=■-08 S —»y 

* Man kann auch rungekel^t die Bedingung 22.1 ( 7 ) dadurch ableiten, daß 

n 

man verlangt, ( 1 ) habe auch für 5 »n -jp einen Sinn, d. h. für diesen Wert, für den 
der Nenner sin Z s ve^hwindet, verschiede auch der Zähler. 

** die NuUstellen « ^ (w » ± 1 , ± 2 ,...) von sin Z s zu einfachen 

Polen; n 0 liefert keinen Pol, weil für 5 n 0 Zähler und Nenner in y von gleicher 
Ordnung verschwinden. Bas Residuum von y in s ■» n -y ist gleich 


8in(Z — Af)»iy8in{»y 


smn-yAf smn-j-f 



7 t 7 t 

da die Ableitung von s sin Zs an der Stelle ^ mny gleich »-j-Z (—l)** ist (vgl. 

die Fußnote S. 140). Natürlich folgt hieraus noch nicht, daß die diese Pole und 
Residuen in Evidenz setzende Fartialbruchreihe wirklich y darstdlt. (3) läßt 
sich aber durch Residuenrechnung feststellen oder noch eleganter aus der Theorie 
der Integralgleichungen entnehmen, siehe D. Hxlbb&t, Grundzüge einer allgemeinen 
Theorie der linearen Integralgleichungen, S. 52 . Leipzig und Berlin 1912. Hier ist 
Z «s 1 ^ s » yi. y ist die lösende Funktion zum Kern 


A 3= I ^ ^ ^ f ^ ^ 


(1 —f)A? für 

der die Eigenwerte die normierten Eigenfnnktionen yisinu at hat, 


also bekanntlich in der Gestalt 2 


Ä«! 


srntiATsinnf 


darstellbar, was mit (3) äqui¬ 


valent ist, wenn man dort die Glieder mit +« und — n vereinigt. 
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«i(s) 


sin 5 
sinl s 


23. Kap.: Die Poteatialgleich«iig (elliptischer Typ). 

wobei die Summen eventuell im Sinne vonjto ^ JS^zu ndimen sind. 

Vertauscht man im ersten Summanden in (i) noch Summe und Integral, 
SO ergibt sich: ^ 

■^oo sinn-^jr ( /* « 

«{*.«) =T -5r| / df 

«sa— 00 5 -~fl , I ^ 


H^ J I7i{f)smnyidf—*) 

Wegen der Bedingungsgleichung 22.1 (7) verschwinden alle Glieder mit 
positivem«. Für negative« = -r (v = 1.2....) dagegen ist sin « y « = 


— binvy * und 




- j üi(f)sinr^|df + -^ j U,li)änvj 

- «0 (—V y) + (-1)* «1 t) 

oder, wenn wir den Wert des Integra^ über ,Ui(f) aus 22.1 (7) einsetzen: 

{...}= — 2 ^ t7o{f)sinj’yf df—(—l)’’«i(vy)+« o(’'t) 

—'*o(—’' t) "I" (“■•)’ 

Also ist endgültig: 


(4) «(*.«) =T 2-rp/ ^^o(f)sm«yf df 

+ [«0 (- »t) ~ (” t)] ~ 1)" [«1 (- ” t) - (” t)] j • 

Übersetzen wir diese /-Funktion gliedweise in den I-Bereich, so entsteht: 
(5) t7 (*,/) = än»y*|2 J üo(f)sin«y{ df 


33. Kap.: Gleichungen mit wiaUha Koeffiabaten. 

Explizit ist öö 

ao(-»»T)~'*o(«T,) ‘ 

0 

00 

== 2 y ilo(T) SinnyTdt, 

0 

also 

(6) C7(*,i) =y^e '‘"^‘sinnyxl j" C7o{f)sinny| if 

«-1 lo 

00 

+ J [ilo (t)—(— 1)** Al (t)] ©in « y t iT . 

0 , 

Für = 0, ili(0 =0 ist das ein klassisches Resultat***. Natürlich 
müßte jetzt analog zu den früheren Kapiteln untersucht werden, unter 
welchen Voraussetzungen über Uf,,Af,Ai die Funktion (6) wirklich 
eine Lösung darstellt. 


23 . Kapitel. 

Gleichungen mit variatilen Koeffizienten. 

Wie wir in 19.3 sahen,- ist unsere Methode auch auf Gleichungen 
anwendbar, deren Koeffizienten Funktionen derjenigen Variablen sind, 
die nicht transformiert werden. Prinzipiell ändert sich nichts gegenüber 
dem ob^ behandelten Fall konstanter Koeffizienten, nur ist die trans¬ 
formierte Gleichung komplizierter und nicht immer explizit lösbar, 
so daß man etwas tiefere Theorien heranziehen muß. 

Wir wollen das an folgendem Beispiel zeigen, das der Theorie der 
■ Wärmeleitung entstammt“®. Die Temperatur U einer Kugel vonl Radius 
R sei zentrisch synunetrisch verteilt, d. h. nur abhängig (außer von der 
25eit f) vom Abstand r vom Mittelpunkt. A (r) sei das Produkt aus spezi¬ 
fischer Wärme und Dichte, K(r) die Wärmeleitfähigkeit, <P(r, <) die 
pro Zeit- und Volumeinheit im Inneren durch radioaktive Umwandlung 
erzeugte Wärmemenge, a die „äußere X.eitfähigkeit" (Wärmeaustausch¬ 
koeffizient zwischen Kugel und umgebendem Mediim). Die Anfangs¬ 
temperatur der Kugel ^ U^ir), die Temperatur des umgebenden 
Mediums sei 0. Dann genügt U (r, f) der partiellen Differentialgleichung 

(1) ^^(r'K{r)^)-A{r)^^-0(r,t) 

unter den Bedingungen 

(2) Iimt7(r,0 = t7o(r), 

«-*■0 

(3) "^ = 0 fürf = 0 , 

* (4) + aU = 0 fürr = R. 
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J3, Kftp*s Glaiüliimgwi mit vaiüiblen Koeffiadwiten. 


IMe Anwoadiuig dor ß"Ti:ansfonaatioii 6i|^bt eine Funktion u (f, s) 
die der Differentialgleichung 

(5) -^(t*K{r)’^)~sr*Air)u^-r'A (r) Uo (r) -r*<p (r,s) 

mit 9 !(r, s) 5* S{<P(f, <)} genügt, wobei die Randbedingungen zu erfüllen 
sind: 

( 6 ) ^ 

( 7 ) für ri=Ä. 


Wir bemerke vorab, daü diese Randbedingungen homogen sind. Das 
durch (5). (d), (7) formulierte Problem fällt unter die Stuim-Liouville- 
schen Randwertprobleme, für die folgender allgemeiner Satz* gilt: 

Die gew^mliche Differentialgleichui^g 

w—? w) <*=v w 


sei im Intervall O^r^R unter homogenen Randbedingungen vorgelegt, 
^.^'jfundy seien stetig, ferner sei 

i>{r)> 0 , sir)>0. 

Für eine abzählbare, gegen + oo wandernde Folge von positiven Zahlen 
die Eigenwerte, hat die homogene Differentialgleichung [d. h. mit 
y (r) =0] je eine Lüsung u^{r), die nicht identisch verschwindet; die 
»•(r) heiüen die Eigenfunktionen unter den vorgegebenen Randbe¬ 
dingungen. Sie bilden ein vollständiges Orthogonals 3 ^tem, das normier^ 
gedacht werden kann; 


fc ’Zh. 

Fflir bat die Juhomogene Gleichung {y)(x)^0) im allgemeinen 

keine Lösung, Für jedes hat sie genau eine L^ung, die so ent¬ 
wickelt werden kann**: 

00 R 

« M ** (*) ““t = /y (*)«»(*) äX’ 


Auch jede andere zweimal stetig differenzierbare Funktion ist in Fou- 
rieraclw Weise in eine absolut und gleichmäßig konvergente Reihe nach 
den Eigenfunktionell «^(r) entwickelbax. 

Dieser Satz Ist auf unseren Fall anwendbar, weil K (r) imd A (r) 
aJa physikalische Größen positiv smd. Bei uns ist A =» — s. Betrachten 
wir die Funktion i*(f, s) in einer Halbebene mit positiver Abszisse, 

♦ R. CovKAKT n, Ö, Hmerx: Methoden der mathematischen 

Physik I, V. Kapitd. § i 4 , Nr. 1^3. 2 . Auflage. Berlin 1931, 

Statt dnrch die Eigenfbnktionen kann man u (r) auch vormitteis der Green- 
Bcnen Funktion des Problems darstellen, siehe Couranx-Hilbert, a. a, O. , 
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so kaxm/5 kdnen Eigenwett annehmeyi, wir erhalten also immer eine 
imd genau eine Lösung: 

«Tns)—J’-rft:“.« 

tt-1 

R 

c» ~—/ ** [-<4 (*) U^i») + (p {», s) ]«,(*) rf *. 

0 

also 

oo Ä 00 Ä 

( 8 ) u(r.s)^^^fx^A{x)Uo{x)u,{x)dx+^K(r)Jx^uM-^<p{x.s)dx. 

j» — 1 0 ff»! 0 

Durch gliedweise Übersetzung und Anwendung des Faltungssatzes 
fülirt das ^u: 

(9) (r, <) = ^ e- ^ ‘ (r) \ f x^A[x)Uf){x)u„{x)dx+fx*Un{x)dxf^"'‘0{x,r)dr\. 

»-1 lo 0 0 J 

^ Sind die Fimktionen C7o(r) und 0{r, t) zweimal nach r stetig differeuzier- 
bar, so zeigt die letzte Aussage des oben zitierten Satzes, daß (9) die 
Differentialgleichung und die Randbedingimgen befriedigt. — Natür¬ 
lich ist die Lösung solange rein formal, als man nicht die Eigenlösungen 
w^(r) explizit berechnen kann. 

Wie an den Beispielen im 20 .— 23 . Kapitel klar geworden ist, be¬ 
steht eine Hauptschwierigkeit bei unserer (wie überhaupt bei jeder) 
Methode darin, von der auf Grund einer größeren Anzahl von Voraus¬ 
setzungen erhaltenen Funktion nachzuweisen, daß sie wirklich eine 
Lösung ist, und unter welchen weitesten Bedingungen sie diese Eigen¬ 
schaft hat. Diese Aufgabe ist deshalb so schwierig, weil die Lösung in 
einem reichlich komplizierten Ausdruck besteht, nämlich durchweg 
durch „singuläre" Integrale dargestellt wird. Dagegen hat die zuge¬ 
hörige Lösung im /-Bereich als Lösung einer Differentialgleichung mit 
weniger Variablen stets einen unvergleichlich einfacheren Charakter. 

Es liegt also nahe, das Erfülltsein der Bedingungen durch die L-FunkUon 
direkt aus dem Charakter der IrFunktion zu erschließen, z. B. dadurch, 
daß man sich auf Fälle beschränkt, wo die I-Funktion vermittels der 
/-Funktion durch die komplexe Umkehrformel dargestellt werden kann, 
und dann zur Verifizierung der die Randbedingungen darstellenden 
limes-Beziehungen die Methoden der indirekten Abelschen Asymptotik 
(14. Kapitel) heranzieht. Für diesen vielversprechenden Weg liegen 
auch bereits Ansätze vor, die wir hier aber nicht weiter verfolgen 
können*®®. 


Doetsch, Laplaoe-Transformation. 


25 
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24< jEtap.: Die Bea^wigea znm Heaviside-Kalkal. 


24. Kapitel. 

Die Beziehungen zum Heaviside-Kalkül und zur 
sog* funktionentheoretischen Methode 


§ 1* Der Heaviside-Kalkül bei partiellen Differentialgleichungen. 

In 18.3 haben wir gesehen, daß man die Integration von gewöhnlichen 
Differentialgleichungen vermittels der Laplace-Transforniation in das 
Gewand einer symbolischen Methode kleiden kann (allerdings heut¬ 
zutage ganz übäüüssigerweise) und daß dort der konsequent durch¬ 
geführte Symbolismus zu richtigen Resultaten führt. Ganz anders Hegt 
nun der Fall bei parHeUen Differentialgleichungen. Hier benutzen die 
Techniker zwar auch die symbolische Methode genau so imbekümmert 
wie im vorigen Fall, die oft gegebenen Begründungen sind aber nicht 
stichhaltig. Der Symbolismus, der hier * übrigens noch weitere, viel 
gewagtere Deutungen von auftretenden Symbolen hinzufügen muß, 
kann, wie wir sehen werden, nicht allgemein legitimiert werden und führt 
manchmal zu offenkundig falschen Resultaten. Das erklärt sich daraus, 
daß die Stelle der bei gewöhnlichen Differentialgleichungen auftretenden 
gebrochen rationalen Funktion jetzt von allgemeinen meromorphen 
Funktionen eingenommen wird. ^ 

Wir wollen das an einem Beispiel verdeutiid^en und wählen dazu 
das in 20.2 behandelte Problem in etwas vereinfachter Gestalt: Die 

8 ^ XJ SU 

Lösung der Wärmeleitungsgleichung -^^5-^ = 0 zu bestimmen, 

die den Bedingungen 

lim U{x, t) = üo W • ^^ ^) = 0 

<->0 »-►/—ö 

genügt. Die S5hnboliker ersetzen zunächst den Operator -gy durch ein 

multiplikatives Symbol D: 


8^U 


DI7 = 0; 


das ist bis auf den nicht ausgeführten Ersatz des Buchstabens U durch 
u unsere Gleichung 20.2(3). Sie entspricht dem Spezialfall Uq{x) ^ O. 
Bei nichtverschwindendem Uq{x) müßte die Gleichung in unserer Sprache 
lauten: 

(1) C^o(*)=0. 


Der Symbolismus kann eben, wie wir schon in I8.3 sahen, im Prinzip 
nur Probleme mit verschwindenden Anfangsbedingungen behandeln. — 
Die Lösung der erhaltenen gewöhnlichen Differentialgleichimg lautet 
natürlich wie 20.2(4), nur mit anderen Buchstaben: 

Sin (/ — ;r) yh 

SiniyS 







§ 1. Dar K^viöäO'KfiilkQl Ijei pwlileil«» Di^l^tia^ekbungen. 


D^s ist eine Funktion von dersdbea Foroa wie die Usung y (s) = / (s) 
bei der gewö|mlichen Dififorentialgldidnmg in 18.4 A, nur daß diegebrocbsa 


rationale Funktion durch den meromorphen Sin-Quotienten erset2rt 

ist. D am als führte die Partialbruchentndddung von im SpezUl" 

fall F (f) s 1 zu der mit dem Heavisideschen Entwiddungssatz identi¬ 
schen Formel 18.1 (8), zu deren Aufstellung man nm die Nullstellen von 
p{s) braucht. Die Symboliker suchen nun ganz entsprechend auch im 

obigen Fall einfach die Nullstellen o^«—des Nenners atii rmd 


wenden den Heavisideschen Entmoläuingssatz auf j>[s) 


(Sin/yP 


©in (l — 4f) i/S 

an, was, wie man leicht nachrechnet, im JPalle - 4 o(^) = 1 auf 


U(x.{} 


l^x 


oo 


1 . n -••tt' 

-sm«-r*« 

» I 

"T 


führt. Das ist hier zufälligerweise richtig. Da die B'ormel 18.1 (8) auf 
der Partialbruchentwicklung von oder viehndbr auf der von 

beruhf*, so läuft das obige Verfahren darauf hinaus, daß man auch f^ 
die meromorphe Funktion Uq[x, D) die Partialbrachzerlegung 


«0 {x. D)= ^ 


Residuum von Uo(x,t) in oc^ 
D — OLp 


anschreibt und sie gliedweise in den L-Bereich übersetzt. Aber weder 
ist eine meromorphe Funktion im allgemeinen durch diese, ihre Pole 
in Evidenz setzende Entwicklung immer darstellbar, noch ist stets die 
S-Transformation mit der unendlichen Summe vertauschbar. Nur 
wenn beides zutrifft, führt der Heavisidesche Entwicklungssatz zum 
richtigen Resultat. 

Analog übertragen die Symboliker die in I8.3 besprochenen Eniwick- 
hingen der symbolisdien Lösung nach auf- und absteigenden Potenzen 
von D ebenfalls auf partielle Differentialgleichungen. Natürlich kann 
hier von allgemeiner Gültigkeit keine Rede sein. Denn bei gewöhnlichen 
Differentialgleichungen waren die Entwicklungen nur deshalb richtig, 

weil eine /^-Funktion, die zugehörige L®-Funktion also eine ganze 

Funktion vom Exponentialtypus war. Die obige Funktion Uq{x,D) 
z. B. ist aber sicher keine /^-Funktion. Abgesehen davon tritt aber noch 

* Wir erinnern daran, daß der Faktor — bei üns dadurch hereinkommt, daß 

die /-Funktion zu Aq (/)^ t gleich — ist, während der Symbolismus die l einfach 
stehen läßt. 
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eine zusätzliche Schwierigkeit auf: Die Entwicklung von u^{x, D) ent¬ 
hält Potenzen von D mit gebrochenen Exponenten. Wir wollen das 
der Einfachheit halber für den Fall des einseitig unendlich langen Wärme¬ 
leiters durchrecbnen, wo die Funktion u^^x.D) die Gestalt j^at 

(siehe 20 . 2 . 3 ). Die Entwicklimg ergibt: 

(2) , «o(*-i)) = 

tt ~0 

so daß man die Lösung 

«~o 


bekommt. Es taucht also die neue Frage auf, was unter D'* bei nicht 
ganzem u m verstehen ist, und über die Beantwortung sind sich die 
Symboliker nicht ganz einig. Für uns ist die Antwort klar; Da in der 
Sprache der S->Transformation die Gleichung (2), mit ao(®) multipli¬ 
ziert, lautet: 

00 n 

«s) = 2 «0 (s). 

I» — 0 

— ‘ 5 . 

so ist D® Ao(i) diejenige L-Fuiiktion, die der /-Funktion s® ao(®) 
spricht, falls eine solche i-Funktion existiert. las ist aber gerade 
das, was wir früher (15.3*2, siehe insbesondere S. 3oi) die Derivierte 

(t) genannt haben. Zugleich aber wird auch klar, warum die 


S 5 TO.boliker den Wert von manchmal verschieden definieren. 

Denn der Ausdruck äo(s) besagt für sich genommen noch gar nichts, 
man muß wissen, durch welche Transformation er entstanden ist. Oben 
war das die SrTransformation, weil es sich um ein Problem handelte, 
bei dem i im Intervall 0^f<oo variierte. Ist das Problem in einem 
anderen Intervall gestellt, so muß die Transformation eine andere sein 

n 

(sädie 49*2), und dementsprechend gehört auch zu s* äq (s), beim S 3 nnbo- 


liker zu AQ{t), eine ganz andere Funktion, wie schon in 19.2 (Anfang) 
betont wurde. Auf Grund dieser Bemerkung kann man sogar zu jedem 
Intervall die zugehörige Derivierte beliebiger Ordnung ausrechnen, 
indem man statt des symbolischen Weges den „effektiven" Über die 
Transformation geht. 

Ist speziell «1, so lautet die Lösung in unserer Sprache 

oo n _ 




« = 0 
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symbolisch 


n=,0 


oder meist so geschrieben (vgl. die Fußnote S. 338); 


*=o 


Die Symboliker streichen nun einfach die ^-Potenzen mit ganzzahligen 
Exponenten, 'während sie für die mit gebrochenen Exponenten (« = 
2v + l) schreiben: 


Wegen 


" r + i 1 • 

—L^JLT-O.. 

' ' Vnt(2if 


i-3- ■ •{2v—i) ^ r(v + i) 

2* l/jl 


bedeutet dies, daß durchersetzt wird. Formal führt 

das also auf eine (asymptotische) Entwicklung nach absteigenden 
Potenzen von t, wie sie sich in Satz i [ 14 . 3 . 2 ], aber nur unter sehr ein¬ 
schneidenden Bedingungen ergab. Wamm derartige Entwicklungen 
nicht allgemein richtig sein können, wurde in der dortigen Bemerkung 2 
ausgeführt. 

Diese Erörterungen zeigen deutlich, daß heutzutage überhaupt kein 
Grund mehr besteht, sich der Sprache und der Bezeichnungsweise der 
Symbolik zu bedienen. Denn die Theorie der Funktionaltransfonnationen 
tut alle Schritte, die die Symbolik nur tastend und unsicher geht, in 
völliger Klarheit und in genauer Kenntnis der zu respektierenden Gren¬ 
zen. Und in der Kürze des Weges, die von den Technikern immer als 
größter Vorzug des Symbolismus gerühmt wird, stimmt sie mit diesem 
genau überein. 


§ 2 . Die funktionentheoretische Methode der Techniker. 

An dieser Stelle wollen wir einer anderen Methode gedenken, die 
manchmal als selbständige Theorie, manchmal als Rechtfertigung des 
symbolischen Kalküls auftritt, und sich völlig in unsere Betrachtungen 
einordnet. Wir wissen (siehe 6 . 5 ), daß man zu einer Z-Funktion unter 

* Man beachte, daß auch effektiv dem ein 5“ ^ und damit die T-Fnnktion 
entbricht. 
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gewissen einschränkenden Voraussetzxingen, aber nicht immer, die Ätf- 
gehörige X-Punktion durch ein komplexes Integral finden kann, was 
für unsere Funktion XJ (x, t), die einer partiellen Differentialgleichung 
genügt, so aussehen würde: 

, a + ^oo +0O 

( 1 ) ü(x.{i=-^ j if‘u{x,s)ds = ~ J e"yitf*it(x,a + iy)}dy. 

ff—<00 —oo 

Läßt sich unsere Lösung in dieser Gestalt erhalten, so kann sie auch 
von vornherein so angesetzt werden, was übrigens dem Elektroteclmiker 
besonders nahe liegt. Beim der physikalische Zustand U{x, t), 
z, B. ein elektrischer Strom, erscheint hier aufgespalten in das Spektrum 
aller Schwingungen (Frequenz y) mit den jeweiligen Amplituden 
u{x,a + i y). Der Elektrotechniker nennt, wie schon in 19 .I bei der Er¬ 
klärung der Problemtypen erwähnt wurde, einen zu allen Zeiten von 
< =—00 bis + 00 laufenden Strom einen „Beharrungszustand'', während 
er bei einem vom Zeitpunkt ^ s= 0 an betrachteten Stromverlauf von 
einem „Einschaltvorgang" spricht, weil ihm physikalisch ein System 
entspricht, dessen Vergangenheit nicht zur Disbission steht und an 
dessen Ränder in einem bestimmten Moment / = 0 gewisse Erregungen 
(die Randbedingungen) augeschaltet werden. Der Physiker sieht daher 
in dem Ansatz (i) einen Aufbau der durch einen Einschaltvorgang 
erzeugten Schwingung aus periodischen Beharrungszuständen (Wechsel¬ 
strömen) durch Superposition oder eine spektrale Zerlegung in Ober¬ 
schwingungen. Geht man mit dem Ansatz (1) in die partielle Differential¬ 
gleichung, z.B. in die obige Wärmeleitungsgleichung (§1) hinein, so erhält 
man unter der Voraussetzung, daß die Differentiationen mit dem Inte¬ 
gral vertauschbar sind, die Gleichung 

ff+100 

j — Q für />0, 

a-ioa ^ ^ 


woraus man, faJls das Integral absolut konvergiert, nach einem aus der 
Theorie der Fourier-Integrale bdcannten Satz**® schließen kann: 


( 2 ) 


•jpr-s« 


= 0 . 


Es ergibt sich also fast dieselbe HUfsgleichung wie bei unserer Methode 
[s. 24.1(1)], aber mit dem wesentlichen Unterschied, daß das den An¬ 
fangszustand charakterisierende Glied U^{x) fdilt. Die Methode ist also 
prinzipiell am den Fall V^{x)^0 zugescli^ttmi, im Falle eines nicht 
identisch verschwindenden Anfangszustandes mtiß die Uilfsfunktion u{x,s) 
einer ganz anderen Differentialgleichung genügen. Eine Berücksichtigung 
der Anfangsbedingung ist nur dmch eine nachträgliche Abänderung der 
Lösung möglich und stößt auf Schwierigkeiten, die von den Autoren, 
die diese Methode benutzen, durchweg ganz unzulänglich und tmter 
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ZmbiUenabme nicht legitimer Prozesse 1iberwimd,eii werden’'**.' Die dabei 
manchmal vorgenommene Ausbi^^nng des Integrationsweges, wodurdi 
eine additive Funktion (Residuum) hereinkommt, läuft natQrlidi darauf 
hinaus, das in Wahrheit gesuchte Integral der durch das Hinzutreten 
von t7o(*) inhomogen gewordenen Gleichung (2), d. h. der Gldchung 
24.1 (1) aus einem Integral der homogenen und dnem gewissen Integral 
der inhomogenen Gleichung aufzubauen. Selbstverständlich ist es viel 
einfacher, gleich von vornherein mit der „richtigen" Gleichung zu arbeiten. 

Diese Methode, die Losung als komplexes Integral anzusetzen, die 
unentwegt immer wieder von neuem „entdeckt" wird**®, ist übrigens dne 
der ältesten überhaupt vorkommenden Integrationsmethoden. Sie 
findet sich schon bei' Laplacb für gewöhnliche Differentialgleichungen, 
wo sie sogar sehr bekannt ist*, sodann bei Cacchy** für pajtidle Diffe¬ 
rentialgleichungen mit beliebig vielen VaiiaUen', und zwar viel weiter¬ 
gehend durchgearbeitet als bei den meisten modernen Bearbeitern und 
in klarer Erkenntnis ihrer Beziehungen zur symbolischen Methode***. 

Bei Cauchy trifft man auch bereits dasjenige Moment an, das der 
Methode in technischen Kreisen, wo sie eine große' Beliebtheit genießt, 
den Namen der „funkHonetUheoreüschm" Methode eingetragen hat, 
nämlich die Auswertung des komplexen Integrals durch ResiditenkalkÜl, 
Es führt das auf manchmal konvergente, mdst aber asymptotische 
Rdhenent'vdcklungen, wie wir sie im 14. Kapitd betrachteten, und die 
in Wahrheit gar nichts damit zu tun haben, daß die betreffende Funk¬ 
tion einer Differentialgldchung genügt. 

Der Haupteinwand, den man gegen diese Methode, abgesehen von 
der Schwierigkeit bei den Anfangsbedingungen, erheben kann, besteht 
darin, daß sie dem Intigrationsgebiet, in dem die transformierte Variable 
1 läuft, nicht Rechnung trägt, was, wetm man „von der anderen Seite“, 
nämlich von der direkten Anwendung der Laplace-Transformation auf 
die gegebene Differentialgleichung, herkommt, sofort einzusdren ist. 
Würde t in — oo < i < -j- oo variieren, so wäre nach 19.2 die zweiseitig 
tmendliche Laplace-Transformation (bzw. die Fourier-Transformatidn) 
am Platz. Deren Umkehrungsformel lautet aber genau so, wie die der 
einseitig unendlichen Laplace-Transformation, ja sogar; Die Umkehr¬ 
formel „gehört" eigentlich zur Sn-Transformation; die Sii-Transforma- 
tion entspricht nur dem Spezialfall einer für t<0 verschwindenden 
L-Funktion (siehe 6.5). Die Unikehrformel selber sagt eben noch gar nichts 

* Siehe z. B. den S. 21 zitierten Abschnitt des Buches von ScaLasiNOBX. 

**' A. L. Cauchy: Memoire sur l’intdgration des 4qnations lin^aires aux di£^- 
rences partielles et.k coefficients constants. J. ]£cole Polytechn., cah. 19 (182^) 
S. SIO—591; Mömoire snr l’application du calcul des risidus k la splution des 
problkmes de physique mathdmatique. Paris 1827: Snr l’analogie des puissances 
et des dilf^rences. Addition ä l’axticle prkckdent. Exetc. de Math. Bd. 2 (1827) 
S. 159—192. 193—209. 
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darüber aus, ob äe auf eine in- oder eine Li-Funktion führt. Das muß 
erst durch Diskussion der /-FTinktion etwa im Sinne von 6.10 entschieden 
werden. (V^. hierzu das S. 89 zur Warnung vorgeführte Beispiel). 
In'der Tat läßt ja einerseits d« Ansatz (1) das Variabilitätsgebiet von 
/ ganz offen, andererseits führt z. B. die Anwendung der ßu-Trans- 
formation apf die Wäimeleitungsgleichung (man beachte Satz 2 [8.3]) 
auf genau dieselbe Hilfsgleichung wie die ßj-Transformation im Falle 
einer identisch verschwindenden Anfangsbedingung ü^{x). — Die 
„funktionentheoretische" Methode teilt alle angeführten Mängel mit 
der symbolischen Methode, die sie ja manchmal ersetzen soll. 

25i Kapitel. 

Huygenssches und Eulersches Prinzip. 

Wir sind jetzt in der Lage, die im 16. Kapitel gefundenen, oft höchst 
merkwürdigen transzendenten Funktionalrelationen von einer neuen 
Seite zu betrachtai und ihr Zustandekommen durth. Übersetzung ganz . 
dementarer Rdationen tiefer zu verstdien. Wir werden nämlich sdien, 
daß sie Anwendungsbeispide für zwd der Physik entstammende, all¬ 
gemein gdtende Prinzipe darstellen. 

§ 1. Das Huygenssche Prinzip. 

Das Huygenssche Prinzip tritt historisch zuerst in der Wellenoptik, 
d. h. in der Theorie der Wellengldchung, der einfachsten partiellen 
Differentialgleichung von hyperbolischem Typ, auf und besagt, daß 
jeder von einer lichtwelle getroffene Punkt selbst wieder Ausgangspunkt 
einer Lichterregung ist, so daß man die von gewissen Lichtquellen in 
einem Punkt P erzeugte Erregung statt auf unmittdbarem Wege aucdi 
dadurch erhalten kann, daß man P in eine Fläche einschließt, zunächst 
die Erregung in deren Punkten bestimmt Und dann die Erregung in P 
als Superposition der von der Fläche ausgehenden Wellen berechnet. 
Dieses Prinzip läßt sich sinngemäß für bdiebige partielle Differential¬ 
gleichungen in folgender Weise aussprechen*“: Liegt ^in Randwertproblem 
vor, d. h. ist für einen Bereich © eine Funktion U gesucht, die im Inneren 
einer partidlen Differentialgleichung genügen und auf dem Rand 81 
(eventuell auch mit gewissen Ableitungen) vorgeschriebene Werte U (81) 
annehmen soll, und kennt man eiae Lösungsformel, so kann man den 
Funktionswert in einem inneren Punkt P einmal direkt, ein andermal 
aber auch so berechnen, daß man. um P einen in © enthaltenen Bereich 
©' abgrenzt, für seine Berandung 81' zunächst die aus U (8t) resultieren¬ 
den Randwerte 17 (8t') ausrechnet und dann mit diesen Randwerten 
die Löstmgsformel für den Bereich ©' anschreibt. — Gleichsetzen der 
beiden so erhaltenen Arisdrücke wird, wenn die Lösungsformel, wie in 
den im 20>-22. Kapitel bdiandelten Beispielen, durch ein Integral 
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mit einer Greenschen Funktion als Kern dargestellt wird, für die Green- 
söhe Fxinktion eine Integrakdation liefern, und zwar im allgemeinen, 
wie wir sehen wdrden, ein iransxmdentes Additionstheorem, Natürlich 
können die beiden auf verschiedenen Wegen gewonnenen Lösungsaus- 
drücke nur dann gleichgesetzt werden, weim die Eindeutigkeit der 
Lösung gesidiert ist. . 

In vielen Fällen kann man zu demselben Resultat auf einem eia- 
facheren Wege gelangen, den wir, um eine kurze Bezeichnung dafür 
zu bahea, äas reflexive Prinzip nennen wollen“*. Läßt sich die Lösung 
eines Randwertproblems durch ein Integral mit einer Greenschen Funk¬ 
tion als Kern darstellen, so liegt der Fall oft so, daß die Greensche Funk¬ 
tion Selbst eine Lösung der Differentialgleichung, eventuell in einem 
Teilgebiet, ist. Dann kann man die Lösungsformd in diesem kleineren 
Gebiet direkt auf die Gremsche Funktion anwenden und erhält so eine 
Integralrelation für sie. 

Wir zeigen die Anwendbarkeit dieses Prinzips an einigen Bdspieien 
aus der Wärmeleitung“*. Das formal wohl einfachde ist das folgende: 
Die Funktion U {x, f), die der homogenen WärmeleitUhgsgleichung 

XJ öt/" 

- gj- = 0 in der Viertelebene z > 0, i > 0 genügt und die Rand¬ 
werte 

lim t7{z, <) = Ao(<), lim I7(z, <)=0 
+ 0 #->- + 0 

besitzt, wird nach 20.2.3 gegeben durch ■ 

Z7(z,Q = 

Wir schalten nun im Sinne des Huygensschen Prinzips bei Zj > 0 eine 
Zwischenstation ein, und betrachten die Gerade z = z^ als Rand einer 
verkleinerten Viertelebene. Dann können wir für x>Xi dm Wert 
U (z, t) das eine Mal direkt, das andere Mal durch sprungweises Vor¬ 
gehen berechnen, indem wir zunächst den Wert von 17 für Zi feststellen, 
das ist Ao(t) *yi (xi,t), und dann mit diesem Wert als Randwfert in die 
Lösung für die verfeinerte Viertelebene, wo die Greensche Funktion 
natürlich y)(x—Xi,t) lautet, hineingehen. Das ergibt: 

Ag{t)*v(^.'*t)M y>ix—Xj:,t) = Ao(t)*^(x,t) (0<Xj^<x). 

Wählen wir z. B. A^it) so bedeutet die Faltung mit Ag einfach 
Integration. Durch Differenzieren bekommt man also, wenn man noch 
. z—Zi= z, setzt: 

(1) =V(*i + **>0 (*i,*»>0); 

das ist nichts anderes als das uns bekannte Additionstheorem l€.l(i). 

Zu der Ableitimg ist allerdings zu bemerken, daß' die Lösung der 
Wärmeldtungsgleichung gerade nidit eindeutig ist (siehe 20.5). Da wir 
aber die erhaltenen Formeln auch noch auf einem anderen Wege abge¬ 
leitet häben bzw. ableiten werden (§ 3). so wollen wir uns hier und 
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& folgenden Belq>ielen nicht damit anfhalten nachzuweisen, daS 
tder Ckdn$ „singuläre Losung“ additiv hinzutritt. 

Natüriieh hätte man die obige Relation auch kürzer vermittels des 
reflexiven Prinzips finden können. 

Man sieht sofort, -daß die Relation 16.2(7) auf dieselbe Weise folgt, 
und daß die allgemeinere Formel 16.2(6) einfach zu dnem anderen 
Randwertproblem der Wärmeleitungstheorie gehört, bei dem jj, (*, ^ 
als Greensche Funktion auftiitt. 

Wir wollen auf demselben Wege nodi ein merkwürdiges Additions- 
theorem für die Funktion ableiten, die ^i dem Randwertproblem 

in 20.2.1 als Greensche Fimktion auftrat. Schreibt man bei einem linearen 
Wärmeleiter am linken Ende die Temperatur Ao(f), am rechten Ende 0, 
und Überdies die Anfangstemperatur 0 vor, so lautet die Lösung: 

wo so definiert ist: 


Uq {x, ti 1 ) 



23t 

ir 


00 

^ nsmn^x 



n«l 

Das Huygenssche oder auch das refkxive P rinzi p ergibt die Relation: 

(2) ^o)== Uo{x,t;l) für 0<XQ<x<h 

die in der Faltungssymbolik formal sehr einfach, explizit geschrieben 
jedoch ziemlich kompliziert ist. 


§ 2. Das Eulersche Prinzip. 

Beim Huygensschen Prinzip wird das Grundgehi&t der Integration 
geändert, wälarend der Typus des Randwertproblems derselbe bleibt. 
Man kann aber auch umgekehrt Vorgehen: Jede Funktion, die einer 
partiellen Differentialgleichung genügt, ist ja in Wahrheit das Integral 
von unendlich vielen Randwertproblemen in deii^lben Grundgebiet, 
nämlich solchen mit verschieden gearteten Randbedingungen, läßt 
sich also vermittels der zugehörigen Lösungsfonnen auf unendlich 
viele Weisen darstellen. Konkret ausgedrückt: Eine Differentialgleichung 
kann so geartet sein, daß ihre Lösung eindeutig bestimmt ist, wenn z. B. 
auf den Rändern des Integrationsgebietes die Werte der Funktion 
vorgegeben sind — oder auf manchen Rändern die Funktionswerte, 
auf anderen die der ersten Ableitung — oder auf manchen Rändern die 
Werte der Funktion uni der ersten Ableitung, auf anderen gar nichts 
usw. Alle diese Probleme haben als allgemeine Lösimg bestimmte 
analytische Ausdrücke, meist in Integralform. Nimmt man nun eine 
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spezieUe Lösungsfunktion her, liest an ihr she Wwte der RandfiraWlon, 
Randableitmig usw. ab und setzt diese ia die allgemeinen Lösungen dte, 
so bdccmunt man die verschiedenartigsten Ausdrücke für dieselbe spesdelle 
Funktion. (Wir sprechen hier der Deutlichkeit halber von einer bestimm’ 
ten Lösung; dieäe kann selbstverständlich jede der möglichen Lösungen 
bedeuten.) Natürlich kaim das auch in der Weise geschehen, daß man 
einer zu einem bestimmten Tj^pus von Randwertproblem gehörigen 
Lösung die für dnen anderen Typus nötigen Randwerte entniount 
und in den entsprechmden Lösungsausdruck einsetzt. — Die Gleich¬ 
heit zwischen zwei solchen Ausdrücken bedeutet eine Funktionalrela- 
tjon, die meist eine Integralgleichung darstellt. Weil Etiler in-dem 
Spezialfall einer gewissen gewöhnlichen Differentialgleichung die Mög¬ 
lichkeit, die Lösung auf zwei verschiedene Arten auszudrücken, zur 
Ableitung einer bedeutsamen Relation als erster ausgenutzt hat, wollen 
wir das oben formulierte Prinzip das EuUrsche Prinzip neimen**®. 

Selbstverständlich kann man dieses Prinzip auch mit dem Huygens- 
schen kombinieren, indem man gleichzeitig das Grundgebiet und den 
T 3 Tpus der Randdaten variiert. , 

Auch beim Eulerschen Prinzip kann man wie beim Huygensschen 
die Relationen oft auf einifacherem Weg erhalten, indem man direkt 
die Greensche Funktion des einen Problems in einem Gebiet, wo sie 
Lösung der Differentialgleichung ist, hemimmt, an ihr die für das andere 
Problem benötigten Randwerte abliest und sie in dessen Lösung einsetzt. 

Als Beispid*** betrachten wir die Greensche Funktion des in 20.3 
behandelten Problems für den Fall l = \, also da ® 0<x<l, 

t>0 eine Lösung der homogenen Wärmeleitungsgleichung ist, und drücken 
.sie als Lösung des Problems in 20.2 aus. Da sie die Randwerte 

•'^0(0 =^3(0* 0 CfQ (*)^0 


hat, so ergibt sich für 0 < * < 1: 




d X 




bx 

Aus dieser Relation kann man noch die Ableitimg entfernen, indem 
man von 0 bis z integriert: 

% 


Für ä; = 1 ist die linke Seite, wie man durch explizite Ausrechnung 
feststellt, unabhängig von t gleich 1. Für diesen Spezialwert führt also 
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(2) ZU der übersichtlichen Relation: 

(j) {^.( 0 , t) (|. t)]* j#,(o. t)-&^ (|. ^)) = 1 ^ 3 ( 0 . (i /)*•=1, 

die mit 16,1 (4) identisch ist. Subtrahiert man ( 2 ) von ( 3 ), so erhält man 
die Gleichung 
1 

(4) J ^8 t ) ("2 » — “^8 {~2* ( 2 ' ' 

X 

die nun die sachgemäße Verallgemeinerung der Relation ( 3 ) darstellt, 
in die sie für = 0 übergdit, und die wir schon in I 6 .I ( 10 ) fanden. 


§ 3. Die Beziehung zwischen der Erzeugung transzendenter Relationen 
durch das Huygenssche und Eulersche Prinzip 
und der Erzeugung durdh die Laplace-Transformation^''. 

Die in § 1 und 2 vermittels des Huygensschen und Eulerschen Prin¬ 
zips abgeleiteten transzendenten Funktionalrelationen haben wir teil¬ 
weise bereits in 16.1 dadurch gewonnen, daß wir algebraische Relationen 
zwischen ^-Funktionen durdü die ß-Transformation (Faltungssatz) in 
Relationen zwischen den entsprechenden £-Funktionen» übersetzten, 
und wir könnten offensichtlich alle Relationen in § 1 und 2 auf diesem 
Weg erhalten. Wie kommt es. nun, daß man jene Beziehungen durch 
zwei so gänzlich verschiedene Methoden ableiten kann, und wie hängen 
die beiden Methoden zusammen? Das wird sofort klar, wenn wir daran 
denken, daß ja auch die beim Huygensschen und Eulerschen Prinzip 
benutzten Lösungsformeln für die Randwertprobleme durch Über¬ 
setzung der Lösungen derjenigen Differentialgleichungen gewonnen 
werden konnten, die ihnen im ^-Bereich entsprechen. Die in I 6 .I als 
Ausgangspunkt benutzten algebraischen Ttelationen zwischen den ^Funk¬ 
tionen sind einfach nichts anderes als die Konsequenzen des Huygensschen 
bzw, Eulerschen Prinzips, wenn man dieses, was natürlich durchaus 
möglich ist, auf die transformierte Gleichung im /-Bereich anwendet. 
Die ß-Transfonnation vermittelt also die volle Eiasicht in den Zu¬ 
sammenhang dCT beiden Methoden: Vorgelegt ist eine £-Funktion 
U{x, t), die einer partiellen Differentialgleichung genügt; ihr wird ihre 
/-Funktion u (x, 5) zugeordnet, die einer gewöhnlichen Differential- 
gleichtmg genügt. Die Lösungsformel für U (x, t) ist ein Integral, die 
Anwendung des • Huygensschen und Eulerschen Prinzips führt daher 
auf eine Integralrelation; die Lösungsformel für u(x, s) hat algebraische 
Gestalt, die Anwendung der beiden Prinzipe ergibt deshalb eine alge¬ 
braische Relation. Die beiden Relationen, die transzendente und die 
algebraische, stehen zueinander natürlich im Verhältnis von Original 
und Bild, vermittelt durch die ß-Transformation. 
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Partielle 

Differentialgleichung 


Schema, 
Huygenssches und 
Eulersches Prinzip " 


Transzendente 

FunktionaJrelation 


& 
v3 

Gewöhnliche. 
Differentialgleichung 


Huygenssches und^ 
‘ Eulersches Prinzip“ 


Algebraische 

Funktionalrelation 


V7ir wollen das an den Beispielen in § 1 und 2 des näheren verfolgen. 
Bei 25.1 (i) haben wir im Z-Bereich die zugeordnete Differential- 

gleichung = 0 im Intervall 0S*<oo mit dem Randwert 

«(0, s) = ao(s) und dem nicht expMt genannten Randwert m(oo, s) = 0; 
die Lösung lautet: «(*, s) = ao(s) Wendet man hierauf das 

Huygenssche Prinzip an, indem man zunächst den Wert von u in einem 
Punkt Zi>0 berechnet (das ergibt ao(s) und diesen danp als 

Ausgangswert in dem neuen Intervall wo die Fundamental¬ 

lösung e~ (*-*!)►'* lautet, benutzt, so bekommt man nach Division durch 

(t) = . 

Das ist das algebraische Additionstheorem der Exponentialfunktion. 
Ihm entspricht kraft des Faltungssatzes das transzendente Additions¬ 
theorem 25.i (i), rmd so wurde dieses in 16.1 abgeleitet. 

Dem Problem, das auf 25.1 (2) führte, entspricht im f-Bereich die 

Differentiadgleichung —s « = 0 mit den Randbedingungen «(0, s) == 
ao(s), u(f,s) = 0. Die Lösung lautet: 

Sin (f — ») V? 

@inJi/s 

(dehe 20.2.1). Wendet man wieder das Huygenssche (oder kürzer 
das reflexive) Prinzip an, so ergibt sich: 

oder 

®in (< — x) y? _ ©in {l — »,) t/s ©in [(/ — — xp)] yV 

©in/i/s ©inlV« ©ln(i —x,)Vs 

Das ist eine einfache Identität, der offensichtlich die Relation 25.1 (2) 
entspricht. —*Die Gleichung (2) geht durch den Grenzübergang l-*-oo 


u(x, s) = a^is) «o(*.«; i) = «o(s) 


( 2 ) 
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in ( 1 ) über. Was also bei der @nt-Funktion eine triviale Identität ist, 
ist für die Exponentialfunktion ihr fundamentales Additionstheorem. — 
Der bei der Ableitog von (f) imd ( 2 ) benutzte Gedankengang ist übrigens 
derselbe, der “der gruppentheoretischen Behandlung der Differential¬ 
gleichungen zugrunde liegt. 

Bei 25.2(i) lie^ im /-Bereich die Differentialgleichung —su = 0 
vor, und es wird zunächst die durch (vgl. 20 . 3 ) 



bestimmte Lösung 


— 6 (s) 


(1 —.y) y? 


betrachtet, Ihre Randwerte lauten: 

Bestinunt man die Lösungsfunktion durch diese Werte, so erhält sie 
die Gestalt: 


yiSiny? @fnyJ yTSinyj ©tnyi 

Gleichsetzen der beiden Ausdrücke liefert die elementare Relation 


(3) Sot (1 - z) y;= r*)f+ , 

die mit dem Additionstheorem der Funktion ©in bzw. (£of äquivalent 
ist. Dividiert man sie wieder durch den in ( 3 ) weggelassenen Nenner 
•j/s ©in yi, so entspricht ihr auf Grund des Faltungssatzes die trans¬ 
zendente Relation 25.2(1). 


Anhang. 

1. Einige Hilfssätze der Analysis. 

Wir stellen hier einige weniger bekannte Sätze aus der Differential- 
und Integralrechnung zusammen, die sich in den meisten Lehrbüchern 
über diesen Gegenstand nicht finden. 

Hilfssatz 1 . Die Funktionen q)(x) und fn(x), ^ = 0 , 1 ,..., seien 

00 

I-Funktionen; s« in jedem endlichen Intervall 0<a^x^b 

n — O 

gleichmäßig konvergent. Dann ist 

j<p[x)ZU{x)dx=-X J<p(,x)f^(x)dx, 

0 «»0 Hi -0 0 
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vß>amg<ssfi^i entwsder das JtittgfS 

f W(x)\JS\fn{x)\dx ' ■ 

<t »mO . 

oder die Reihe 

— f\9(x)fn{x)\dx 
Hi-0 0 

konvergiert. 

Beweis unter spezielleren Yorai^etzungen, der aber auch hn obigen 
Fall gültig bleibt, in T. J. Fa. Bromwich: An introduction to the theory 
of infinite series, Second edition. London 1926 , S. 500. 

Hilfss|.tz 2 . Es ist . 

00 00 00 00 

J dx f f{x, y)dy= f dy J f(x.y)dx, 

ab b a 

vorausgesetzt, daß die beiden Integrale 

f\f{x.y)\dx, 7|/(*,y)l<iy 
a b 

und wenigstens eines der beiden Integrale 

JdxJ\f[x,y)\dy, j dyj\i[x, y)\dx 

ab b a 

konvergieren. 

Beweis in Bromwich: 1. c., S. 504. 

Hilfssatz 3 . f{x) sei für Xo<xSXi differemierhar. Wenn'&cß.fix) 
= a und lim f [%) = h existieren, so existiert f ( a ; q ) und ist gleich &. 

Beweis: Definieren wir f[x^=^a, so ist i[x). an den Enden des 
Intervalles (xg^, stetig und im Iimern differenzierbar, also gilt nach 
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung: 

wo f einen Zwischenwert zwischen x^ und x bedeutet. Für x-*-x^ + 0 
strebt auch f gegen also nach Voraussetzung die rechte Seite gegen b, 
folglich auch die linke. 

Hilfssatz 4. Wenn f{x) in a^x^b eigentlich inUgrabd und 

a<a<ß<b ist, so gilt: 

ß 

j \ f{x + d)~i[x)\dx-^Q für d^O. 

a 

In der Theorie des Lebesgueschen Integrals ist das ein geläufiger 
Satz, für Riemannsche Integrale pflegt er in den Lehrbüchern nicht 
bewiesen zu werden. Der folgende Beweis stammt aus Doetsch 2, S. 195* 


400 


Anhang, 


-«ee i nw positiv Wert, haben, 
(», sfaitch die ifcte Wir teilen daa IntervaU 

“ vornherein so groß, daß 

xjn^ß ist. Wir fassen das eine Mal die TeÜpunkte 

j , *®’ *»**<••••* *2*. ^» + 1, 

das andere Mal die Teilpunkte 

*s> • • M *2»-li *2» + ! 

Z (V *.). d-1. 

Dann ist oberer und unterer Grenze, benennen wir mit 

6 _ a {«02 (*2— *o) + «14 (*« — *t) H-h «2t,- 2,2» (*S»— ■*2»-2l 

■ ■ ■ + + l (*2» + 1-^2 »-i)} 

^tsJÄä Riemann-integrabel ist. so kann 

gr wählen, daß jede dieser durchschnittlichen Schwankungen 

Nmlst^ *“* ausfällt, wo e eine vorgegebene Zahl > o bedeutet*. 


A/+... + /*: 

j jTi ^a«-i 

Ist d schon <, so variiert x in J zwischen x„ und Xi, * +, 
höchstens zwischen x„ und *„ al«> ist *‘ 


analog 


/ l/(x + S)-/(x)ldxmSo, (X,~x„) = |s„ (x,-x,). 


/l/(« 


usw., folglich 

(x+S)~/(x)fdx 

siK.(».-*d+ r.. +...+ 


* Siehe das S. 16 zitierte Buch vcm Kowalewski, § 150 . 



2. Tabelle von Laplace-Tran$fonnatioiien. 


2. Tabdle von Laplace-Traiwformationen. 

Die Tabelle enthält die un Buche vorkoromenden Laplaee-läg 
lormationeh. Die zwei letzten Spalten geben die Konvarg^abs^ 
bzw. die Seite des Buches an, wo die Formel mit den not^ea m 
läutenmgen zu finden ist. 


i^Fanktion F(t) 


0 für 0^t<a 
1 für t^a 


j-Funktioii /(«) 



33 



»C 23 


logr(s)—*iogs 

+ 4-® 


r'(i) logg 


(x reell) 







^U/L (x reeU) V (*• *) =“ 

n 2yns 


Doetloh, LapUce-Trantfomiatioa. 
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2. Tabelle von Laplace-Transformationen. (Fortsetzung,) 


Nr, 

/.•Fünktioa F(/} 

/-Funktion /(«} | 

Dl 

S9it^ 

16 

®of ;ifVr 

*• 

«** 

1 

1B5 

17 

" i 

*• 

2y«s^ 


D 

IB 

,-Ä 1 

ynt 1 

1/7 

0 

■ 

19 



D 

25 

1 

[27C J 

iki-l 

1 

0 

26 

21 


•4^a;o (i/7h-«) 

. ■ v* _ 

0 

291 

22 

^ (», <) 


i 

307 

23 


@in2t/V7 / 

yj (5of yr \ 2 2/ 

0 

307 

24 

#»(«.<) 

®in(2»-i)i/7 

ysKofyj 

0 

307 

25 



ys^inys 

0 

141 

144 

26 

^ (». <) 

®in2«V7 / 

ysSin-j/s \ 2 2/ 

0 

308 

27 

^(o.O 

j ®n(2»-nV7 

1 ys^inyj 

0 

308 

2B 

, »*•(¥!■• i) 

/ dz 

! (£of(r-z)yj , 

(o<#<20 

1 Eof^Vi 

0 

362 

29 

, ■?) 

/ dx 

a,/ («<.<20 

ö 

354 

30 

oo «a 

2 ^ -'••-jr* . n . n , 

= -y^« smn-j* 8in»y f 

«1 


®in(/-f)V7@rä;rVs —, 

yi ©in / yj 
@in{i-*)y7@lnfy7 
i^®in/y7- 

0 

358 
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2 . Tab«Ue von Laplace-Transformationen. (Fortsetztmg.) 









































Historische Anmerkungen. 

^ Nach einer Bemerkung von G. Eneström, siehe PiNCHERtB 17, S. 36» Fuß¬ 
note 120. 

* Dieser Ausdruck scheint zuerst bei Abbl 1 vorzukommen. 

• Abel 1. 

* In dieser Allgemeinheit findet sich der Satz zuerst bei Pincherle 8, S. 14. 
Für 5 « Sq + wo ^ positiv ist, wurde er vorher von Phragmän I bewiesen, so^ 
dann von Lerch 1, Mit letzterem Beweis ist im wesentlichen der von Pincherle 

00 

identisch. Bei ihm tritt übrigens das Laplace-lntegral in der Gestalt f 0{x) äs 

1 

auf, und d>(i) wird als eigentlich integrabel in jedem endlichen Intervall voraus¬ 
gesetzt. 

log fF{t)dt 

« Landau 2, S. 21 5- Für ]S < 0 ist j? = lim sup- - -. siehe Pincherle 

12, S. 270 . ^ 

• Daß die früher üblichen Bezeichnungen fonction gönöratrice und fonction 
dötenhinante für F und / unzweckmäßig sind, weil sie nicht von allen Autoren 
im gleichen Sinn gebraucht werden, wurde schon am Schluß des 2. Kapitels erwähnt. 
Die früher in den Arbeiten von' Doetsch benutzten Bezeichnungen Oberfunktion 
und Unterfunktion wurden später fallen gelassen, weil sie nicht genügend charak¬ 
teristisch und auch nicht in andere Sprachen übersetzbar sind. Die jetzt im Text 
gewählten Bezeichnungen haben außer ihrer Eindeutigkeit den weiteren Vorteil, 
daß sie sich sinngemäß auf andere Transformationen übertragen lassen; so werden 
später z. B. bei der Mehin-Transformation die beteiligten Funktionen als M- und 
fw-Funktionen bezeichnet werden. 

’ Daß nach einer derartigen Substitution der Integrationsweg nicht mehr 
reell zu sein braucht, wird manchmal übersehen, vgl. z. B. H. Poincarä : Thdorie 
analyüque de la propagation de la chaleur. Paris 189 S, S. 198 , wo die weiteren 
Schlußfolgerungen dadurch falsch werden. 

* Hardy and Titchmarsh 1. 

* Beweis nach Poincarä, a. a. O. S. 99. 

Der folgende Beweis nach Doetsch 26, S. 622. 

^ Bernstein 4. 

^ Das Vorige beruht darauf, daß zu einer endlichen Exponentialsumme F {t) 
als 1-Funktion eine gebrochen rationale, also eine meromorphe Funktion gehört, 
deren Pole die Exponenten in F (/) sind. Dies läßt sich sinngemäß erweitern auf 
solche Funktionen F{t), die die Grenze gleichmäßig konvergenter Folgen von 

N 

Exponentialsummen der Gestalt ^ Ui®se machen aber genau die 

faatperiodischen Funktionen (im ursprünglichen Bohrschen Siim) aus. Siehe 
Bochnbr and Bohnenblust 1. 

Die Umformung der Dirichletschen Reihe in ein Laplace-lntegral kommt 
implizit schon z. B. bei O. Perron: Zur Theorie der Dirichletschen Reihen. J. f, d. 
reine u. angew. Math. 134 ( 1908 ) S. 95 —143 vor, explizit bei Hamburger 1, S. 4 . 
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Hajabürgbr 1, S. 9 . 

Im folgenden geben wir den B^eis von Lbrch 1, der historisch der erste 
war. Weitere Beweise siehe in 6.5 (S. i07) 'ond 7»2 (S. 135)- von Ostrowski 1 
angegebener Beweis unterscheidet sich von dem von Lerch nur dadurch, daß der 
Weierstraßsche Approximationasatz umgangen wird» indem mn zu dessen Beweis 
benutzter Kunstgriff direkt auf den obigen Satz 2 angewendet wird. 

^ WiNTNBR 2. 

PiKCHBRLB 8. 

Zuerst (auf anderem Wege als oben) bewiesen von Pinchbri»» 8. Der oben 
angegebene erste Beweis auf Grund des Satzes von De la Vall^a Poussin stammt 
im wesentlichen von Landau 2. Hier wird allerdings als eigentlich integrabel 
vorausgesetzt und die Differenzierbarkeit des Integrals mit endlicher oberer Grenze a 
durch Reihenentwicklung bewiesen. — Der zweite Beweis ist neu. 

Für dieses Verhalten der Laplace-Integrale scheint bisher in der Literatur 
noch kein Beispiel angegeben worden zu sein. 

Weitere Beispiele siehe bei T. Carxjbman: Les fonctlons quasi anaiytiques. 
Paria 1926 , S. 21—24 und S. 6(>-~64. 

Der Satz stammt von O. Perron, siehe die unter zitierte Arbeit; vgl» 
E, Landau; Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen. Leipzig 
und Berlin 1909 , § 229 und 230. Der oXtea gegebene Beweis ist neu. 

** Implizit enthalten in W, Rogosinski: Zur Theorie der Dirichletschon Reihen, 
Math. Z. 20 ( 1924 ) S. 280—320 [S. 288, 289]. 

M Doetsch II, S. 156. 

** Dieser Satz wird ^schlich nach Vivanti benannt. In Wahrheit ist er zum 
erstenmal ausgesprochen und bewiesen worden von A, Pringshbim ; Über Funk¬ 
tionen, welche in gewissen Punkten endliche Dlfferentialqnotienten jeder end¬ 
lichen Ordnung, aber keine Taylorsche Reihenentwicklung besitzen, Math. Ann. 
44 ( 1894 ) S, 41 — 56 . Vgl. hierzu A. Pringsheim: Kritisch-historische Bemerkungen 
zur Funktionentheorie I. Sitzungsber. Mttnchn, Akad. 1928 , S, 343—358. 

Landau I, S. 546—548 und 2, S. 217- 

Analogon zu einem von Pringsheim in der unter an zweiter Stdle zitierten 
Arbeit bewiesenen Satz über Potenzreihen. 

Analogon zu einem bekannten Satz von Dibnes Über Potenzreihen. 

“ Die §§ 1 bis 4 des 5 . Kapitels mit Ausnahme von Satz 3 und 4 [5.1] und 
der Entwicklungen S. 68 —73 folgen im wesentlichen der Darstellung in Pölya 2, 
2. Kap., insbesondere S. 578—586. Die Resultate selber waren schon sehr viel 
früher bekannt, was wir an den einzelnen Stellen vermerken. 

Nach Polya 1, S. 180. 

Die Sätze 1 und 2 dieses Paragraphen stehen im wesentlicheu beiPiNCHBRLE 2. 
Zu Satz 3 und 4 vgl. die entsprechenden Sätze für Laplace-Stieltjea-Integrale bei 
Widder I, S. 728 und 731. 

Siehe z. B, L; Biebsrbach: Lehrbuch der Funktionentheorie 11, S. 288—292. 
Leipzig und Berlin 1927 . Wegen der Autorschaft dieses (von Bieberbach nach 
Wigert benannten) Satzes vgl. Enzyklopädie d. math, Wiss, IIC4i S, 467. 

** Der Inhalt von § 2 bis zu dieser Stelle rührt von Pinchbrle 4 und 5 her. 
Hier wird sogar gleich die im Text S. 71 und S, 73 erwähnte Verallgemeinerung 
betrachtet, daß F nur in einem Winkelraum, evtl, bis auf isolierte Singulari¬ 
täten, regulär ist. Auf den Fall, daß F eine ganze Funktion ist, wird aber aus¬ 
drücklich hingewiesen, siehe Pincherlb 5, S. 294, Ziffer 16 . Dieser Fall ist dann 
in Pincherlb 9 ausführlich behandelt. 

** Ohne Beweis ausgesprochen bei R. D. Carmichakl: Summation of^func- 
tions of a complex variable. Ann. ol Math, (2) 34 (1933) S, 349^378 tS, 362], 

Satz 3 und 4 bei I. J. Schobnbbrg: On certain two-point expanslons of inte¬ 
gral functions of exponential type. Bull. Amer. Math. Soc. 42 (1936) S. 284—288. 
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VgL hierzu *2. 

•• Fhraqmäk 2, Thikji-toe J. 

Vgl. hierzu **. 

*2 Satz ist ausgesprochen in Dobxsch 11, S. 22, bewiesen ip Dobtsch \1, 

S. 9, !Ei^0note. In P6 i.ya 1 kommt der Satz nicht vor. In Polya I, S. ^85 wird 
ohne !Efeweis der Satz ausgesprochen, daß f($\ sich von s » oo aus in das ganze 
Außere von ft fortaetzen lasse (nicht daß dort konvergiere) und alle Jlapd- 
ppukte ypn ft außer ^en im Innern geradliniger Begrenzimgsstticke liegenden 
flhrgul&r seien, und erklärt, daß dies nur eine xieue Form des bekannt^u Resul- 
itotes tther dasBorelsche Suininabilitätspolygon seL Wie wir aber in § 5 Bedien werden^ 
ist nicht dieses^ sondern das Iimere seiner Fußpunktkurve mit dem Äußeren von ft 
äquivalent. I)as rührt daher, daß das Borelsche Integral (siehe § S)* durch einp 
gewisse, Transformation nicht in ß(f), sondern nur in einen SpezialfaH dayqn 
übergeht. 

2® PJe Grdße h (qp) ist, auch für den allgemeineren Fall, daß F in einem Wrnkhl- 
rapm re^är und vox^ wdUcher Ordnung ist; in der S. 5d zitierten Arbeit von 
LindblÖf und pHRAGMÄN (S. 391—406) eingeführt worden. Per Ansdroclc Indi¬ 
kator stammt aus Polya 1. 

^ Der Satz ist nur^eine andere Ansdrucksweise eines Resultates von Sbevant: 
Essai sur Jes säries divergentes. Thäse, Paris 1899, über ^ l^relsche Summa- 
hOitätspolygon (vgl. § 5). Siebe den Beweis in ^sbl 1, S. 171« 

^ Pie Untersuchungen von §§ 1 bis 4 lassen sich auf Funktionen übertragen, 
die auf der Riemannschen fläche des Logarithmus regulär sind, siehe Pflupeb I« 
Siehe ausführlü^ Parstellung in Borbl Pie Bqrelschen Unter- 
au<^ungen gehen bis ins Jahr 1895 zurück. 

2»^ Phrag^n j(. 

^ Wie das Bptebche Iptegral (3) aus dem Laplace-Integral durch Koppelung 
des Integrationsweges ents^t, ist in Dobtscu 17, S. 8 und S. IC^ dargestellt. — 
In I^cnBgLB 7, S. Sl6 wird irrtümlicherweise das Laplace-Integral mit festem 
teelien Intej^rionsweg als äquivalent mit dem Borelschen Intespral angesehen. 
Pfursdhe Fehler ist noch öfters gemacht Broggi. 1. 

^ pie Plslcussion dieses Falles ist neu. 

Pen Inhalt von I sicdie in Dpetsch IJ, S. 11, 12. 

In der Arbeit Rey Pastor 1, von der mir n^r ein Spnderabdmck ptae 
Jahresängäbe (vielleicht 1930?) vorliegt, wird ohne Ausführung dw Beweises 
auch der Satz ausgesprochen, daß das Borelsche Integral mit l^ebigum Inte¬ 
grationsweg In einem Kreisbogenpolygon konvergiert. 

^ Per Inhalt von II ist neu. 

piese Ableitung wird ln einer demnäclmt erscheinenden Afbeit gegeben 
werden. 

22 PonTSGR 19, S. 278--28Q. 

pics ist geschichtlich der erste exakte Satz über das Fouriersche Integral- 
theorenir Rr wurde aufgestellt und bewiesen in C. Jordan: Cours d*analyse II, 
1 . Aufli. 1883; 3. Aufl. 1913» Nr, 267. 

** Riri PiRicm.ZT selbst lautet die Bedingung so, daß f stücjnveise monoton 
sein sqf}. Pas ist aber im wesentlichen mit dem i^ter von Jprdan aufgestellten 
Begriff der beschiiuikten Variation äquivalent, da eine Funkripn yon bescbxänkter 
Variation die Pifferenz zweier monotonen Funktionen isf.. 

A. tlber die Gültigkeitsgrenzen für die Fouriersche Integnü- 

förmel. Math, Aun. 68 (1910) S. 367 —408. 

H. *Wbyl: Zwei Bemerkungen über das Fouriersche Integraltheorem. Jahnes- 
ber. PJ!d.V. 20 (1911) S. 129—141; siehe auch H. Hahn: Über eine Verallgememerang 
der Fourierschen Integralformel. Acta Math. 49 (1926) S. 3Ö1—353- 
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Siehe hierüber z. B. H. Hahn ; Über die Darstellung gegebener Funktionen 
durch singuläre Integrale,. Denkschriften Akad, Wien, math.-nät. Kl,, M ( 1916 ) 
S, :SS5—692. 

Die Charakterisierung der Gesamtheit aller involutorischen Transforma¬ 
tionen, deren Kern wie bei der Fourierschen cos- und sin-Transformatlon nur 
von dem Produkt der Variablen ;r und y abhängt, siehe bei G, N, Watson : General 
tranadorma. Proc. Lond. Math. Soc. ( 2 ) 15 (1933) S. l'56—199; neuer und ein&oher 
Beweis der Ergebnisse bei G. Dobtsch: Beitrag zu Watsons „General Transfor^ls'^ 
Math. Ann. III ( 1936 ) S. 226—241; vgl. auch G. Dobtsch: Zur Theorie der in- 
volutdrischen Transformationen (General Tranaforms) und der selbstreziproken 
Punktionen. Math. Ann. 111 (1937) S. 665— 676 . 

Diese Ergebnisse stammen von M. Planchbräl nnd E. C, Titchmabsh. 
Siehe die Darstellung bei Bochmer 1, S. Kap. 

Satz 2 , der, wie im Text gezeigt wird, eine unmittelbaxe Folge des Satzes 1 
[6.4] und damit des Jordanschen Satzes 1 [ 6 . 2 ] darstellt, wird bei Hahburgbr 1 
auf einem überflüssigen Umweg unter Benutzung des Jordanschen Satzes abgeleitet. 

Unter der engeren Voraussetzung, daB F {i) von beschränkter Variation ist, 
bei Haar I, S. 73 , 74 . 

^ Satz 1 ist (mit 17 > 0) zuerst von B. Bibmann : Ueber die Anzahl der Prim¬ 
zahlen unter eiüer gegebenen Größe. Ges. Werke, 2 . Aufl. 1892 , S. 145 — 155 , 
für den FaU, daß tp{s) eine H^lbebene absoluter Konvergenz besitzt und die Inte- 
grationslinie darin verläuft, bewiesen worden, allerdings nur für die spezielle Funk¬ 
tion log (( 5 ) und ohne exakte Qültigkeitsbedinguugen für das beim Beweis be¬ 
nutzte Fouriersche Integraltheorem. Nach mehreren Zwischenstufen ist die obige 
Formulierung von O. Perron in der unter zitierten Arbeit auf ziemlich kompli¬ 
ziertem Weg bewiesen worden. Daß der Satz nichts anderes als eine unmittelbare 
Folge des Satzes 2 . [6.5] ist, wurde von Hamburger 1 erkannt. Der Satz ist ein 
Musterbeispiel dafür, wie Sätze über Dirichletsche Reihen durch die Schreibweise 
als Eaplace-Integrale klar verständlich und leicht beweisbar werden. 

Wegen des Auftretens der Sätze dieses Paragraphen in der Literatur unter 
der Flagge der Mellin-Transformation siehe J 8 . 

Diese Transformation ist von Mbixin in zahlreichen grundlegenden Arbeiten 
studiert und auf die mannigfachsten Probleme der Analysis angewandt worden. 
Den Forschem Mbllin und Pincherlb hat die Theorie der Laplace-Transformation 
nächst dem Begründer Laplacb ihre größten Fortschritte zu verdanken. Mellin 
hat die Zusammenhänge zunächst an dem Spezialfall, daß 0 eine hypergeometri- 
sche Funktion und fp eine Gammafunktion ist, entwickelt. 

Mellin I, § 14; 5, § 7 ; 7, § 8 . Mellin benutzt bei seinen Beweisen haupt¬ 
sächlich den Cauchyschen Satz und die Cauchysche Integralformel in einer W^e, 
die schon Cauchy selbst durchaus geläufig war, ist aber nach seinen Angaben 
(I, S. 87 ) auf diese Verwendungsart durch eine Arbeit von Kronecker geführt 
worden. 

Diese Formel stammt von S. Pincherlb: Sülle funzioni ipergeometriche 
gonerallizäte. Rend. Accad. Naz. dei Lincei (4) 4, 1 ® semestro ( 1888 ) S. 792 —799. 
Sie spielt in der analytischen Zahlentheorie eine wichtige Rolle. — Die obige Her¬ 
leitung in Mellin 6, S. 7. 

Mellin 6 , S. 7. 

Melun 6, S. 8 . Die Fprmel findet sich zuerst in der unter zitierten Arbeit 
(S. 146) von Ribmann, der auf ihr seinen ersten Beweis für die Funktionalgleichung 
der t-Funktion aufbaut. 

Für die erste Formel siehe die unter zitierte Arbeit von Riemann, S. 147- 
Sie bietet die Grundlage des zweiten Riemannschen Beweises für die Funktional- 
gleichunjg der f-Funktion, der in den folgenden Zeilen des Textes wiedergegeben 
ist. — Die zweite Formel des Paares liegt dem Hardyschen Beweis des Satzes 
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zugrunde, daß f(s) auf der Geraden ^ —unendlich viele NuUstdlen besitzt; 

siehe G. H. Hardy; Sur les z^os de la fonction. f (s) de Riemann. Comptes Rendus 
Acad. Paris 158 (1914) S. 1012—1014 und Melxin II. Die Formel ist ein spezieller 
Fall einer allgemeineren, die in Meixin 3, S. 39 angegeben ist. 
w Mbllin 4, S. 21: 6, S, 7. 

•• Die Sätze dieses Paragraphen stammen aus Mbllin 13, § 4; vgl. auch 
Mbixin 12, S. 6. 


Satz 5 kommt in etwas allgemeinerer Gestalt schon vor bei F. Carlson : 
Sur une classe de sdries de Taylor. Thäse, Uppsala 1914, S. 58» Thöorfeme C. (Übri¬ 
gens hat Meixin 13, S. 27 weitere Sätze angegeben, die in anderer Richtung Über 
Satz S hinausgehen.) Den Spezialfall, daß f(s) als gifnze Funktion und 
vorausgesetzt wird, haben S. Wigbrt : Sur un th^or^me concemant les fonctions 
entidres. Arkiv för Mat.j Astr. och Fys. 11 (1916) Nr. 21 (CoraUaire 2, S. 5) — 

5X 

wird sogar q<-:r verlangt—und H. Cramär: Un th^orteie sur les sdries de Dirichlet 
2 


et son-appUcation. Arkiv för Mat,, Astr. och Fys. 13 (1918) Nr. 22 (S. 11) wieder¬ 
gefunden. Einen weiteren Beweis für den Fall = sr, der wie der Mellinsche auf 

der Betrachtung der Funktion q){s) = — und des Mellin-Integrals beruht, 

ßinffQ 5 

gab G, H. Hardy; On two theorems of F. Carlson and S. Wigert. Acta Math. 
42 ( 1920 ) S. 327 — 339 . Dieser Beweis läßt die inneren Zusammenhänge besonders 
deutlich erkennen. Hier wird nämlich für das integral 

f{s) 


1 

2ni 


I 


r*5z- 


smns 


ds =» 0[z) 


'J.—<00 


durch Residuenrechnung der explizite Ausdruck gefunden: 


“ /(l) w—/(2) Ol* + /(3) -1-. 


der das Identische Verschwinden von <h(r) in Evidenz setzt. Aus 

00 

0 

folgt dann das Verschwinden von f(s). 

Der im Text folgende Beweis ist hier neu hlnzugefügt. Bei Mbllin 13, S. 28, 
wird das Bestehen der Ungleichung für q>{s) nur behauptet, aber nicht bewiesen. 
Eine andere wichtige Klasse vön £-Funktionen, bei der die Idealforderung 
erfüllt ist, wird geliefert durch die Klasse £*(o, 00 ). Ihr entspricht genau die Klasse 
derjenigen f{s), für die 

+ 00 

J für ße>0 

— 00 


ist {M eine von / abhängige Konstante). Hierfür sowie für Verallgemeinerungen 
siehe Doetsch 30; vgl. auch Hille and Taharkin I, 2; Hille 1. 

Das Darstellungsproblem kann als eine Verallgemeinerung des Momenten- 
problems (Herstellung einer Funktion aus ihren Momenten) angesehen werden. 

1 

Setzt man F(— logz) = 0(;r), so ist /(s)=: f <P(z) dx. f{s) bedeutet 

0 

also die für alle Exponenten s —^ i gebildeten Potenzmomente von 0 (t) im Inter¬ 
vall (0, 1). Daher lassen sich vi^e Ergebnisse aus der Theorie des Momenten- 
Problems auf Laplace-Integrale verallgemeinern. Wir gehen dem hier nicht weiter 
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nack, weil diese Dinge eigciutlich in die Theorie des Laplace*Stieltjes>Integral 8 
gehören. VgLWinnBR 4. 

Füjxwara I, S. 379; kürzer und ühnlich wie oben im Text bewiesen bei 
Hambxtrgbr 2, S. 242. 

Satz und Beweis von Dobtsch, publiziert in CHüRCHttL 2, S. S69. Vgl. 
dazu die S&tze 1 und II in Fujiwaxa 1, dif aber unrichtig sind» weil beim Beweis 
eine Reihe nicht angeführter Voraussetzungen benutzt wird; ferner Taharxin 1. 

Pinchbrle S, S. S2. 

Post I; auf Lebesguesche und Stieltjessche Laplace-Integr^ Übertragen 
von WiDDBR 3» Part I. 

Trigomi 8 hat die Formel von Satz 1 dazu ansgenutzt» um bei einem be¬ 
kannten Paar von Funktionen jP» f für /(^) eine Grenzwertr^tion bei A 00 auf- 
zuatellen. 

70 Xhese Darstellung ist zuerst von H. vox Koch: Sur la distribution des 
nombres premiers. Acta Math. 24 ( 1901 ) $.159—1S2 angegeben und mit Erfolg 
zur Dntersuchung der (-Funktion verwendet worden» kurz danach auch von 
Melun 6. 

PhragmAn 2, S. 360. Die Formel wird hier nur für beschränkte F bewiesen 
und eigentlich nicht als UxnkehifoTmel aufgesteÜt» sondern nur als HUfsformel 
für den Beweis des Satzes 2 im Text. Daraus erklärt es sich» daß diese wichtige 
Formel bisher ganz unbeachtet geblieben ist. Man kaim aus ihr eine bisher unbe¬ 
kannte Formel für die Koeffizienten einer Dirichletschen bzw. Potenzreihe ableLten. 

Dieser Beweis ist von Phragmüh 2. 

^ Siehe z. B. R. Courant und D. Hiussrt: Methoden der mathematischeh 
Physfic. I. 2. Aufl. Berlin 1931, S. 79. Die Lf^ sind hier anders normiert. 

Dobtsch 27. 

^ Tricomi 2 mit etwas anderem Beweis. Vgl, auch Tricomi 4, Pxconb 4 
und Dobtsch 27. Formal ohne Gültigkeitsgrenzen wurde die Umkdirung der 
Laplace-Transformation durch eine Entwicklung naoh Laguerreschen Polynomen 
bereits durchgeführt von R. Murphy: Second memoir on the inverse me^od of 
definite integrals. Trans. Cambridge Phü. Soc. 5 (1835) S. 113 — 148 [S. 145]* 
Das Laplace-Integral tritt dort in MeUinscher Gestalt auf. Die Funktionen, nach 
denen entwichet wird, sind mit TJ» bezeichnet. — Ähnliche Entwicklungeii loach 
gewissen Polynomtypen sind noch öfters angegeben worden und sind ja auch s^ 
nabdiegend» jedoch fehlt es bei ihnen regelmäßig an der Angabe der Gültigkeits¬ 
grenzen» so daß es sich nicht verlohnt» darauf näher einzugehen. Zwei Methoden» 
die mehr auf die praktische Berechnung von JF(4 ausgehen» siehe in Picom fi. 

•• Churchill 2, S. 572. Der Satz kann als eine Präzlsiening des in der Elektro¬ 
technik oft benutzten Heavisideschen »»expansion theorem'* (siehe 24.1) abge¬ 
sehen werden. 

Zu diesem Beweis siehe für den Fall v « 0: Hamburgbr 3^ für bdiebiges.u: 
Dobtsch 22, S. 87. 

Die Formel und hinreichende Bedingungen bei Tricomi 7; exakte Gültig- 
keitsgienzen» aus denen sich die im Text genannten ergeben» bei Dobtsch 29, 
S. 306. 

Dobtsch 30» S. 282. 

Hinsichtlich der in 7.1 behandelten Umkehrformel ist das bei WiDora 3, 
4 geschehen. 

Dobtsch 25, S. 78. 

®^ Die Eigenschaft L {F'} « s £ {F} F(o) ist insofern für die Laplace-Trans- 
formation charakteristisch» als sie diese unter Hinzunahme gewisser, ztemlich 
schwacher Voraussetzungen eindeutig bestimmt; siehe Lbvi I. Vgl. auch PlN- 
cbbrle,2 und Martis in Biddau I. 
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Für X»-Funktioneii auf anderem Wege als invText bewiesen bei Dobtöch Z» 

S. 198. 

( 2 ) ist das bekannte Parsevalsche Integral, so genannt, weil es Parseval 
1806 (in etwas speziellerer Gestalt) verwandt hat. Es dient u. a. zum Beweis des 
Hadamardschen Kompositionssatzes über den Zusammenhang der Singularitäten 
von q> mit denen von 9 ?^ und vgl. J. Hadamard ; La s^e de Taylor et son pro- 
longement anal 3 rtique (Coli. Scientia^r. 12). Paris 190 I, S. 69 . 

V, Volterra: Le9ons sur les fonctions de lignes. Paris 1913; V, Voltbrra 
et J. Pi^Rics: Le^ons sur la composition et les fonctions permutables. Paris 1924« 
Der Fall, daß die ]^Dktionen nur von x — y abhängen, kommt bei Volterra als 
Fall des „cycle fermö'* vor (Chap. VII), 

Dobtsgh 6, S. 294. 

Es ist schwer festzustellen, wo dieser Satz zum erstenmal A^fgetreten ist. 
Er kommt unter verschiedenen Gestalten an folgenden Stellen vor: Tscheby- 
schbf: Sur deux thtorämes relatifs aux probabUit^. Acta Math. 14 (I 89 O/ 91 ) 
S. 305—315 [S. 309 ];. Borbl I, S. 131 (in der 1. Aufl. 1901 , S. 104); Caillbr 1; 
C. V. L, Charlibr: Contributions to the mathematical theory of statistics. Arkiv 
för Mat., Astr. och Fys. 8 (1912) Nr. 4; Hobh I, S. 323 . 

•7 Doetsch 2,^. 199 . 

Satz 3 bis 6 bei Doetsch 25; vgl. hierzu die auf Laplace-Stieltjes-Integrale 
bezüglichen Sätze bei Hille and Tamarkxn 3. 

®® Ambrio 1, S. 209* Satz 7 ist das Analogon zu dem Mertensschen Satz Uber 
Keihen, daß das Cauchysche Produkt einer einfach und einer absolut konvergenten 
Reihe konvergiert. Der obige Beweis verläuft in den Bahnen eines von Jensen 
herrühxenden Beweises des Mertensschen Satzes. 

Doetsch 25» S. 83. 

Ohne strengen Beweis bei Pincherlb 9. 

w* Der Satz stammt von Schneb, siehe das unter*^ zitierte Handbuch, S. 793; 
kürzerer Beweis bei E. Landau: Neuer Beweis des Schneeschen Mittelwertsatzes 
über Dirichletscho Reihen. Töhoku Math. J. 29 ( 1921 ) S. 125—130. 

In der auf MelHn-Integrale bezüglichen Gestalt bei Melun 6 , S. 41—44; 
es fehlt jedoch der Nachweis der Erlaubtheit der beim Beweis benötigten Integral¬ 
vertauschung. Daselbst auch mit analogem Beweis der weiter unten folgende Satz 2 

Doetsch 22, S. 94 . 

106 Dort wird gezeigt, daß die Riemannsche Funktionalgleichung aus der Theta¬ 
formel folgt; das Umgekehrte ist bei Hamburger 3 und Mbllin 14 durchgeführt. 
In der ersteren Arbeit ist auch noch die Äquivalenz mit einer anderen (weniger 
einfachen) Fotirier-Entwicklung sowie mit der Poissonschen Summationsformel 
nachgewiesen. 

106 Der Inhalt dieses Paragraphen stammt aus Dobtsch 22. 

Verallgemeinerung dieses Zusammenhangs auf einen allgemeinen Reihentyp 
bei Ballou I. 

Siehe G. N. Watson: A treatise on the theory of Bessel functions. Cam¬ 
bridge 1922 , S. 393 . Uic Formel ergibt sich sofort dun^ gliedweise Anwendung 
der Laplace-Transformation. 

109 Verallgemeinerungen von ( 3 ) und weitere ähnliche Formeln siehe bei 
H. Kobbr: Transformationsformeln gewisser Besselscher Reihen, Beziehungen 
zu Zetafunktionen. Math. Z. 39 ( 1935 ) S. 609—624. 

Diese Formel ist schon von N. Nielsbn : Handbuch der Theorie der Cylinder- 
funktionen. Leipzig 1904 , S. 336 auf anderem Wege gefunden worden. 

Siehe Watson, 1. c. S, 394. Auch diese Formd entsteht durch gliedweise 
Anwendung der Laplace-Transformation. 
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vr SDiese Formd ist ztusimuneh üiit ihrer Üiukebriiiig 

iü der "fheorie der Bessdiunktionen wohlbekannt. 


Der Beweis ergibt sich leicht anS der eiqdinteii Darstellung; für siehe 
^hicoMi 2, S. 234. Eine allgemeine B^^el fUt ein Produkt vöJi Laguerreschen 
#dlyiioihbn siehe bei K. Mayr: IntegraleigenschAften der Hermiteschen und 
t^erreschen Polynome. Math. Z. 29 (1935) S. S97--d04. 

Diese Formel kommt ohne Beweis vor bei K. Hxixb: On Laguerre's series. 
First Note. Proc. Nat. Acad. USA 12 (1926) S. 261—265. Der Beweis des Textes 
stammt von XrigOm 2 . 

Dobtsch ti , 

lis Tricomi 4; der Beweis im Tc^ ist votl Dobtsck 27, VetaÜgemeinerung 
mit derselben Beweismethode bei £Kb]fttvi 4. 

Beweis in'DoBTSCH 1$. Allgeideinere Formeln slhhe in der unter zitierten 
Arbeit von Mayr. 

Die Formeln rühren her von G. Szsod: Beiträge zur Theorie der Läguetre- 
aclm Polynome. Math. Z. 25 (1926) S. 87—llSi det Beweis des Textes von 
Tiucoift 2. 

Dobtscu 15. 

Die Formeln (5) bis (8) sind auf anderem Weg gefunden von F; TRicbiii: 
Sülle trasformazioni funzionali linmi commutabili ccm la derivazi(>ne. Comment. 
Math. Helv, 8 (1935/36) S. 70—87 [S. 82]. 

Die Theorie dieser Transformation ist entwickelt in £. Hills: A dass of 
xeciprocal functions. Ann. of Math. (2) 27 (1926) S. 427—464 und Doktsch 29; 
vgl. auch die unter zitierte Arbeit von Tricomi. 

Diese Formeln kommen schon bei Laplacb vor. Faßt man sie in der <yinen 

Formel 

ysT 

— 00 

zusammen, so ist diese der Spezialfall f «= 2 der S. 89» 90 bewiesenen Formel: 




• +00 


if 







Für den Spezialfall, daß s reell gegen 0 strebt, bei Hardy and Littlbwood 1, 

S. 27. 

1»* DOBTSCH 15. 

Weitere Anwendungen auf Dirichletsche Reihen siehe bei Dobtsch 15. 
Der dem Satz 2 entsprechende Satz für Potenzreiheii findet sich bei APRBLt: 
Sur certaines series mdonn5es par rapport aux puissances d*une variable. Comptes 
Rendus Acad. Paris 87 (1878) S. 689—692. 

^ Mit anderem Beweis bei Phichbrlb 8; der Beweis des Textes nach Schnbb 1, 
S. 92—94, 113; siehe auch den Beweis bei Haar 1, S. 82—84» 86. 

^ Haar I, S. 87* 

1*» Verschwindet F{<) außerhalb eines endUdhen Ihtervalles (a, b), und ist 
F(f) in (a, 6) beschränkt, so ist trivialerweise 

/(»)-o(^-^^) für »*>0. 
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Ist aber obendrein i5*{<) in (ö, h) von beschränkter Variation, so kann man zeigen; 

fürÄs^O, für ^s^O. 

Siehe das Lemma S. 198 und die in anderem Gewand auftretenden Unteisnchimgen 
in dem unter ’ zitierten Werk von PoiNCARi, S. 204—^209. Zu diesem Fall des 
Laplace-Integrals mit endlichen Grenzen vgh auch Tttchmarsh 1. Das Hauptziel 
dieser Arbeit ist Übrigens die Abschätzung der Nullstellenanzahl von f(s), 

180 pflr den Spezialfall, daö 5 reell gegen 00 strebt, bei Hardy and Litxle- 
WOOD I, S,27. 


Einen Spezialfall dieses Satzes mit einer überflüssigen zusätzlichen Voraus- 
Setzung Über das Verhalten von F{£} für f ^ 00 siehe bei Tkicomi 1 . 

Nähere Angaben Über den Satz mit der Voraussetzung o von Tauber 
(1897), mit Ol von Hasdy und Littlbwood (1914) und Über eine Zwischen¬ 
stufe mit von Littlewood (I9il) siehe bei E. Landau: Darkellung und Be¬ 

gründung eiülger neuerer Ergebnisse der Funktionentheorie. Berlin 1916, 3. Kap. 

w* Diese Mittel sind, auch für nichtganzes k, systematisch untersucht in 
G. Dostscn: Eine neue Verallgemeinerung der Borelachen Summabilitätstheorie 
der divergenten Keihen. Dissertation, Göttingen 1920, 56 S. 

^ Karamata 2, S. 28. Hier wird übrigens q{x) nur als Riemann-integrabol 
vorausgesetzt, jedoch wird der Beweis, der den Erörterungen oben im Text hinter 
Formel (i) entsprechen würde, nicht im einzelnen ausgefOhrt. 

185 Nachdem Landau 3 und 4 die Analoga zu den Sätzen von Tauber und 


littlewood für Potenzfeihen mit a» == 0 bzw. 0 j bewiesen hatte (siehe 
wurde das Analogon zu dem nach damaligen Anschauungen sehr tief liegenden 


Satz von Hardy und Littlewood für Potenzreihen mit Ol j von Doetsch L 

§ 3 bewiesen. (Das Laplace-Integral wird in diesen Arbeiten in Meliinscher Gestalt 
geschrieben.) Es ist das der Satz 4 oben im Text. Der Beweis stützt sich wie im 
Text auf den Pall y = 1 von Satz 3. Dieser Spezialfall y ~ i wird in Doetsch 1, 

§ 2 mit Hilfe der von Hardy und Littlewood geschaffenen, sehr komplizierten. 
Hilf^ttel geführt, der allgemeine Fall y > 0 wäre ohne neue Schwierigkeiten 
genau so zu erledigen. — Sodann wurde Satz 2 für L (;)r)» 1 von Hardy and 
Littlewood 1 bewiesen, und zwar nicht direkt, sondern als Folgerung aus einem 
analogen Satz über die Stieltjes-Tmnsfonnation. (Daß letzterer tungekehrt auch 
au^ den beiden Teilen von Satz 2 folgt, zeigte Doetsch 13.) Danach gab SzAsz 1 
nochmals einen Beweis der JBAlfte des Satzes 2 mit die sich auf s 0, 

00 bezieht, aber nur für den Spezialfall y ^ 1, F(t) monoton (vgl. hierzu den 
Zusatz zu Satz 2 im Text); er verläuft in den Bahnen des Beweises in Doetsch 1. — 
Angesichts der Kompliziertheit all'dieser Beweise bedeutete es eine große Über¬ 
raschung, als Karamata zunächst für Potenzreihen (Über die Hardy-Littlewood- * 
sehen Umkehrungen des Abelschen Stetigkeitssatzea. Math. Z. 32 (1930) S. 319 
bis 320) eine ganz einfache Beweisführung angab, die sich sofort auf Laplace- 
Integrale übertragen^ließ, siehe Karamata 2, und die oben im Text (Satz t und 2) 
dargestellt ist (für Laplace-Stieltjes-Integrale vgl. auch Karamata 1). Satz 2 ist 
von Karamata 2 und 4 in Kichtung eines Satzes von R. Schmidt über Potenz¬ 
reihen (Über divergente Folgen und lineare Mittelbildungeu. Math. Z. 22 (1925) 
S. 89—152 [§ 15]) verallgemeinert worden. Ferner ist in Karamata 3 ein weiterer 
Beweis, der auf einem Stetigkeitssatz des Momentenproblems beruht, für diese 
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Varallgememerang angegeben worden. — Eine weitere Beweismethode für Tanber- 
8che Satze, die auf ganz anderen Prinzipien beruht, wird in iO.3 vorgeführt. 

Für den Fall, daß F die Ableitting seines Integrals ist, sind die beiden 
Hälften des Lemmas bewiesen in DoBrscH 13, S. 153 und 1, S. 70« 

Hardy and Littlewood 1, S. 33 nnd Dobtsch II, S. 148, 150» 

Dobtsch I. 

1®* Dobtsch 13, S» 148. 

Bei Landau: 1. c. S, 874 wird bei dem dem Satz i des Textes entspre* 
ebenden Satz noch /(5) »O ([3 4*) Konvergenzgeraden vorausgesetzt, bei 

G. H. Hardy and J. E. Littlbwood ; The Riemann zeta-function and the theoiy 
ofthedistribution ofprimes. Acta Math. 41 (191S) S* 119—196 noch 

^ Der Satz wurde von Ikbhara 1 für Dirichletsche Reihen mit einer von 
N. Wiener geschaffenen Methode bewiesen und dann von Wibmbr 1, S.,44 auf 
Laplace-lntegrale übertragen. Vereinfe^hung des Beweises von BoChnbr 2. Der 
Satz von Ikehara-Wiener bezieht sich auf Laplace-Stieitjes-Integrale, wir über^ 
tragen ihn und seinen Beweis auf Laplace*Integrale. Der Originälfassung würde 

i 

es entsprechen, daß wir F (1) nur als positiv voraussetzten und nur J F (r) 4 t 

behaupteten. Wir setzen F(t) obendrein als monotoh voraus und können dann 
sogar behaupten, ln dieser Fassung rdcht der Satz auch noch für 

die wichtigsten Anwendungen, z. B. auf den Primzahlsatz, aus, und man hat den 
Vorteil, den Beweis von Gleichung (4) an wesentlich abküxzen zu können, wie es 
Landatt 5, S. 520 gezeigt hat. 

Der Inhalt des ii. Kap. stammt aus Dobtsch IS. 

SCHKBB 1, § 1. 

PoincarA i, § l; siehe auchH. PoincarA: Les mdthodes nouvelles de la 
m^canique cdleste. II, Chap. VIII. Paris 1893. 

Das Laplacesche Problem ist in der literatnr sehr oft behandelt worden, 
die Tragweite dieser Untersuchungen ist infolge der wechselnden Voianssetzungen 
recht verschieden. Wir nennen nur die wichtigsten Etappen. In Lablacb 1, 
2* Partie, wird auf einem nach heutigen Begriffen uustatthaften W^ ein Nähemngs.' 
ausdruck für das Integral abgeleitet. In PoincarA 1 (1886) werden Integrale der 
Laplaceschen Art, die gewissen Differentialglelchnngen genügen, in asymptotische 
Potenzreihen entwickelt. In dem unter ^ zitierten Werk, Chap. XII, leitet Poin- 
carA 1895 für das Integral einen Näherungsausdruck her, der Beweis ist aber falsch, 
vgl, Der erste, der eine einwandfreie und aJlgemehie asymptotische Potenz-; 
entwicklung aufstellte, scheint Pikcbbrlb 7 (1904) gewesen zu sein. Er'gewinnt 
elegant ans dem Gesetz lila: 

und der Bemerkung, daß jede Laplace-Transformierte für s op gegen 0 strebt, 
die Helation: 

für *-.oo. 

Dieses Ergebnis, dessen Voraussetzungen leicht zu präzisieren wären, scheint aber 
von den späteren Bearbeitern, deren Resultate teilweise weniger besagen, nicht 
beachtet worden zu sein. 1917 gab O. Pbrron: Ober die näherungsw^e Berech¬ 
nung von Funktionen großer Zahlen. Sitznngsber. Münchn. Akad. 191 7* S. 191—^219 
die Entwicklung vermittels komplexer Punktionentheorie. Auf anderem Wege 
leitete sie 1922 Watson, 1.c. S.236, Haar 1 (1926) und Wintner 1 (1928) 

ab. Alle diese Darstdlungen unterscheiden sich auch in den Voraussetzungen, 
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Öäs iLllgeiiieinste RöBültat» i^gleicii mit ddol dthi^iisten Beweis^ Ivurde in Döetsc^ 
14 S- ä43—äÜi, errticht. Es ist d^ Öatz i des Textes. WiENÄk 1 

9^ 60^2 niid WiNtNER 4 (1934) hai>Öh unter sj^deÜeren Voraussetiniligön 
Öi^eise gegeben, die in Ähnlichen äahnen vne der in iDoBtscH 1 verlaufen. 

iA6 t*otwcÄÄÄ I ist eine äö^ptotjache totenzreihe^ die erst mit eideiii 
tidhei^n&iii^ äiä anfängt, glifeiwieise iütegriwbar, dagegeh i. aÜg. nicht düfereh- 
dlgfbalr. 

^49 Binen jspezielieren Satz ^i^e in WiKihmk 3. 

^ Die folgende. Herieitung ist in DOBTSdn 24 angegeben. 

i** Die StitÜngsche Keihe wüide zuerst vbn T, J. Stieltjes: iSür le ddveloppe- 
naent de log/^(a). J. de Math. (4) 4 (l489) exakt und in vdller AÜgemeinheit her- 
gäeitei;. baö sie in der ganzen Ebene auöef der i^gativ reelldn Achse gilt ühd 
dag ^bh das Bihetsche Integral dutcH Drehung des Integraübnsweges in denselben 
Deteiiidl fortaetzen läßt, wrde zuerst voit BlEijür 4, Si 42—47 für die Reihd und 6, 
S. 4$ fCit des Sinetsche Integral gezeigt. Mellin leitet die Stolingsche Reihb auf 
kcrtnpliäei^erein Weg als im Text durch indirekte Abelsche Asymptotik ab. 

Diese Hcrleitung der asymptdiischen Entwicklung für dürfte Üeu 

und lugieich die prinzipieU einfachste sein. 

Vgl. auch die nach dem gleichen Prinzip hergeleitete Entwickltlilg der 
andebsn Zyiiüdezfunktidnen ür^(s) uhd t^{s) bei Fischer I, S. 30—34. 

DoEtScH 14, Ä ä84. 

DoEfscH IS,, S. 287 —^ 289 * 

IM Mit Hilfe vpn Satz 2 läßt-sich den formalen Entüdcklungen in BERKnTEiN 2 
ein realet tTntergrüiid getfeä. 

Die ausführliche beschichte des Primzahlsatzes siehe in Landau; 1. 

S. — Die ivesentliche Vereinfaehung des im Text gegebenen Beweises be¬ 

steht dntin, daß ^ den Satz i t^ü.S] benutzt, der von der beteiligten Funktion 
. f{s) nicht (he Schwierig zu veiifizierenden Abschätzungen auf der Geraden 9t s » i 
verlangt, die ln den unter genannten Sätzen« aüf dib man bisher den Beweis 
des Prhnzahlsatzes stützte, als Voranssetzungeü Vorkommen. — Der $ 3 des 
Teji:teZ bis zürn Beweis von Satz 2 folgt der Darstellung ia Landau 5. 

Alle bishetigen Beweise des Primzahlsatzes kommen ohne komplexe Funk- 
ttonentheorie nicht ans, die Wege über die reelle Analysis führen nicht bis zum 
Priinzahlsatzheratti Als „atsschreckendes Beispiel'* sei folgendes erwähnt: J. Kara- 
MAfA.haf init eletnentaren Mitteln, Tiftmiirh nn gwft.Tir denselben wie bei Satz 1 
[10.2] folgenden Satz bewiesen (Sur certains ^Tauberian Iheorems» de M. M. 
Hardy et LitÜewood. Mathwnatica (<5lüj, Rumänien) 3 (1930) S. 33—48 [Thdoräme 
Ilt, S. 47]): Es sei eine Folge von Zahlen mit den Eigenschaften 

■ I « ■ 

(a^i) 

rTö ß^o 

und in z^ 1 eine Funktion f{x) von beschränkter Variation gegeben, die im 
Falle er =* 1 in ;tr = 0 stetig sein soll (eine a. a. O. nicht angegebene Bedingung, 
die aber in dem beim Beweis benutzten ThÄwfeme I vorkommt). Gilt dann für 
irgendeine Folge s®, -4io Relation 
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eo gilt auch 


- >^s für oo. 

»-0 

Setzen wir p^^Oi ~ (i^= 1)» so ist und 

n 




n — v+i 




/iwml y-il 


(» + i) log 1 » — 1f, 


mithin 


«k 2 ' 


Es ist also hier ap= 1. WftUen wir nw,. s, = 0, s, = -dW, so kann die im Text 
elementar bewiesene Relation «««logx so geschrieben werden: 




itr? _ 

2^’ 


Mit der in ;r *= 0 stetigen Funktion von beschränkter Variation f(x)mx bekonunon 
also nach dem oben zitierten Satz: 


_^ 1. 

~ n ““ n 

^ f n 




Das ist der Primzahlsatz, für den wir damit einen ,,elementaren", d. h, von kom-' 
plexer Funktionentheorie vöUig freien Beweis hätten. Leider ist aber der Beweis 
von Th4oräme IH der Karamataschen Arbeit, bzw. der des Thdoitme II, aus dem 
HI gefolgert wird, gerade in unserem Fall falsch. Es wird nämlich dabei 
die dortige Gleichung (itO dividiert; was voranssetzt, daß deren rechte Seite *r 0 
ist. Diese ist aber im Falle er« 1 gleich /(O). Th^or^me II bzw, III ist also bei 
er c= 1 nur richtig für / (0) =|= 0, und diese Bedingung ist gerade für f(x)ssx verletst. 

W Pie Asymptotik der Mcllln-Transformation ist von Mblun schon früh 
und in vielen inhaltsreichen Arbeiten ausgenutzt worden zur Erforschung des 
asymptotischen Verhaltens von einzelnen Funktionen und allgemeinen Funktionär 
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Idassen«. z. B. von 


/*■ 


(»+«)* 

V{S)d£mitV[»)=‘ 


und 


nm6 


e «-0 




für x~^0, von 


(worin für « » 0 die Stirlingsche Reihe für 

log jT {x+i) enthalten ist) in Mbllin 3, letzteres nochmals in Mbixin 4 , § 2 , S. 9; 
00 

ferner von 27 (i+ von log 27 (jp), wo 27 eine sehr allgemeine Klasse von 

ganzen Funktionen darstellt, in Msllin 4, S. 40—44, 46, 47; von einer großen 
Anzahl zahlentheoretisdi wichtiger Funktionen in Meixin 6* Bas Verhalten von 
Thetofnnktionen hei Annühemng an einen Punkt der amgulüren Linie ist unter¬ 
sucht in Mbujn 11 und 14. 

^ Mblun 12 und 13, § 3* 
w» MBixiy 13, §H. 

Mbixin 6, S. 46, 47 vnd 13, S. 92, 93* 

161 Wegen allgemeinerer Sätze Über die Stidij68>Transfonnation vgl. A. Wint- 
nbr: Spektraltheorie der unendlichen Matrizen. Leipzig 1929 , S. 91 flg., üisbes. 
S, 101, 102. 

^6* Über den Integrallogarithmus vom Standpunkt der Laplace-Transformation 
aus siehe Pxnchbiob 13. 

166 Die Methode dieses Paragraphen ist (unter etwas spezie^eren Voraus- 
.Setzungen) von Haar 1 ausgearbeitet worden, und zwar in engster Anlehnung 
an die von G. Barboox: M 6 moire sur Tappraximation des fonddons de trhs grands 
nombres et sur une classe dtendue de ddveloppements «en s4rie. J. de Math. (3) 
4 {1^78) S. 5—56, 377—416, entwickelte Methode zur asymptotischen Abschätzung 
von Folgen ; Man bildet die erzeugende Funktion 9 (r) » 27 % (das entspricht 
der Zuordnung von f[s) « iB{2^ zu F). Hier verfügt man über die stc^ gültige Um¬ 
kehrformel 

ff(t) 


2ntJ , 


r«»:. 


wo das Integral über einen Kreis |(| b r zn erstrecken und r kleiner als der Kon- 
vergenzradins 2? der Reihe g? ist, so daß man schreiben kann; 

2» 


1 

' 2n* 




Nach dem Riemannschen Lemma güt also: für ii'->’Oo. Die Grund¬ 

idee dieses Verfahren kommt übrigens'schon bei Laplace und Cauchy vor. Bei 
Darboux werden nun, wie das im Text analog bei f{s) geschieht, die lündsiugula- 
zitäten von gp (z) durch subtraktiv hinzngefügte Funl^onen entfernt, worauf man 
mit r bis zu 2? und darüber hinaus Vordringen kann. Eine Verschärfung wird 
dn^ Betrachtung der Ableitungen erzielt (analog oben im Text). — Diese Ideen 
sind, wie 14 .I zeigt, bereits seit 1898 von Mbixin, anscheinend in Unkenntnis 
der Darbouxschen bzw. der noch älteren Arbeiten, für die Mellin- und damit für 
die zweiseitig unendliche Laplace-Transformation s^bständig entyrickelt worden. 
(Nach einer Angabe in Mbixin 12 ist für ihn der Mittag-Lefflersche Satz über die 
Darstellung meromozpher Funktionen der Ausgangspunkt gewesen.) Die Ein¬ 
führung der Ableitungen zur Verfeinerung der Abschätzig kommt bei Mbixin 13, 
S. 17> 64 auch vor. Der Verschiebung des Integrationsweges über die Singrdaii- 
täten hinweg bei Mellin entspricht die Subtraktion der singulären Bestandteile bei 
Darboux-Haar. Allerdings ist zu bemerken, d^ jene Verschiebung nur über Singu¬ 
laritäten hinweg stattfinden kann, in deren Umgebung die Funktion eindeutig ist. 
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Eine leichte Erweiterung der Ergebnisse dieses Paragraphen siehe bei 
UuMi 1, ein verwandtes Resultat bei Sutton l. 


Haar l, S. 91— 94 . An neuen Ergebnissen wurde mit der Methode von 

00 

14.2 erreicht: Die asymptotische Entwicklung von J> -- für / im 1. und 4. Qua- 

n\n 

X n-i 

dranten, sowie von / (p{z) dz durch Haar l, S.95—98, 104—106; derMittag- 

0 

Lefflerschen Funktionen Ef^(t) durch Lipka 1. 

1 «« VON SXACHd I, S. 114—117- 

Diese Erkenntnis ist auch in der neueren Literatur der Operatorenrechnung, 
wenn auch in unexakter Form, durchgedrungen, siehe A, Pleijel: Über asympto¬ 
tische Reihenentwicklungen in der Operatorenrechnung. 2. f. angew. Math. u. 
Mech. 15 ( 1935 ) S. 300—304. ^ 

Die Methode der Laplace-Transformation ist bei linearen Integralgleichungen 
vom Faltungstypus in einem Spezialfall zuerst von Herglotz 1 angewandt worden. 
Ein weiterer kurzer Hinweis darauf, daß die Laplace-Transformation die lineare 
Integralgleichung vom Faltungstypus in eine algebraische Relation übersetzt, 
findet sich bei Bateman: Report on the history and present state of the theory 
of integral equations. Report of the eightieth Meeting of the British Association 
for the Advancement of Science (Sheffield 1910 ). London 1911 » S, 345—424 
[S. 393]. 

Paley and Wiener I, Theorem II. 


1*^0 E. Bkltrami : Intorno ad alcuni problemi di propagazione del calore. Met. 
Accad. Bologna (4) 8 ( 1887 ) S. 291 — 326 . Hier wird die Integralgleichung durch 
sukzessive Approximation gelüst. 

E. Cbsaro: Sopra un equazione funzionale, trattata dalBeltraini. Rend. 
Accad. Napoli ( 3 ) 7 (1901) S. 284—^ 289 . Übersichtlichere Gestaltung der Beltra- 
mischen Lösung. — Lösung vermittels der Laplace-Transformation in Bernstein 2, 
S. 43*~46. 

172 "Wiederholt ist in der Literatur, z. B. bei Fock 1, Kermack and McKen- 
DRicK 1, behauptet worden, die Lösung von ( 1 ) lasse sich auf Grund von ( 3 ) ver¬ 
mittels der komplexen Umkehrformel in der Gestalt 





x-^ioo 


g{s) 

I-Ä(S) 


ds 


darstellen. Das ist unberechtigt, da diese Umkehrformel an Bedingungen geknüpft 
ist, deren Erfülltsein hier nicht nachgewiesen werden kann. Auch die etwaige 
Konvergenz des Integrals berechtigt noch nicht zu jenem Schluß, vgl, im Text 
S, 89 . Dagegen kann man für spezielle Funktionen g(s), k(s) u. U. gelegentlich 
auf Grund von Satz 2 [6.10] die Darstellbarkeit von F(#) in obiger Gestalt behaupten. 

Dobtsch 10, S. 788. Bei Fock 1 wird die Hilfsgleichung üT # benutzt; 
hier ist zum Schluß eine xti/simalige Differentiation nötig. 

Integralgleichungen von dem in § 1 behandelten Typus sind außerordent¬ 
lich hünhg, meist nach sehr umständlichen und oft mathematisch nicht einwand¬ 
freien Methoden behandelt worden. Vielfach handelt es sich um Verallgemeinerungen 
der Abelschen Integralgleichung, siehe § 3« Es ist unmöglich, auch nur einen Teil 
dieser Literatur zu zitieren. Als Beispiel sei verwiesen auf E, T. Whittaker : 
On the numerical solution of integral equations. Proc. Roy. Soc. London (A) 
94 ( 1918 ) S. 367 — 383 . — Ein Beispiel einer Integralgleichung erster Art, die mit 


DoetKh, Laplace^Trantformatioa. 
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I^aplace-Transformation, aber in einer anderen Art als oben im Text gelöst wird« 
sii^ in Dqbtsch 9. 

X 7 d DoBTSCH 2, § 2 , 3 . — Die Behandlung der Integralgleichungen vom Faltungs¬ 
typus vermittels der Laplace-Transformation steht in einem gewissen Parallelismiis 
i^u der Volterraschen Behandlung von Integralgleichungen mit variablen und mit 
festen Grenzen vermittels der- Kompositionstheorie« siehe V. Voltbrra: 1. c.^ und 
Le 9 on 8 sur les aquatiöns integrales et les ^quations intagro-difförentielles. Paris 19i 3* 
Wegen des Zusammenhangs der beiden Theorien siehe Bernstein 2« S. 38 —40. — 
Übrigens lassen sich Integralgleichungen vom Faltungstjrpus« aber mit festen 
Grenzen« ganz analog wie im Text die mit variabler oberer Grenze erledigen« wenn 
man statt der Laplace-Transfonnation eine geeignete andere Transformation« die 
««endliche Fourier-Transformation“ anwendet. Siehe hierzu G. Dobtsch : Integra¬ 
tion von Di0erentialgleichungen vermittels der endlichen Fourier-Transfonnation. 
Math.Ann. 112. (1935) S. 52 — 68 . 

17S Daß f^,( 0 « 1) Sb quadratischen Integralgleichung genügt, wurde zuerst von 
F. Bernstein ; Die Integ^gleichung der elliptischen Thetanullfunktion. Sitzungs- 
ber. Berl. Akad. 1920 « S. 735 —747 durch Ausrechnen gefunden. Die Behandlung 
der Integralgleichung durch Laplace-Transformation siehe in Bernstein 1. Die 
darin enthaltene Tatsache« daß die Gleichung unendlich viele Lösungen bat« wurde 
zuerst von G. Dobtsch bemerkt. — Die Integralgleichung stellt einen Spezialfall 
einer allgemeineren Gleichung dar« die eine einfache wärmetheoretische Deutung 
zuläßt« siehe Dobtsch 20, § 5 . 

Ein Beispiel siehe in WmNBR und Hopf I. 

1 N. H. Abbl; Solution de quelques problömes k Taide d’intdgrales ddfinies, 
und: Resolution d'un problöme de mecanique. (Euvres compietes« Nouvelle ddition« 
11, Nr.II S. 11 —^27 und Nr.IX S. 97 —lOl. Historisch ist^die Abdsche Integral¬ 
gleichung die erste« die als solche aufgestellt und auch wirklich gelöst wurde. Die 
Umkehrung der Fourier-Transformation stellt zwar ein noch früheres Beispiel dar« 
doch wurde das damals nicht im Sinne der Lösung einer Integralgleichung auf¬ 
gefaßt. — Die Lösung der Abelschen Gleichung vermittels der X-aplace-Transforma- 
tion siehe in Dobtsc^ 2« § 4- Eine sorgfältige Diskussion der Abelschen Gleichung 
unter Zugrundelegung Lebesguescher Integrale und mit besonderer Berücksich¬ 
tigung des Problems der Tautochrone« durch das Abel auf die Gleichung kam, 
siehe bei L. Tonbllz: Su un problema di Abel. Math. Ann. 99 ( 1928 ) S. 183 —199* 
17® Diese Gestalt der Lösung findet sich bei R. ROthb: Zur Abelschen Integral¬ 
gleichung. Math. Z. 33 (1931) S, 375—387 [S. 376 ]. 

^®® Diese Gleichung ist nach einer anderen Methode und unter Zugrundelegung 
Lebesguescher Integrale« bei denen die Aussagen einfachen werden« behandelt von 
J. D. Taharkin: On integrable Solutions of Abel's integral equation. Ann. of Math. 
(2) 31 ( 1930 ) S. 2 f 9 —^ 229 «* dann von R. Rothb: 1. c. dessen E^bnis unter Nr. 2: 
sin ßn 1 

0{f) SS :-aber offenkundig unrichtig ist. Für = 1 , 2 , ... wäre 

das nämlich 0 und für die Übrigen 0 nicht integrabel. Der Fehler im Beweis 
besteht darin« daß die Formel ~ ^ * (1.c. S. 378 ) auch 

für ganzzahlige.n > in Anspruch genommen wird« wo sie sinnlos ist. Auch die 
Nr. 3 und 4 sind mit Fehlem behaftet. 

181 Das Wesen dieses Begriffs wurde bereits von Laflace I« S. 1—6 recht 
klar erkannt. Er weist darauf hin, daß man die Potenzen auch zunächst nur 
für ganzzahlige Exponenten n definiert habe (Descartes) and dann später’ für 
gebrochene n (Newton und Wallis). Nun hat schon Lbibniz manche Analogien 
zwischen Ableitungen und Potenmn- bemerkt« z. B. bei sriner Differentiations- 



Aniaerkui^g^l). 


m 


n 

(/ • ^ > <«* 4ip voaxi 8yn^boU8(!^^ (/+(r)** sclttpthe« kgim, 

« »"«O 

pc^ua Ausfüllung die Exponenten durcii Qifferpntiationsüidi^es 
w Analogien sind vor allem von Lagrangb weiterverfoigi; wpt^dnn. '\V]le sp];iQn, 
2^ Rapitel des Textes nusgeführt, büdet bei Taplace einen Hauptgmnd itx di# 
lül^^ng-seiner fonctipn gdn^trice das Bestreben, diese Analogien nn( elpe 

_ ^ Gwndlage zu stellen, und zw^r dvac^x A'^Mdung Fn^rtipn^n^ 

^^e^enziert -werden, auf andere, bei denen die piÄerent^idonnn aipfe in Mnl^* 
^l^tionen mit Potenzen spiegeln. Er s^gt (}^ S, 6 ): Ia 4^« fonctiops 

^n^trices dtend k des caract6ri^ques quelcpn^ues (gemeint sind Bifferenzen-r 
||nd Pifferentiationssymbole) Ja nota^on cartösienna; eile montie en tpmps 

jiypp ^vidence Vanalogie des puissances et des pp^tlons indiqu^es pn? ces pars^^T 
pstjqnes. — Seit Laplace hat sich über den Begjti^f der piffmntintion und Intet 
g^f^nn n^tganzer Ordnung eine unübersehbare lif^erütur gebildet, ohne deS es 
gelungen wäre, alle Fragen restlos zu Wären, — Vgt auch*^*. 

Diese Definition wurde gegeben von B. Rieiüiakk; Versuch einer nUgemeinen 
Aqffnesnng der Integration und Differentiation. GeSi Weyhe, 2, Allflr 1892| 9t SJ? 
IdS 3ft5. An diew Arbeit sowie an eine von J. Liootim-b: gut ln calpul 4«® 
ll^n-lii^es 4 indices quelconques. J, fic. Polyt. 21. cah.» M (1832) S. ft—16?» dte 

g^ti^g Entwicklung meist angeknüpit, weshalb die Anleitung niehtgnnyey OydW^ng 
nneh ijflÜtomann-Lipuvülesche Derlvierte** genannt wiyd. 
m DoBTscn % S. 572. 

Dieses Beispiel wird unter Verwendung der Operatorensprache hehai^elt 
bpi H. T. Davis: The application of fräctional operatprs tp functipnal equations. 
Amey, J, of Math. 4? (1927) S. 123—143, die Lösung ist aber unvpHstfMidig (es 
f^t i|pr mit a multiplizierte Summand der Lösung pben im Te^). . AEf? sndwn 
dprt h^hqndelten Gleichungen, die teil^ise nicht kprrekt behandelt werdet feflseft 
sich ebenfalls mit der Laplace-Transfpnnation vqUstfthdiger und hb^siÖiltMPhef 
lösen. 

'W Vgl. damit auch die vpn Volteuu/v: analog vermittels dW RPWpP»- 

tlnnstheotie (vgl. V») abgeleiteten Additionstheoreme. Er nennt sin (PpnctlPhS 4? 
lignea S. 157) ,.la propri6t4 la plus pach6e et In plus importante de| BolntiPns*'t 

Zuerst aufgesteUt von E- CesA. 110: Sur un prabl^mo. de prppagfttlp^l 4 p, Jft 
chaleur. Bull. Acad. Brux. 1902, S. 387—404; mit EäplacerTinnÄqrinstipfl 
^esen bei Bernstein 8, S. 48. 

m Formel (2) und (3) bei Doetsch 2, S, 206, 207- Pip Antgnbe, EW*tiPW“ 
Paare Ft(jf) zu bestimmen, die der Gleichung Ft^i genfigPfl» fet Ypn 

SoNrNn« Sur la g^nöralisatiqu d*une fpymnle d'Abel. Apta Math* 4 (1^84) 8:111 
bis lfd im AnschluB an <iie Abelsche integralgletchung ln gPhPPWPn 

-nrorden. Sein Verfahren lief^ aber nur solche J-^*^8en? die YPfi dpi SPStalt 
■Fl0 • ganze Funhtiou, F,{/) = ^• ganze FunhtlPhi 

f+ g Wl sind. Die im TeW: unter (2) nnd (3) gegebenen Lösungen laHen WSft 

darunter. 

18® POETSCEf 8. 

W Fprmel (4) bis (8) in Doetsch g. . , 

W Eormei (lO) ist in Doetsch 24, S, 621 auf gan* a^Sresa WS8® sbgeSeltet, 
vgl. 25.2 (4). 

Von den unter den Af*, m enthaltenen Funktionen wurden zuerst die Serinite= 
sehen Polynqme von Doetsch nach der Methode des Textes behandelt» 4®^ ^n 
Analogie dazu .die I^guerreschen Polynome yPh TnmoMi, schliegheh die 
selbst von Brd^lyi; Einzelangaben siehe unten. 

Erd^lyi 2, S. 131, 132. Die Laplace-Transformierte des Produktes vw 
mehreren Mk,m siehe bei Erdälyi I . Vorher war schon die Läplace-Transformierte 

• 27* 
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des Produktes von zwei Hermiteschen und zwei Laguerreschen Polynomen bestimmt 
worden bei Doetsch 15 und BCayr: 1. 

1®» Erdälyi 2, S. 135. 

1®* Tricomi 3i S* 335. 

1®® Tricomi 3, S. 335. 

^®® Dobtsch 15, S. 594. 

1®’ Formel (6) und (7) bei Doetsch 15, S. 595- Die Funktionen 0 sind 
natürUch nicht die einzigen, die die Eigenschaft (6) haben, denn z. B. die Funk¬ 
tionen V fl besitzen sie auch. Bemerkenswerterweise ist aber (6) doch 

zusammen mit der linearen Transformatioiiseigenschaft 

=*,,(■*.<) («>o) 


für die fl bis auf triviale Faktoren charakteristisch, wenn man nur Ü-Funk- 
tionen zur Konkurrenz zuläBt. siehe Dobtsch 21. 

1®* Für diese Formeln siehe Watson: l.c.^®®, S,384flg„ wo auch die Herkunft 
angegeben ist. 

1®® Als erster hat Pinchbrle 2 die Besselfunktionen systematisch vom Stand¬ 
punkt der Laplace-Tranaformation aus untersucht, doch handelt es sich da nicht 
um Funktionalrelationen, sondern um die Korrespondenz zwischen Funktionen, 
die linearen Differentialgleichungen genügen (wofür die Besselfunktionen ein 
Beispiel sind), und algebraischen Funktionen (ihren Laplace-Transformierten). 
Der erste, der Funktionalrelationen für auf dem Weg über die Laplace-Trans- 
fohnation vermittels des Faltungssatzes abgeleitet hat, war Cau.ler I. Von ihm 

stammt Formel (ll), (12) und (14#) für i* = o. Den Sonderfall r=s-^von (12) 

hat in neuerer Zeit W. O, Pbnnell: The use of fractional integration and dif- 
ferentiation for obtaining certain expansions in terms’of Bessel functions or of 
slnes and cosines.. Bull. Amer. Math. Soc. 38 (193i) S. 115—122 vom Standpunkt 
der veraUgemeinerten Differentiation und Integration behandelt, hieran anknüpfend 
H. P. Thielman : Note on the use of fräctional Integration of Bessel functions. 
Bull. Amer. Math. Soc. 40 (1934) S, 695—698. — Die Relation (14®) für 
die ein Additionstheorem hinsichtlich der Parameter a, h darstellt, hat J. Hadamard ; 
Sur un Probleme mixte aux d6riv4es partielles. BuU. Soc. Math. France 31 (1903) 
S. 208—224 [S. 219] Vermittels dps Huygensschen Prinzips (siehe 25.1) abgeleitet 
lind auch eine weitere geometrische Deutung für sie gegeben. — Die Formeln (13) 
und (14) sind übrigens bei Watson: 1. c.^®® nicht aufgeführt. — Eine systematische 
Ableitung solcher Relationen für Besselfunktionen vermittels des Faltungssatzes 
siehe bei Copsön I und Fischer 1. 


Die Eösung von (1) auf dem angegebenen Weg bei Pincherle 9, § 1. Der 
dortige Beweis, daß die „Teilbarkeit*' von G durch K auch hinreichend für die 
Lösbarkeit sei, ist nicht stichhaltig. 

Satz 2 und 3 bei Pincherlb 9, § 1. Für spatere Untersuchungen Über 
Differentialgleichungen unendlich hoher Ordnung siehe E, Hria: Lineare Dif¬ 
ferentialgleichungen unendlich hoher Ordnung mit ganzen rationalen Koeffizienten. 
I. Math. Ann. 82 (1921) S. 1—39; II. Ib. 84 (1921) S. 16—30; III. Ib. 84 (1921) 
S. 43—52; O. Perron: Derselbe Titel. Math. Ann. 84 ( 1921 ) S. 31—42; besonders 
an l^cherle anknüpfend: E. Hilb : Zur Theorie der linearen Differenzengleichungen. 
Math, Ann. 85 (1922) S. 89—98. 


®®® PiNCHERLE 9 hat die Integralgleichung (i) auch in dem Fall betrachtet, 
daß der Integrationsweg eine vertikale Gerade ist und die Funktionen nicht not- 

/_ jp (fl 4 - -1 \ 

wendig im Unendlichen regulär sind. Indem er speziell k (fl 5= ^- L —^^ 

setzt und n auch nichtganz sein läßt (9, § 3, 4), erhält er eine neue Defiiiition der 
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i fÖcHlgBiwer Ordnung. Sie entspricbt der dto 

aucb i&T nichtgeaie n gelten «>•1 haben) 

im i-ksreich auf analoge Art. wie wir W S. ^1 iin - |^,^arte durch 
iiind hangt natürlich eng zusammen mit der Dettoltton. die »ewinnt 

Ausdehnung der Cauchyschon IntegraMormel für ^»U«) thetwy of 

(Vgl. hierzu L.M.Bi.üMnNTHAL: Note on Iractional op^ton. "J 

«Jtnposition. Amer. J. of Math. 53 (1931) ®' der Intenration»- 
h«t (1) die Form der Abolschen Integi^gleichung (1S 3). «“f *• «brinena auch 
^eg ^ne gö8clilo886ne Kurve im Komplexen. PiNCHBRtB 9, § . . im 

4ie ursprüngliche Abelsche Integralgleichung mit variable o * 

Komplexen betrachtet und durch einen *u 15*3 analo^n Kal g 
Abhandlung 9 tat eine der bedeutendsten Arbeiten ^ 

biLlt, 'was erst später von anderen wiedorgefunden worden ist, und 
hoch nicht als voll ausgeschöpft angesehen werden kann. Infolge des K 
terachelnungsortes ist Sb ziemlich unbekannt geblieben. 


>08 Vgl. hierzu 

*04 Diese merkwürdige Funktionalrelation für die T-Funktion wurde vun 
ItoixiN 4 (Formel 34), aber auf ganz anderem, sehr viel komplizierterem Weg 
abgeleitet. 

*0ö PoBTSCH 19. 

*0« Die Methode wurde zuerst für partielle Differentialgleichungen von 
PoETSCH 4 angegeben (vgl. 19- Kap, und flg,), in Dobtsch II, S. 24 ist kurz darauf 
hingewiesen, daß sie sich auch bei gewöhnlichen Differentialgleichungen verwenden 
lüfit. Dies ist explizit durchgefUhrt (wenn auch nicht mit tler Ausführlichkeit ile» 
obigen Textes) in von Stacho I, § 5, dann später noch öfter«, vgl x li van nRK 
Pol 1, 


*0^ Diese beiden Beweise nach Dortsck 17, S. 5. 

*08 Diese Gestalt der Lösung wird meist Duhambi. (J. Jic. Tolyt. 14 liHMi 
S. 34) zugeschrieben. 

*00 Siehe o^, Zum folgenden siehe Doktsch 23. 

*^o Siehe O. Heaviside: Electromagnetic Theory. 1 Hd*'. Lonjlon 1*J22 
An Heavisides Arbeiten hat sich eine ungeheuer weitst hichtigo Litrr.riur angr 
schlossen, die durchweg mathematisch sehr unzulänglich ist; »ichr hit»rül»rr 3tttc It 
24, Kap. 

Vgl. hierzu die allerdings mathematisch unzureichende Studie von | M, 
DALLA Valle: Note on the Heaviside expansion formuhi. l*rfH\ Nat. Ai ad 1-SA 
17 (1931) S. 678—684. 

*1* Siehe hierüber z. B. F. D. Murnaoiian : The Cam hy-flcavisidr rxpanMtin 
formula and the Boltzmann-Hopkinson principle of sujierposilion Hüll Ainrt 
Math. Soc. 33 (1927) S. 81- 89 . 

Die Symboliker gehen vielfach von der Darstellung clrr Lösung dur« li rin 
komplexes Integral aus, das kein anderes als das komplexe l’mkrhnnirgtal ihu 
Laplace-Transformation ist. Dieses bei gewöhnlichen Differeritialglrii hnngru .in* 
zuwenden, ist überflüssig und umständlich, da wir in fi 1 und 2 explizit»’ .\tiH- 
drücke für die Lösungen fanden. Vgi. im übrigen hierzu 24 2. 

Siehe E, Kamke: Differentialgleichungen reeller iMinUtitmrn Lrip/ig 
§ 26 ; Ch.-J. DK LA Valläe Poussin: Cours d'analyso infinit»^simalr IL S** r*L 
Louvain-Paris 1925 , S. 201—209. Vgl. noch für»?*»« DifferenliaJgleichiing K, IhmttM : 
Über lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi/irnten und rinrr 
Störungsfunktion. Sitzungsber. Heidelb. Akad. 193<‘. 10 . Ahhiintll., für Ays/jfwin 
L, Locher: Zur Auflösung eines Systems von linearen gewöhnlu lum Diflrrrntiül 
gleichungen mit konstanten Koeffizienten. Comment. Math, Hclv, 7 |J*M4) S. 47 
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bis 62. Ib all niesen Arbeiten handelt es sich um den Fall, da6 die Anfangswerte'' 
der Lösungen vorg^eben sind. Für den Fall, daß etwa bei DifferentialgileichungeiL 
zweiter Ordnung die „Randwerte“ an den beiden Enden eines Intervalles vor¬ 
gegeben sindi wäre eine direkte Begründung eines ähnlichen Kalküls, besonderst 
bei Systemen, sehr vid komplizierter. Dagegen läßt sich mit einer passenden 
Funktionaltrsrnsformation auch dieser Fall sehr übersichtlich erledigen, siebe 
H. Knjbss: Lösung von Randwertproblemen bei Systemen gewöhnlicher Differen- 
tialgTeichungen vermittels der endlichen Fouriei;-«Transformation. DissertaÜön, 
Fteiburg 1937« 

*15 Das folgende bei Doetsch 2ä, S, 47—49- 
X SIS Doetsch 22, S. 241, 242. 

S 17 Vgl. dazu etwa N. Wiener: The operational calculus. Math. Ann. 9C 
(1926) S. 557—584. 

*1® Damit ist ein von Wiener in der unter *1^ zitie^n Arbeit, S. 560, vor¬ 
gebrachter. Einwand gegen die Methode der Laplace-Transformation als Mißver¬ 
ständnis widerlegt. 

*19 Siehe Doetsch 23, S. 242 und die am Schluß von i*^® zitierte Arbeit 
von Doetsch. 

**° Die geschilderte Methode wurde zuerst von Doetsch 4 (Wiedergabe eines 
Vortrags vor der deutsch. Math.-Versamnil. 1923) angegeben und am Beispiel der 
parabolischen Gleichung mit konstanten Koeffizienten vorgeführt, ausführlicher 
daipi in Doetsch 5, 6 und 7 (5 gemeinsam mit F. Bernstein). Es seien hier chrono¬ 
logisch diejenigen späteren Arbeiten angeführt, in denen die Methode nun zur 
Lösung weiterer Probl^e bei partiellen Differentialgleichungen benutzt worden 
ist (für gewöhnliche Differentialgleichungen siehe *9®): Plancherel 1 (Skizze 
einer Anwendung auf die hyperbolische Gleichung mit variablen Koeffizienten); 
Doetsch 12 (Explizite Lösung der hyperbolischen Gleichung niit konstanten 
Koeffizienten); Odqvist 1 (System von parabolischen Gleichungen mit konstanten 
Koeffizienten); MXchler 1 (Ausführung der Skizze von Plancherel); PicoNE I 
(parabolische Gleichung mit konstanten Koeffizienten) und 2, 3 (allgemeiner Fall; 
hier wird weniger die e^lizite Lösung des ursprünglichen Problems, als die Be¬ 
rechnung der Lösung des reduzierten Problems angestrebt; ferner wird die Methode 
zur Ableitung von Verträglichkeitsbedingungen zwischen den Randwerten (vgl.*®®), 
sowie von Existenz- und Eindeutigkeitssätzen benutzt^ die allerdings illusorisch 
sind, weil nicht beachtet wird, daß es auch Lösungen geben kann, die die für die 
Anwendbarkeit der Methode unentbehrlichen Voraussetzungen des Textes 

nicht erfüllen, siehe 20.5); Low an 1—6 (parabolische Gleichung mit variablen 
Koeffizienten); Hbiks I (parabolische Gleichung mit konstanten Koeffizienten; 
die Arbeit enthält mehrere Fehler, siehe das Referat im Jahrb. ü. d. Fortschr. 
d. Math.); Ignatovskej 1 (hyperbolische Gleichung mit konstanten Koeffizienten); 
Churchill 1 (parabolische), 2 (hyperbolische Gleichung), 3 (allgemeine Theorie, 
vg^. im Text den Schluß des 23. Kapitels). — Zu erwähnen ist in diesem Zusammen¬ 
hang auch Carson I, ein Bu^, dem eine Anzahl von Arbeiten desselben Ver¬ 
fassers vorausgegangen sind und dessen eigentlicher Zweck darin besteht, eine 
Begründung der symbolischen Operatorenmethode (siehe i8.3 und 24.1) geben 
zu wollen. Carson hat rein formal bemerkt, daß bd. einer gewöhnlichen linearen 
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten die symbolische Lösung (bei 
uns: Lösimg des reduzierten Problems) die Laplace-Transformierte der wirklichen 
l^ösung ist, und behauptet nun ohne Beweis denselben Zusaxnihenhang für beliebige 
gewöhnliche und partielle Differentialgleichxmgen. Die eigentliche Grundlage, 
nämlich die direkte Anwendung der Laplace-Transformation auf die Differential- 
glelchung, wodurch die wirkliche Beziehung zwischen der ursprünglichen und der 
reduzierten (symbolischen) Gleichung aufgedeckt wird, fehlt. Auch sonst sind die 
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iu dem Buch ‘gegebenen Beweise der Entwiddungssätze für die Losungen grüßten- 
Heils nichts anderes als formale (nicht einmal als solche einwandhröie} Rechnungen, 
die gerade an den entscheidenden Stellen versagen bzw. abbreohen. Ausführ¬ 
licheres hierüber in Dobxsch 14. 

Man kann sie z. B., wenn auch nicht unmittelbar m dieser Gestalt, aus 
Kamks: 1. c.®i*, S. 265—271, 277 entnehmen. 

PoETSCH 5; 6, § 1. 

»8 DoBTscH 7^ § 1. Hi5r ist ^(x,t)^0 gesetzt, 

Doetsch 20, S. 333—^337- 

M. Gbvrey: Sur les üquations aux düriv^es partielles du type parabolique. 
Ji de Math. (6) 9 (1913) S. 305-^71 und 1# (1914) S. 105—148 [Nr. 18]. Siehe 
die Wiedergabe in Doetsch 28, S. 51—53. 

H. PomcARÄ: 1. c.^, S. 27—30; E. E. Levi: Sul equazione del calore. Ann. 
di Mat. (3) 14 (1908) S. 187—2^ [S, 190]. Kritik dieser Beweise in Doetsch 28, 

5. 53—57, 60, 61. ■ 

Die Existenz solcher singulären Losungen wurde zum erstemuEd in Doetsch 

6, § 2, aufgedeckt, ferner in Doetsch 7, S. 6l2; 12, S. 75—78; 20, S. 337, 338; 
28, S, 57—60. 


Doetsch 6, S. 301, 302 . Ähnliche Deutungen der Funktionen ^ 
y>(x» Q finden sich schon bei Fourier: Thdorie analytique de la chaleur. Paris 
1822, Nr. 377—38l und Lord Kelvin: Math, and phys. papers II, S. 61. 

»M Doetsch 12. 

Benutzt man die Laplace-Transformation in Gestalt eines Stieltjesiutegrals 
J d0{t), so besitzt s-«* eine L-Funktion, nämlich 


0 


<*»(«) = [ 


ö f ür / ^ a 
1 für < > a, 


’i 


und dem Produkt «o («)«“** entspricht das Faltungsintegral jA(t'-x)dO(r), das 

0 

ausgerechnet auf denselben Wert wie im Text führt. Über die organische Ent¬ 
stehung des Stieltjesintegrals als Grenzfall eines Hiemannschen Integrals imd eine 
dem Praktiker einleuchtende Deutung siehe Doetsch 12, S. 65. 

Siehe Watson: 1. c.^®®, S. 416, Formel (4). Diese geht durch die Sub¬ 
stitution — y* = T*, a » er, ö e= Ä, y* = —a* in die unsrige über. 

Doetsch 12. S. 75 — 78 . 

288 tHe Ableitung solcher Vertrftglichkeitsbedingungen nach derselben Methode 
auch für allgemeinere Typen von Gleichungen siehe in Picone 3. 

284 Fourier: 1. c.**®, Nr. l63flg. 

®®® Lowan 1. 

28® Dieser Weg ist neuerdings beschritten in Churchill 3. 

Siehe hierzu Doetsch 23 sowie 14. 

288 Siehe etwa Bochnbr 1, S. 47. 


28 » Siehe z.B. T.J.I'a. Bromwich: Normal Coordinates in dynamical Systems. 
Proc. Lond. Math. Soc. 15 ( 1916 ) S. 401—448. 

Es sei hier aus der großen Fülle der betreffenden Literatur, die meist mathe¬ 
matisch sehr viel zu wünschen übrig läßt, außer auf die in *®® zitierte Arbeit noch 
verwiesen auf K.W, Wagner: Über eine Formel von Heaviside zur Berechnung 
von Einschaltvorgangen. Arch. f. Elektrotechnik 4 ( 19 I 6 ) S. 159 —193 sowie auf 
die Arbeiten von G. Giorgi, wie z. B. SugU integrali dell* equazione di propagazione 
in una dimensione. Rend. Circ. Mat. Pal. 52 ( 1928 ) S. 265— 312 . — VgL auch 
Wiener; 
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Pie bei unsndlichein IntegratioBsiBteryaU geübte Meihbrie« die als 

’Fonxi&c-^IntßgreU anzusetsen, entspricht ‘Jenau der auf FOurier zurüokgehenden 
^eriiode, bei endlichem Intervall die lAsung als Foiirier-i?siA^ anzusetaien, wobei 
bekaimtiujh dieselben Schwierigkeiten hinsichtlich der Randbedingungen auftreten. 
Gerade SP wie die Methode des Fourier-Integrals durch die in der anderen Richtung 
vergehende Methode der Laplace-Transformatioii ihre völlige Authellung erführt, 
wird die Methode der Fourier*>Reihe geklürt und ergänzt durch die in Doaxscn: 
l.c.^’* (Ende) entwickelte Theorie der „endlichen Fourier-Transformation'*, vgl. die 
dortige FuÜnote 15 . 

*♦> Pie Übertragung des Huygensschen Prinzips auf allgemeine Fülle rührt 
von J. Hapamard her, siehe: a) Sur im probUme mbcte aux d^rivdes partielles. 
Bull. Soc. Math. France 41 (1903) S. 208-—*224, ausführlicher: b) Principe de 
Huyghens et prolongement analytique. Bull. Soc. Math. France 52 (1934) 
S. 241— 278 . vgl. auch S. 610 —640. 

Dortsch 26, S. 614. 

*4* DonxscH 26, S. 615— 619 . 

*4* Dibuj Eulersche Prinzip ist zum erstenmal formuliert und angewendet worden 
in PoBxscn 20. I>ott (S. 326 , 327 ) ist auch der erwähnte Eulersche Spezialfall 
näher ausgeführt. 

*4« PoEiscH 26, S. 620, 621. 

w Diese Beziehung wurde in Dobtsch 26, S. 621—628 klargestellt. Es wird 
dadurch Antwort erteilt auf eine von Hadamard: 1. c.*** b), S. 247 n*id 623» 624 
aufgeworfene Frage. 
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Auf rechterhalten—maintain 
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Ausdruck—expression 
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Deutung—^Interpretation 
Dichte—density 

Dreh=—rotary, rotatory, revolving, 
torsional 

Drehachse—axis of rotation 
Drehimpuls—angular momentum, 
moment of momentum 
Drehmoment—moment of rotation 
Drehspiegelung—combined rotation and 
reflection 

Drehung—torsion, twisting, rotation 
Dreieck—^triangle 
Durchmesser—^iameter 
Durchschnitt—inter^ection 
Ebene—plane 

Eigen—individual, proper, characteristic 
specific, special 

Eigenfunktion—characteristic function 
Eigenschaft—property, characteristlcs 
Eigentlich—proper 
Eigentum—property 
Eindeutig—single valued 
Eineindeutige Zuordnung—one to one 
correlation 

Einfallswinkel—angle of incidence 
Einfluss—influence, influx 
Einheit—unit, unity 
Einklang—agreement 
Einschränkung—^limitation, restriction 
Einseitig—unilateral, one sided 
Einshaltvorgang—Insertion process 
Ein wand—obj ection 
EMK—EMF 
Endlich—^finite 
Entarten—degenerate, decay 
Entf emung—^ i stance 
Entgegengesetzt—contrary, opposite 
Entscheiden—decide 
Entwickeln—develop, evolve 
Entwicklung—expansion, development 
Ergänzung—Supplement, complement 
Erweiterung—expansion, elaborätion 
Erzeugende Function—generating 
function 

Fakultät—f actorial 
Fall—case 
Falten—to fold 
Faltung—folding 
Fehlerfunktion—error function 
Fehlerintegral—error integral 
Fläche—surface, area 
Fliessend—mobile 
Folge—series, sequence 
Fortsetzung—continuation 
Fortsetzungsprinzip—continuation 
principle 

Freiheitsgrad—degree of freedom 
Fusspunktkurve—pedal locus 
Ganz—integral, wliole 
Gattung—kind, genus 
Gebiet-Romain, region, area 
Gebroch en—f ract i onal 
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Gebrochene Lmienzüge—polygonal lincs 

Gemisch—mixture 

Genauigkeit—^precision 

Geneigt—inclined 

Genügen—to satisfy 

Gerade—even^ straight 

Geradlinig—rectilinear 

Gesamt—^total 

Gesamtheit—totality 

Geschwindigkeit—velocity 

Gesichtsfeld—field of vision 

Gestürzt—transposed 

Gewicht—weight, gravity 

Gleichförmig—^homogenous, uniform 

Gleichgewicht—equilibrium 

Gleichmässig—uniform | 

Gleichwertigkeit—equivalence 

Gleichzeitig—simultaneous 

Glied—term, brauch, membcr 

Grenzbegriff—limit conception 

Grenzübergang—^passage to the limit 

Grösse—quantity, magnitude 

Grund—reason, cause 

Grundsätzlich—fundamental 

Gültigkeit—^validity' 

Halbebene—half plane 
Halbmesser—radius 
Häufigkeit—frequency 
Häufungspunkt—^point of accumulation 
Haupt=—principle (adj.) 

Hauptwert—^main VTsJue, principle value 
Hilfsbetrachtung—auxiliary considera- 
tion 

Hinreichend—sufficient 
Hohl raum—cavity, hol low space 
Hülle—envelope 
Kegelschnitt—conic section 
Kennziffer—characteristic 
Kern—nucleus, kemel 
Kl ammer—bracket 
Kohlestäubchen—coal dust 
Konvergenzgebiet—region of con- 
vergence 
Körper—body 

Korrespondenz—correspondence, corre- 
lation, interdependence 
Kraft—force 
Kreia—circle, circuit 
Kreisförmig—circular 
Krummlinig—curvilinear 
Krümmung—curvature 
Kugel—globe, sphere, spherical 
Kugelfunktion—spherical harmonic 
Kurvenlineale—French curves 
Ladung—Charge 

Ladungsdichtenverteilung—distribution 
of Charge d^sity 
Längentreu—isometric 
Lebendige Kraft—^kinetic energy 
Leiter—conductor 
Leitfähigkeit—conductivity 
Leitung—conduction 
Linse—^lens 

Lösbarkeit—solvability 
Lösend—dissolving, solvent 


Löslichkeit—solubility 
Lösung—Solution 
Lot—^perpendicular line 
Manigfaltigkeit—^manifold 
Massenputikt—mass point, particle 
Mehrfach—^multiple, repeated 
Menge—aggregate, set 
Messbar—^measurable 
Merkmal—^mark 
Mittel—mean, middle 
Mittelwert—^mean value 
Möglichkeit—possibility 
Nachwirkung—aftcr-effect 
Näherung—approximation 
N ebensetzung—j uxtaposition 
Neigungswinkel—angle of inclination 
N pner—denominator 
Nicht ganz—fractional 
Normierung—normalization, Standard¬ 
ization 

Notwendig—neces^ary 
Nullpunkt—origin, zero point 
Nullstelle—zero 
Oberfläche—surface 
Ordnung—Order, degree 
Ort—^locus, Position, region 
Partialbruchzerlegung—decomposition 
to partial fractions 
Potentialgleichung—potential equation 
Potenz—power 
Quadrat—square 
Quadratwurzel—square root 
Quellenfreies—solenoidal 
Querkonti'aktionskoeffizient—Poisson’s 
ratio 

Rand—boundary 

Randbedingungen—boundary conditions 
Rechtwinklig—orthogonal 
Reibung—friction 
Reihe—series 

Richtlinie—outline, directrix 
Rückläufig—retrograde, recurrent 
Satz—^theorem, proposition, sentence 
Scherung—change of form undcr con- 
stant volume 
Schief—oblique, inclined 
Schirm—screen 
Schluss—conclusion, end 
Schmiegungsebene—osculating plane 
Schranke-^und, limit 
Schraubung—screw motion 
Schwankung—oscillation 
Schwerpunkt—center of gravity 
Schwingkreis—Circuit 
Schwingung—oscillation, Vibration 
Seitlich—lateral 
Sinnlos—meaningless 
Sinnvoll—meaningful 
Spannung—potential, voltage, stress 
Spitzwinklig—acute-angled 
Spur—^trace 

Starrer Körper—rigid body 
Stelle—Position, place 
Stetig—continuous, steady 
Stetigkeit—continuity • 
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Störung—di sturbance 
StÖrungsiunktion—perturbation func- 
tion 

Strahl—ray 

Strahlenbüschel—^pencil of rays 
Strahlung—radiation 
Strebe—strut 

Streckenspektrum— continuous 
Spectrum 
Streifen—band 

Streuung—Scattering, dispersion 

Strom—rcurrent, flow 

Stromkreis—ci rcuit 

Stumpf—obtuse 

Stütze—Support 

Teiler—divisor 

Teilfolge—subsequence * 

Teilmenge—subset 
T r ägheit—iner tia 
Trennep—separate 
Übergang—transition 
Übermatrix—matrix whose elements 
are matrices 

Übertragung—transfer, application 
im Uhrzeigersinne—clockwise 
Umfang—circumference, contour 
Umformung—change, modiflcation 
Umgebung—region, neighborhood 
Umgekehrt—reciprocal, inverse, 
converse 

Umkehrfunktion—inverse function 
Umkehrung—Inversion 
Urakreisy-circumference, contour 
Umschreiben—circumscribe 
Umwandlungswärme—latent heat of 
conversion 

Unabhängig—independent 
Unähnlich—unlike 
Unbestimmtheit—indetermination 
Uneigentlich—not real, not proper 
Unendlich—unlimited, non terminating, 
infinite 

Ungerade—odd 
Unsicherheit—uncertainty 
Unstetigkeit—discontinuity 
Untergruppe—subgroup 
Unverträglich—inconsistent, incom- 
patible 

U rsache—cau se 
Ursprünglich—original 
Verallgemeinerung—generalization 

V eranderlich—variable 

V erändem—change 
Veranschaulichung—viewpoint, view 

V erbindung—combination 

y erd^pf ung—evaporization 
Verdichtung—condensation, compres- 
sion 

Verdichtungswelle—compression valve 

Vereinfachen—reduce 

y er einigung—un ion 

Verf^ren—process, procedurc 

Vergleichen—compare 

Verhalten—behavior 

Verjüngen—to contract (a tensor) 


Verlustfrei—lossfree 
Vermuten—suspect, conj ecture 
Verpflanzung—to transmit, parallel 
displacement 

V errückung—displacement 
Verschiebung—lag 
Verschmieren—obliterate, to make 

indistinct 

Verschwinden—to disappear, to vanish 
—disappearance, vanishing 
Verstärken—to amplify 
Vertauschbarkeit—interchangeability 
Verteilung—distribution 
Verträglich—compatible, consistent 
Vervielfachen—to multiply 
Vervielfältigen—to multiply 

V erzerrung—distortion 
Verzweigungspunkte—branch points 
Vieldeutig—many valued 

Viel fach—multiple 
Volkommen—perfect, complete 
Vollständig—complete 

V oraussage—preaiction 
Voraussetzung—assumption, hypothesis, 

supposition 

Vorgang—process, procedure 
Vorgeschreiben—^prescribed 
Vorhandensein—presence, existence 
Wahrscheinlichkeit—probability 
Wärmeleitung—heat conduction 
W assersto ff—^hy drogen 
Wechselwirkung—interaction 
Weite—amplitude, ränge 
Wellenlänge—wave-length 
Wcllengleichung—wave equation 
Wert—value 

Wesentlich—essential, intrinsic 

Widerspruch—contradiction 

Willkürlich—arbitrary 

Winkel—angle 

Wirbel—vortex 

Wirbelfrei—irrotational 

Wirbelstrom—eddy current 

Wirkung—effect 

Würfel—cube 

Wurzel—root 

Zahl—^number 

Zähigkeit—viscosity 

Zähler—^npmerator 

Zeile—line, row 

Zerlegung—expansion, decomposition, 
Splitting Up 
Zielen—to aim 

Zufällig—fortuitous, accidental 
Zulässig—admissible, permissible 
Zuordnung—correlation 
Zurückführen—reduce, refcr 
Zusammenhang—connection 
Zusammensetzend—component 
Zusammenstoss—collision 
Zuwachs—^increment 
Zwang—force, pressure, constraint 
Zweck—purpose 

Zweckmässig—suitable, appropriate 
Zweiseitig—bilateral 


